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| TEORIA Y CUESTIONES

1. (1 Pto.) Desarrolla el modelo matematico que describe el movimiento de vibracién
transversal de una cuerda eldstica de longitud £ > 0, cuyo extremo de la izquierda esté
fijo, mientras que el de la derecha (z = £) se mueve siguiendo la ecuacién u(t, £) = sen(wt),
w € R. Supén ademas que es posible determinar la posicién y la velocidad de cada punto
de la cuerda en el instante inicial. Explica el significado fisico de cada elemento.

2. Indica, justificando la respuesta, si las afirmaciones siguientes son verdaderas o falsas:

(a) (0.5 Ptos.) Existe una funcién continua f : [-7, 7] — IR, de forma que f(0) =
1 4+ 72 y verifica las igualdades,

f(x)ysen(nx)dx =0, Vn>1.

(b) (0.5 Ptos.) Dada la funcién,

T —m<z<0
1 O<z<m

extendida a todo IR como 27-periédica, jpuede ser su serie de Fourier uniformemente
convergente en el intervalo [—m, 7|7 ;Por qué?
(c) (0.5 Ptos.) Dada la funcién g(z) = sen(2?), se verifica la igualdad

0

/W Pa)ds = % </_7;g(33) dx)Q " %Z (/_7; sen(nz)g(z) dg:>2

- n=1

+ %i ( /_ 7; cos(nz)g(z) dg:>2

3. (1.5 Ptos.) Dados v, u € R, consideremos el siguiente problema de Sturm-Liouville:
! 2 )
— (zu' () + Lu(z) = p’rulz), a<z<b,
u(a) = u(b) =0,

(S-L)

con a > 0.

(a) iSe trata de un problema regular o singular? ;Por qué?
(b) Comprueba que los autovalores de (S-L) son los ntimeros u? que satisfacen la relacién

Ju(na)Y, (pb) = J, (ub)Y. (pa)

donde J, e Y, son las funciones de Bessel de primera y segunda especie, respectiva-
mente.
(¢) ¢Cuadles son las autofunciones del problema?



PROBLEMAS

1. (2 Ptos.) Utiliza el método de las caracteristicas para resolver el siguiente problema de
contorno asociado a una ecuacién cuasilineal de primer orden,

ur(t, x) + ult, z)uz (t, ) = au(t,z) +1 }
u(t,0) =B, (BeR)

siendo « € IR.

2. (2 Ptos.) Consideremos el problema de transmisién del calor en una barra acotada,
modelado por la ecuacién,

u(t, ) = Cugp(t,z), 0<t, 0<z <UL (Ec)

Sobre la barra supondremos que el extremo de la izquierda se mantiene a temperatura
constante, lo que nos da la condicién de contorno,

u(t,0) =ug, t>0 (C1)
mientras que por la derecha estd aislada,
ug(t,4) =0, t>0 (C2)

(a) Aplica el método de separacién de variables para resolver la ecuacién (Ec), teniendo
en cuenta las condiciones de contorno (C1) y (C2).

(b) Escribe el problema de Sturm-Liouville resultante para la funcién asociada a la va-
riable espacial X (z) y obtén sus autovalores y autofunciones.

(¢) Dada una funcién g € L2([0,4]), determina, el valor de la solucién formal del problema
(Ec)-(C1)-(C2) para la condicién inicial,

u(0,z2) =g(z), O0<z<{
3. Fijados tp > 0y 0 < € < 1y, consideremos la funcién f;, . definida como
ftO’E : [0, -i—OO[ — R

t ~ ftoyﬁ(t) =

% Sitg—e<t<ty+e
0 en otro caso

(a) (0.25 Ptos.) Comprueba que fi, . converge puntualmente, cuando € — 0, a la delta
de Dirac centrada en ¢, es decir,

o0 Sit:to

lim f, . (t) =
Y fio,e (%) {0 si t # t

(b) (0.75 Ptos.) Calcula la transformada dc Laplace de la funcién fy, ., que denotamos
por L(fi, ), y comprueba que

lim £(fy,.)(s) = e % Vs>0.
e—0

Por ello se dice que la transformada de Laplace de la delta de Dirac centrada en g
es igual a e %% esto es,

L(61,)(s) = e 5 Vs> 0.



(¢c) (1 Pto.) Utiliza los resultados de los apartados anteriores para resolver el siguiente
problema de condiciones iniciales:

y'(t) = 2y(t) = 6x(t), >0
y(0) =y'(0) = 0. }
4. Consideremos el siguiente problema para la ecuacion de ondas:
uy(t, 2) = ugs(t, z), t>0, —oo <z <00
w(0,z) = f(z), w(0,z)=0, —00 <z < 00 }
Se pide:

(a) (1 Pto.) Utiliza formalmente el método de la transformada de Fourier para probar
que la solucién del problema transformado es

o~

u(t, &) = f(&) cos(ctt)

(b) (1 Pto.) Utiliza las propiedades de la transformada de Fourier para obtener la
transformada inversa de Fourier de Ia funcién anterior.

| INDICACIONES |

e Deben responderse todas las preguntas de la parte de teoria y cuestiones.
¢ De los cuatro problemas propuestos deben elegirse tres.

e La duracién del examen es de 4 horas.




