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TEORIA Y CUESTIONES

1. Sea {¢,}2°, una base ortonormal de funciones del espacio L2([0, 71]). Indica, justificando
la respuesta, si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

(a) (0.5 Ptos.) Existe una funcién continua f : [0,7] — IR de forma que f(0) # f(n)
y

| s@intaraz =0,

para cada n > 1.
(b) (0.5 Ptos.) Se verifica la igualdad:

%:i(/:(pn(x)dxf

Ayuda: La funcién constante igual a uno pertenece a L2([0, 7])

2. (1 Pto.) Enuncia de forma clara y detallada una condicién suficiente para que la serie
de Fourier de una funcién f : [-w,n] — IR sea puntualmente convergente a f. Como
aplicacién estudia y discute en funcién de los distintos valores del pardmetro @ € IR la
convergencia de la serie de Fourier de la funcién:

1+ —r<x<0
flz) = "
cos(z + a), 0<z<n

3. Sea un circuito eléctrico formado por una fuente de corriente e = e(t), una bobina L y
un condensador C. Si denotamos por i = i(f) a la intensidad de corriente que circula
por el circuito en cada instante, el modelo mateméatico que describe dicha intensidad esta
formado por la ecuacion

Ldi + L/ (1) dt =e(t), t>0
—+ =1 =e
dt  C J, ’
junto con la condicién inicial i(0) = 0. Suponiendo que L = 2 y C = 8, expresadas en sus
unidades correspondientes, se pide:

(a) (0.5 Ptos.) Explica qué se entiende por funcién de transferencia de este sistema y
calcilala.
(b) (1 Pto.) Utiliza la transformada de Laplace para resolver el problema anterior para

una entrada de tipo delta de Dirac, e(t) = 6(¢). Enuncia ademds de manera precisa
todas las propiedades de la transformada de Laplace que uses en dicho proceso.



(c) (0.5 Ptos.) Suponiendo que la entrada del circuito es una funcién f que admite
transformada de Laplace, es decir, e(t) = f(t), con f transformable Laplace, utiliza
las propiedades de dicha transformada para calcular el valor de la intensidad i(¢).

PROBLEMAS

1. (2 Ptos.) Resuelve mediante el método de las caracteristicas la siguiente ecuacién cuasi-
lineal asociada a modelos de ondas de choque (shock-waves):

ug(t, ) + u?(t, o)us (L, z) = Beost, >0, >0

con la condicién inicial:
u(0,2) =2, x>0

2. Consideremos el problema no lineal,

ug(t, 7) = Cug,(t, ) + Bu(t, z), 0<t, 0<z</t
u(0, x) = ug, O<z <’ (PNL)
u(t,0) = u(t,4) =0, t>0

con ¢, § € IR constantes, que modela la evolucién de la temperatura en un sistema, equipado
con un termostato scensible al gradiente térmico, que inicialmente cstd a una tecmperatura,
constante ug € IR.

(a) (1 Pto.) Si u es una solucién de (PNL), comprueba que w(t,z) = ¢(u(t,z)) es
solucién del problema lineal

wi(t, ) = uwg(t, ), 0<t, 0<ae</t
w(0,z) = P(ug), O<z<¥ (PL)
w(t,0) =w(t,f) =1, t>0

siendo ¢ : R — IR la transformacién de Hopf-Cole definida como ¢(u) = ePule’ .
(b) (1 Pto.) Utiliza el resultado anterior para obtener la solucién formal del problema
(PNL) a partir de la de (PL).

3. Consideremos el problema de determinar las vibraciones transversales de una viga eldstica
de longitud infinita:

g (L, ) + Ugper(t, ) =0, 0<t, —o< <0
u(0,z) = f(x), —00 <z < 00 (©)
ut(0,z) =0, —00 <z < 00

Se pide:

(a) (1.5 Ptos.) Utiliza la transformada de Fourier para demostrar formalmente la igual-
dad

u(t,€) = [(€) cos (1%€)
(b) (0.5 Ptos.) Sabiendo que la transformada de Fourier inversa de la funcién cos (#%¢)
es
I2 T
COs (E - Z)
V2t

calcula la solucién u del problema (Q).



4. (2 Ptos.) Sea Q C IR® un abierto acotado cuya frontera, 02, es una superficie regular.
Dado cl siguicnte problema de Dirichlet homogénco:

—Au+u=f, en (2
u =0, sobre 012

donde Au es el laplaciano de v y f € L?(2;IR), deduce la formulacién variacional del
problema anterior y define el concepto de solucién débil asociada al mismo.

| INnDICACIONES |

e Dcben responderse todas las preguntas de la parte de tecoria y cucstioncs.
e De los cuatro problemas propuestos deben elegirse tres.

e La duracién del examen es de 4 horas.




