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Motivacion

Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica s matematicas en las pelis de dibujos animados



@ Modelado y animacién de formas complejas
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@ Modelado y animacién de formas complejas

@ Reconstruir un objeto en el ordenador
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@ Modelado y animacién de formas complejas

@ Reconstruir un objeto en el ordenador
e Escaneado
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@ Modelado y animacién de formas complejas

@ Reconstruir un objeto en el ordenador

o Escaneado
e Ausencia de continuidad
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@ Modelado y animacién de formas complejas

@ Reconstruir un objeto en el ordenador

o Escaneado
e Ausencia de continuidad

@ Algoritmos que permiten unir los puntos del disefo
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@ Modelado y animacién de formas complejas

@ Reconstruir un objeto en el ordenador

e Escaneado

o Ausencia de continuidad
@ Algoritmos que permiten unir los puntos del disefio
@ Esquemas de multirresolucion
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Modelado y animacién de formas complejas
Reconstruir un objeto en el ordenador

e Escaneado

o Ausencia de continuidad
Algoritmos que permiten unir los puntos del disefio
Esquemas de multirresolucién

e Compresion
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Modelado y animacién de formas complejas
Reconstruir un objeto en el ordenador

e Escaneado

o Ausencia de continuidad
Algoritmos que permiten unir los puntos del disefio
Esquemas de multirresolucién

e Compresion
e Eliminacién de ruido
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John Lasseter fue el fundador de Pixar. El estudio lider en la
animacién cumple su primer cuarto de siglo con 11 exitosas
peliculas, que han producido una taquilla mundial de 4.670
millones de euros.
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Existe un antes y un después de Pixar.

Antes del 3 de febrero de 1986 la animacién por ordenador no
existia.

Habia experimentos en el campo de efectos especiales y
peliculas animadas de toda la vida con las que los estudios
Disney vivian horas bajas.

Se produce la independencia de Pixar de los estudios
Lucasfilms.

Se tarda 10 afios en hacer la primera pelicula (Toy Story) y
otros 10 en hacer una pelicula al ano.

Ahora bien, en estos 25 anos Pixar puede presumir de un total
de nueve Oscar (a la mejor pelicula de animacién y al mejor
cortometraje) y el honor de realizar la pelicula animada méas
taquillera de la historia, Toy Story 3.
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Hace poco han extrenado la secuela Cars 2 y estdn preparando
Monsters University, algo que hasta ahora, a excepcién de la
trilogia de Toy Story, habian evitado.
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@ Automovil, Ingenieria Naval, etc
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@ Automovil, Ingenieria Naval, etc

@ Bézier y Casteljau
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Curvas definidas a trozos

@ NURBS: Non Uniform Rational B-Splines

SF o Bin(t)Piw;
>0 Bin(t)wi

Q(t) =
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Curvas definidas a trozos

@ NURBS: Non Uniform Rational B-Splines

_ Xizo Bin(t)Piw;

A =52 B (0w

e w; — pesos asociados a P;
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Curvas definidas a trozos

@ NURBS: Non Uniform Rational B-Splines

_ Xizo Bin(t)Piw;

A =52 B (0w

e w; — pesos asociados a P;
e No uniformidad en t; — Regularidad en las uniones
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Curvas definidas a trozos

@ NURBS: Non Uniform Rational B-Splines

_ Xizo Bin(t)Piw;

A =52 B (0w

e w; — pesos asociados a P;
o No uniformidad en t; — Regularidad en las uniones
e B; ,(t) B-Splines.
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Curvas definidas a trozos

@ NURBS: Non Uniform Rational B-Splines

_ Xizo Bin(t)Piw;

A =52 B (0w

w; — pesos asociados a P;

No uniformidad en t; — Regularidad en las uniones
B n(t) B-Splines.

Racionalidad — circulos, esferas...

Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica  Las matematicas en las pelis de dibujos animados



)0

Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica s matematicas en las pelis de dibujos animados



Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica

e,
AR
ARy
N
AR
A ARy
R
RS
A &) VANV
AVAV

SRR
SRR
SRR
AR

cas en las pelis de

jos animados



Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica s matematicas en las pelis de dibujos animados



W E FILLET BLEND SURFACE
BIRALL SURFAGE i ~ i ==
N

LoFr SURFACE

PRIMITIVES .

EXTRUDE SURFACE

Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplic: Estadistica s matematicas en las pelis de dibujos animados



Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica s matematicas en las pelis de dibujos animados



Dificultades con las NURBS

o Complejidad de célculo
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Dificultades con las NURBS

o Complejidad de calculo

o Dificultad para mantener la suavidad cuando se anima el
objeto
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Dificultades con las NURBS

o Complejidad de calculo

e Dificultad para mantener la suavidad cuando se anima el
objeto

@ Correccién de estos errores de manera manual
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Superficies de subdivision

Mallado original. Divisién del mallado
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Superficies de subdivision

Ventajas frente a las NURBS

@ Eficiencia
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Superficies de subdivision

Ventajas frente a las NURBS
o Eficiencia

@ Formas arbitrarias y geometria compleja
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Superficies de subdivision

Ventajas frente a las NURBS
o Eficiencia
@ Formas arbitrarias y geometria compleja

@ Control de las caracteristicas de la superficie
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Tipos de superficies

Insercion de vértices

Redes triangulares Redes cuadrilateras
Aproximacién Loop Catmull-Clark
Interpolacién | Butterfly modificado Kobbelt

Recorte de esquinas
Doo-Sabin
Midedge
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Esquema de Pixar

@ Eleccion de Catmull-Clark
o Continuidad C? y C! en los vértices extraordinarios
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies

Esquema de Pixar

@ Eleccion de Catmull-Clark
o Continuidad C? y C! en los vértices extraordinarios
e Problemas puntos angulosos
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En qué consisten

Multirresolucién d Tipos de superficies

Multirr
Compre eliminacién de ruido en
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten

Tipos de superficies

@ Otros campos asociados al esquema
— Texturizacién
— Sombreado
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Esquemas de subdivisién

En qué consisten
Tipos de superficies
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Esquemas de subdivisién no lineales
Deficiente aproximacién con esquemas lineales

Algunos esquemas lineales

Lineales

@ Interpolacién polinomios Lagrange; 4 puntos, grado 3
funcién limite de clase C1. Dubuc, Dyn, Gregory, Levin.

@ Usando Chaikin funcién limite de clase C%~.

@ Interpolacién cibica local y evaluacién en 1/4 y 3/4. Limite
C2. Dyn, Floater y Hormann.
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Esquemas de subdivisién no lineales

Deficiente aproximacién con esquemas lineales

Fenémeno Gibbs
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Discretizaciéon +

Gréfica original .
esquema lineal
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Esquemas de subdivisién no lineales
Deficiente aproximacién con esquemas lineales

Algunos esquemas no lineales

No lineales. Evitar el fendmeno Gibbs

e ENO, WENO, PPH. Modificacién de los polinomios
interpolatorios de Lagrange de grado 3. Limite C'~

@ ENO — no estable
@ WENO — estable — C = 1018
@ PPH — estable - C =9
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C

sin fenémeno Gibbs

Senal a reconstruir

} : : } } : } }
i 5 %
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C

sin fenémeno Gibbs

Discretizacion

} : : } } : } }
i 5 %
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Informacion que tenemos

o
o o
o fu f fur o
o o o
i i } i i } i }
X,

i % N
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Reconstrucciones a trozos

(o]
L f f o
(o] o o
t t t t t t t t
X.

i % N
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Reconstrucciones a trozos

o
f f o
o o]
} } } } i } i }
X.

i % N
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Interpolacién en 1-d

Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Reconstrucciones a trozos

o
f o
[o)
} : : } } : } }
i 5 %
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Reconstrucciones a trozos

} : : } } : } }
i 5 %
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Discretizamos las reconstrucciones

AN /
\, fj-1 fj f,-+1/°/
N’

=t —————+

X]._1 Xj X]._'_1
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion lineal de Lagrange

2
o
f
fi f j+1
o o °
X1 % j+1 j+2

Sergio Amat Plata Dpto. de Matematica Aplicada y Estadistica

Las matematicas en las pelis de dibujos animados



Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion lineal de Lagrange

fo
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion lineal de Lagrange

fo
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion no lineal PPH

fro
o
f
fi f j+1
o o °
X e i+t X2
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion no lineal PPH

f].+2
o
f
fi f j+1
o o °
-1 Df. j+1 j*2
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion no lineal PPH

f]. 2
o
f
fi f j+1
o o o
j-1 ij j j+1 ij+1 j+2
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion no lineal PPH
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Interpolacion no lineal PPH
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Menos oscilaciones
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

Preserva la convexidad

j+2

i+2
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal C* sin fenémeno Gibbs

wmm harmonic mean
arithmetic mean

j+1 i1
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Un esquema no lineal C? sin fenémeno Gibbs

Amat, Dadourian, Liandrat (2009)

@ Inspirado en Dyn, Floater y Hormann que permite obtener C2:
4 puntos Lagrange grado 3y sustituir el punto 1/2 por 1/4y

3/4.
7 105 35 5
= - n— 7fn - 7fn )
(5F)2n Tog/m 1 Togfn t g/t T g2
5 35 105 7
f n e —*fn_ fn n fn .
(5F)an+1 1281 T 1pg'n T 1pg "1 T 152
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Un esquema no lineal C? sin fenémeno Gibbs

(1)
49 14 1 7 (d?*f, + d*f,
(Sf)2n - 64fn+64fn+1+64fn+2_64( 2 +1)7
15 50 1 5 (d?f, +d2fn+1)
SFlopi1 = —F+ —F —f,
(5F)2nt1 64" T 6a ™ T 62 5 2
Q
1 50 (dzfn + d2fn+1)
f = f, f, f,
(5F)an 64"1+6 nt g1 5 2 ’
1 49 14 7 (d?f, + d? an)
(Sf)ont1 = 671751_14-@7%—#64fn+1—(T4 >

donde (d?f) esta definido por d?f, = foi1 — 2f, + 1.
Reemplazando la media aritmética por la armdnica ‘PPH(x
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Un esquema no lineal C? sin fenémeno Gibbs

o Si |d?f,| > |d?Foi1l,

49 14 1 7
(SPPHAf)2n = 64f + — 64 fn+1 + 64fn+2 - aPPH(dzfna d2fn+1)a
15 50 1 5
(SPPHAf)Zn—i—l - afn + afn—s—l - afn+2 aPPH(d fn: d fn+1)
o Si |d2f,| < |d?frra,
1 50 5
(SPPHAf)2n = *674fn71 + 64f + 64fn+1 aPPH(d2fnad fn+1)
1 14 7
(Sepuaf)2nt1 il T = 2f+ cafrt = gz PPH(d* o, ¥ fopa),
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Un esquema no lineal C? sin fenémeno Gibbs

Definicidon
2xy
PPH(Xx,y) = X+ Yy
0 en otro caso

si xy >0

media arménica.
La clave del mejor funcionamiento del esquema se debe a que

L < maxdx], Iy}

mientras que
PPH(X, y) < 2min{|x], [y[}.
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Las buenas propiedades del esquema

Un esquema de subdivision S es convergente si

Vf € I°(Z), 3S°f € CO(R) tal que lim sup|(S/f),—S>f(n279)| = 0.
J=+00 pez,

Teorema

El esquema de subdivision no lineal Sppys €s convergente con
regularidad por lo menos CP~ con 8 > —logy({&) > 1.

Estimaciones numéricas de la regularidad de la funcién limite
CHAi=y C?P2~ para Sppys.

J 5 6 7 8 9 10
B1 | 0.9999 | 0.9999 1 1 1 1
04305 | 0.7738 | 1.2615 | 0.6541 | 0.4387 | 0.4388
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Las buenas propiedades del esquema

Un esquema de subdivisién convergente es estable si

3C < +oo tal que V0, g% € I°°(Z), ||S°F—5%g]|1 < C||fO—g°||/

Teorema

El esquema Sppya es estable.
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Andlisis de la estabilidad en esquemas no lineales

Sea Sy : I°°(Z) — I°°(Z) un esquema de la forma:
Vf e l*(Z), Vnel (Snef)n=(5F)n + F(6f)n, (1)

donde F es un operador no lineal definido en /°°(Z), § un operador
lineal y continuo definido en /°°(Z) y S un esquema lineal
convergente (y por lo tanto estable).
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Teorema

Si F,S y 6 verifican: AM > 0,c < 1 tal que Vf,g € I*°(Z),

IF () — F(&)lloo < MI|f — glloo, (2)
16(Snef — Snieg)lleo < cll6(f — g)lloos (3)

entonces Sy es estable.
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Si |d?f,| > |d?Fos1l,

(Sepuaf)on = %fﬁ- ifn+1+ 64d for1 — g—4PPH(d2fn,d2fn+1),
(Sepuaf)ony1 = %fn + zfnﬂ 614 d?fryq — %PPH(de,,, d*fri1),
y si |d2f,,] < |d2fn+1],

(Sepuaf)on = 3f + lfn+1 d2f — 3PPH(dzf,,,d fri1),

4"y 64 64
(Sepuaf)ony1 = ‘llf + zfn+1 + 614d f, — 614PPH(d foy d?fri1),
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Si consideramos la funcién

| y—rppH(x,y) if [x| = |yl,
R(X,_}/) - { —X—{—PPH(X,}/) if |X’ < |.y|> (4)

entonces podemos escribir F como
1
F(PFlan = —R(dfy, d2Fyi1) — %PPH(dzfn, Pf,.1), (5)

64
1 6
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Proposicion
Propiedades de R:
@ Para todo (x,y) € R?, |[R(x,y)| < max(x,y).
@ Para todo (x1, y1), (x2, y2) € R?,
|R(x1,y1) — R(x2, y2)| < max(|x1 — x2l, [y1 — y2|)
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Por la definicién de F y las propiedades de la media arménica se

tiene, para toda f, g € I°°(Z), que

1+7-2
64

A

IF(F) = F(@)llc < I — &lloo-
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Ahora veamos la contraccién de las diferencias segundas. Sean
(f,g) € (I°(Z))?, estudiamos 64(d?f1 — d°g!), para k =2n+1
(caso 1) o k = 2n (caso 2). Los dos son anélogos. Vaemos caso 1:

16/(d*f)n+1 — (d°8)nr1l

+6|ppPH(d?f,, d*fry1) — PPH(d? gy, d°gni1)|
+6[PPH(d?fo 11, d?*Fryn) — PPH(d?gny1, d°gnyin)]
+3|R(d?f,, d*fry1) — R(d?gn, d°gni1)|
+|R(d*fot1, d* friz — R(d*gni1, d*gn2)|

(16 + 12 4+ 12 4+ 3+ 1)||(d?F) — (d?g)||o

= 44]|(d°f) — (d°8)l|co-
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Interpolacién en 1-d Un esquema no lineal €2 sin fenémeno Gibbs

Las buenas propiedades del esquema

El esquema no sufre las oscilaciones del fenémeno Gibbs
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Multirresolucién de Harten

Multirresolucion de Harten

Un esquema de multirresolucén conecta de forma biyectiva una
sucesioén discreta L, donde L representa el nivel de resolucién mas
fino, con una sucesion de la forma

{0, d%, ... d"},

donde f0 representa una versién de la sefial inicial en el nivel de
resolucién més grosero y cada una de las sucesiones d* representan
los detalles necesarios para recuperar f* a partir de f~1. En el

caso de algoritmos lineales se trata simplemente de un cambio de
base.
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Multirresolucién de Harten

El objetivo es tener la misma informacién pero escrita de otra
forma que permita distinguir entre las partes mas y menos
importantes de la sefal.

Mas concretamente, por construccion, los detalles seran pequerios
en regiones donde se aproximen bien las sucesiones f* a partir del

nivel inferior F<— 1.

Esta propiedad es crucial en las aplicaciones.
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Multirresolucién de Harten

Se considera un conjunto encajado de mallados en R:
k k k _ —k
X ={xYjez, X =jh, he=27%,

y la discretizacién puntual

D, Cg(R) — Vk 7
) f = 5 = (fN)jez = (F(X]))jez, Y

donde V¥ es el espacio de sucesiones reales para la resolucién dada
por XXy Cg(R) el conjunto de funciones continuas y acotadas
sobre R.
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Multirresolucién de Harten

Un operador reconstruccidon R asociado a esta discretizacidn es
cualquier inversa por la derecha de Dy, lo que significa que para
toda fk € VK, Ry fk € Cg(R) y

(Rif ) () = £ = F(xf). (8)
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Multirresolucién de Harten

Las sucesiones de operadores {D} y {R} definen un esquema de
multirresolucién.

El operador de prediccion, es decir, Diy1 Ry : vk — Vk+1 define
un esquema de subdivisién.

Si Ry es una reconstruccién no lineal, el esquema de subdivisién
correspondiente es también no lineal.
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Multirresolucién de Harten

La interpolacién PPH asociada a conjunto centrado

6-'11,6- ,6+1, 1_‘I+2 tiene la siguiente forma

. flrffy 1
Pilxfy 1) = T — ppn(df, d ). (9)
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Multirresolucién de Harten

Es interesante compararla con la interpolacién de Lagrange Pj(x)

K+ 4 _ 1d*+d*fin
4 2 ‘

Pl

)= (10)

N =
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Multirresolucién de Harten

Teorema

Para cualquier par de elementos L, f- € I, (Z) y sus _
descomposiciones PPH: {f°,d° ... ,d"=1} y {f%,d ..., d 1},
se tiene que

L-1
1Y = Pl < O (IF0 = Pl + X lld* — d¥li )
k=0

(11)
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Multirresolucién de Harten

Teorema

Dados {f°,d°, ..., d""1} y {70, d, ..., E’Lfl}Ndos
descomposiciones PPH, correspondientes a f-, ft € I,,(Z), se
tiene que

10 = Flle@ < I =l

10 = dlliezy < SIIF = i)y, <K< L-1.
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Multirresolucién de Harten

A partir de estas reconstrucciones, usando funciones primitivas, se
pueden obtener reconstrucciones y algoritmos de multirresolucién

para otra tipo de discretizaciones. Por ejemplo, para medias en
celda

L[Y(R) — VK
Dk . P K xjk (12)
f = = (f)jez = ([ . f(x)dx)jez,
k.
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Multirresolucién en 2-d

Esquemas de multirresolucion
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Multirresolucién en 2-d

Esquemas de multirresolucion
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Multirresolucién en 2-d

Esquemas de multirresolucion
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Multirresolucién en 2-d

Esquemas de multirresolucion
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Multirresolucién en 2-d

Esquemas de multirresolucion
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Multirresolucién en 2-d

Esquemas de multirresolucion

Gy L

LM
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

Compresion
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

Lineal
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

No lineal
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

Eliminacion de ruido
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

Dado un pardametro positivo A y una imagen con ruido f(x, y),
encontrar una funcién g* que minimice el funcional

1 — &llZ2y + 27 lglly
(N

donde
IF = glltay = [ 1F(xy) — gx,y) Py

y || - ||y es una norma en un espacio con “suavidad” Y .
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

Si queremos utilizar esquemas de multirresoluciéon un candidato es

Ming |If — glIZ, ) + 2l 82 1y(1)-

;|djk(f)_djk(g)|2+2>\2‘djk(g)|' (13)
o

ki
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

El problema es separable y el minimo se obtiene mediante el

siguiente truncamiento

(1— =57)dM(F) si [dE(F)] > A,
djk(g) — EHGkar J (14)
0 en otro caso,
1—2A) if || > A,
(L—2) i |c] )

0 en otro caso.
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

(1=2) if |c|> A

Fa(c,\) = < (16)
0 en otro caso.
D1 ()] - [dE(F) — df (g)]* + 22X Y [df (g) (17)
k.j k.j

Es posible ver que el esquema de multirresolucién no lineal PPH
puede discretizar este problema (es el Gnico hasta el momento en
la literatura).
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes
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Compresién y eliminacién de ruido en imagenes

No lineal
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Conclusiones

Conclusiones

Las matematicas son una herramienta atil para mas cosas de
las que la sociedad imagina.

Queda mucho por conocer en matematicas.

El progreso de las matematicas ayuda al progreso de otras
ramas y otras ramas motivan el progreso de las mateméticas.
http://www.pixar.com/
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Conclusiones

A la memoria de mi amigo: Sergio Plaza.
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