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La integral doble
Integrales dobles sobre rectdngulos
Supongamos que tenemos un rectdngulo en R? de la forma
R =[a,blz[c,d] = {(z,y) :a <2z <bc<y<d}

y sea f: R — R una funcién acotada y positiva definida en el rectangulo.
Consideramos particiones

Pr={a=xy<x1 <3< ..<xp 1 <2y =0}

PQ:{C:yO<y1<y2<<yn_1<yn:d}

de los intervalos [a, b] y [c, d], respectivamente.
A partir de éstas obtenemos lo que se denomina particion del rectangulo R del siguiente
modo

7)1[E7)2 = {(l’,y) T e Pl,y € P2}7

es decir, la particién Py 2P, esta formada por los puntos de la forma (x;, y;) donde i = 0,1,...,n
yi1=0,1,2,....m.
Esta particién permite dividir el rectangulo R en los siguientes subrectangulos

{[ziflal‘i]x[yifbyi] = 17 "'7n7j = 17 7m}



Se llaman suma superior y suma inferior de la funciéon asociada a la particién a los
siguientes valores

S(P1xPs) = Z M;j(x; — xi21)(y; — yj-1)

y

s(PuePy) = Y my(wi — i)y — 1)
donde

Mij = sup{f(x,y) : (%?J) € [%—h%]x[yi—hyi]}
y

mi; = inf{f(x,y): (v,y) € [xi-1, x]2yi1, vl }

Estas sumas representan dos ntimeros, el primero de ellos mayor o igual y el segundo menor o
igual, respectivamente, que el volumen que encierra la superficie z = f(x,y) y el plano z =0
en R.

Si tomamos cada vez mas puntos en las particiones, se observa que las sumas superiores y
las inferiores se aproximan cada vez més, de hecho el conjunto de las sumas superiores de f
asociadas a particiones de R esta acotado inferiormente y el conjunto de las sumas inferiores
de f asociadas a particiones de R esta acotada superiormente.

Entonces se dice que f es integrable Riemann en R cuando el infimo del conjunto de las
sumas superiores de f asociadas a particiones de R coincide con el supremo del conjunto de
las sumas inferiores de f asociadas a particiones de R, llamando a este valor comun integral
doble de f en R, denotandolo por

/ /R 6 vor | /R f(@,y)dady

Esta integral representa graficamente el volumen que la superficie z = f(z,y) y el plano
z = 0 encierran en el rectangulo R (contando los signos adecuadamente) y puede calcularse
por los siguientes limites

lim S(P,) = lim s(P,)

n—-+00 n—-+00

donde (P,) es una sucesién de particiones que cumplen que el drea de todos los rectangulos
de la particién tiende a cero.

Otra condicién equivalente a que f sea integrable en R es que exista un unico ntimero [
que cumpla la condicién s(P) < I < S(P) para cualquier particién P. De hecho dicho niimero
serd la integral [ fRf.

Proposicion

Si una funcién f es continua en un rectangulo, entonces es integrable en dicho rectangulo.

Teorema (Fubini)
Sea f: R — R una funcién continua en el rectdngulo R = [a, b]x[c, d]. Entonces

//Rf(x,y)dxdy = /Cd(/abf(x,y)dx)dy = /ab(/cdf(x,y)dy)d:c



Nota:
Ademas, para funciones del tipo f(z,y) = g(x)h(y), la integral sobre un rectdngulo R =
[a, b]z]c, d] puede calcularse del siguiente modo

//Rf(:c,y)dxdy = (/abg(x)dx)(/cd h(y)dy)

Integrales dobles sobre recintos generales

Consideramos una regién acotada D en R?, y un rectdngulo R de R? que contenga a dicha
region.
Si f: D — R es una funcién sobre D, podemos considerar la nueva funcién F': R — R

definida como Fo) (y) €D
. €,y st (x,Y) €
Fz,y) = { 0 si (z,y) ¢ D

En esta situacién, diremos que f es integrable sobre la region acotada D si F' es integrable
sobre el rectangulo R, y definiremos en tal caso la integral doble de f en D como

[ [ tawisay= [ [ P sy
D R
Proposicién

Sea D C R? un recinto acotado, f,g : D — R funciones integrables en D, y A\, u € R.
Entonces:

1. Af + pg es integrable en D, y

//z)(Aer”g)(x’y)dxdy = A//Df(ﬂfay)dxdy+u//Dg(x,y)dxdy

2. Si f(z,y) > g(x,y) entonces

//Df(fv,y)dl’dyz//Dg(w,y)d:rdy

3. Si D= DyUDs, con Dy, D, disjuntos, entonces

//Df(xvy)dffdyz/ le(x,y)dxder/ DQf(q:,y)d:cdy

Definicién

Un dominio acotado D C R? se denomina un recinto bésico si su frontera estd compuesta
por un conjunto finito de curvas continuas de la forma y = g(z) 6 x = h(y)

Teorema

Si D C R? es un recinto bésicoy f : D — R es continua en D, entonces f es integrable
sobre D.

Los tipos especiales de recintos basicos con los que trabajaremos son los siguientes:



Definicién
Un recinto D C R? se dice de tipo I si es de la forma

D={(z,y):a<z<bg(r) <y<g)}

donde a < b € R,y g1(2), g2(2) : [a,b] — R son funciones continuas.
Un recinto D C R? se dice de tipo II si es de la forma

donde c < d € R,y hi(y), h2(y) : [¢,d] — R son funciones continuas.

nota:

existen recintos basicos que son simultaneamente de tipo I y de tipo II, llamados de tipo
I11.

Teorema (Fubini)
Si f(z,y) : D — R es continua en un recinto de tipo I, D = {(z,y) : a <z < b, g1(x) <

y < go(x)}, entonces
b prg2(x)
) dxdy = , dy)d
| | sz /a(/m) f,y)dy)da

Si f(z,y): D — R es continua en un recinto de tipo ILD = {(z,y) : ¢ <y < d, hi(y) < z <

ha(y)}, entonces
d  pha(y)
[ [ sy = [ ([ e panay

Aplicaciones fundamentales de la integral doble sobre recintos bdsicos

1. El volumen del sélido S situado sobre la regién D C R? y por debajo de la superficie
2 = f(z,y), con f(z,y) >0, es

Vol(S) = / /D F(x,y)dzdy

2. El area del recinto basico D C R? es

Area(D) = / /D dady

//Ddxdy - /b(/:(:) dy)dr = /ab(gz(:v) — g1(x))dx = Area(D)

(drea de una regién plana)

ya que



Integrales dobles en coordenadas polares

nota:

Se suele utilizar cuando existe dificultad de la integracion, complejidad en la funcién, 6 en
el recinto de integracion.

Ejemplo: La media corona circular:

en coordenadas euclideas: {(z,y) € R?: 1 < z*+y* <4,y >0}

en coordenadas polares: {(r,0) : 1 <r <2 0<60 <7}

es decir, dicha corona es un rectangulo polar, una regién plana que en coordenadas polares
es un producto de intervalos [ry, 79|z [0, 02]

Teorema (Cambio de variable)

Sea T : U — V una aplicacién de clase C! entre dos recintos basicos U,V de R? de modo
que

1. T es biyectiva

2. ||J(T)]| # 0 en todo punto de U, entonces si f : V' — R es una funcién continua se tiene

o / /V o y)dady = | / F(T (a1, o)1 (T) | dudo

En particular, si D C R? es un rectdangulo polar f: D — R es continua, se verifica

T2 62
//f(x,y)dmdy:/ (| f(rcosd,rsend)rdd)dr,
D r

01

pudiéndose efectuar la integracién iterada en el orden inverso.
Maés atin, si consideramos una regién plana D C R? que se expresa en coordenadas polares
de la forma
D={(r0):a<r<bhi(r) <6 <hy(r)}

siendo hy(r), ha(r) : [a,b] — R funciones continuasy f : D — R es continua sobre D, entonces

se tiene que
b ha(r)
// f(a:,y)dxdy:/ (/ f(rcos, rsend)rdf)dr,
D a hi(r)

andlogamente, si suponemos que,
D={(r0):a<0<p,g(0) <r<g)}

nos quedaria la férmula

B rg2(0)
//f(:c,y)dxdy:/ (/ f(rcos, rsend)rdf)dr,
D « g1(0)



Integrales triples
Sobre un paralelepipedo rectangular (gaja”)

La forma de construir la integral triple y sus propiedades son muy similares a las de la
integral doble. La diferencia entre ambas integrales es que la integral doble se construye para
funciones definidas en R? sobre rectdngulos mientras que la integral triple se construye para
funciones definidas en R3 sobre paralelepipedos rectangulares de la forma

R = [a,b)z[c,d|x[r,s] = {(z,y,2) ER®* :a<x <be<y<dr<z<s}

/R f /R Fay,2)dV, / / /R Fa, g, 2)dadydz

Teorema de Fubini
Sea R = [a,b]z|c, d]x[r, s| un paralelepipedo rectangular y sea f : R — R continua en R.

Entonces 4w
///f(x,y,Z)dfcdydz:/ / / f(@,y, z)dzdydz
R r c a

siendo la igualdad cierta también al realizar en orden distinto las integrales iteradas.

notacion:

Sobre regiones mas generales

Definicién
Diremos que un conjunto D C R? es una regién de tipo I si se puede escribir de la forma:

D={(z,y,2) ER*:a<x<bpi(x) <y <pa(x),d1(2,y) < 2 < dolz,y)},

donde @1, o, @1 v ¢ son funciones continuas.
También serd de tipo I si se puede escribir

D={(z,y,2) eR’:c <y <d,p1(y) <z < pa(y), d1(z,y) < 2 < da(,9)},

Diremos que un conjunto D C R? es una regién de tipo II si se puede escribir de alguna de
las dos formas anteriores intercambiando los papeles de = y de z
De forma andloga para regién de tipo III si se intercambian los papeles de y y de z.
Una regién que sea de los tipos I, II, III a la vez se denomina de tipo IV.
Denominaremos region elemental a cualquiera de las regiones que acabamos de definir.
Teorema
Sea

D= {(l’,y,Z) S R3 ra< < b: 901(‘7;) < Y < 302($)7¢1($7y> <z< ¢2<I7y)}7

una regién una region de tipo I, y sea f: D — R, continua en D. Entonces

b rp2(z)  po2(zy)
|| [ sy = [ [ [ g ey
D a Joi(x) 1(z,y)
nota:

la integral sobre cualquier otro tipo de regiéon elemental se calcula de forma andloga a la
del teorema anterior.



Interpretacion mas basica de la integral triple

Si B C R? es una regién de R? cuya frontera estd compuesta por curvas y superficies
continuas, entonces el volumen de dicha region es

Vol(B) = / / /B dxdydz

Cambio de variable

Teorema (Cambio de variable):
Sea T : U — V una aplicacién de clase C'! entre dos recintos bésicos U,V de R? de modo
que

1. T es biyectiva

2. ||J(T)]| # 0 en todo punto de U, entonces si f : V' — R es una funcién continua se tiene

h / / /V @y, 2)dudydz — / / /U F(T(u, 0, w) || J(T) | dudvdw

Existen dos cambios de variable en R? que se consideran los més importantes. Ambos estan
inspirados en el cambio a coordenadas polares de R?, al cual generalizan en dos direcciones
distintas, y son las siguientes:

Cambio a coordenadas cilindricas

Este cambio viene dado por las ecuaciones

x = pcost
y = psent
2=z

donde p, (p > 0) representa la distancia del punto (z,y, z) al eje OZ, (o lo que es lo mismo,
distancia del punto (z,y) al origen).

y 0, (0 € ]0,27]) el angulo que forma el vector (z,y) con el eje OX

El moédulo del determinante Jacobiano del cambio es

o(z,y, 2)
et (G 5

/ / /Vf (2,y, 2)dadydz = / / /U f(pcost, psend, =)pdpdod-

senf)  pcos® 0 | =||rho|l =p

cos) —psenf 0
) 1= e
0 0 1

resumiendo:



Cambio a coordenadas esféricas
Este cambio viene dado por las ecuaciones
xr = psenocost
y = psengsend

2z = pcos¢
donde p, (p > 0) representa la distancia del punto (z,y, z) al origen,
g, (6 € [0,27]) el angulo que forma el vector (z,y) con el eje OX
y &, (¢ € [0,7]) el dngulo que forma el vector (x,y, z) con el eje OZ
El médulo del determinante Jacobiano del cambio es

d(z,y,2) sengcos  —psenpsent —pcospcost
||det (m) | = ||det | sengsend  psen¢costd  pcospsent = ||—p?*seng|| = p*||send||
Py cos 0 —pseng

resumiendo:

///Df(:c,y,z)dxdydz:///D*f(pgen¢c050,psen¢sen9,pcos¢)p256n¢dpd9dz

Aplicaciones

//1*dxdy
R

2. Volumen del sélido encerrado por la superficie de ecuacion z = f(z,y) y el plano z =0
a través del recinto R (bidimensional), f : R — R funcién continua

/ /R f(z, y)dedy

3. Volumen de un solido tridimensional S

///1*dxdydz
s

Sea D C R? una lamina pesada dotada de una funcién de densidad de masa p(z,y).
Entonces

1. Area de un recinto plano R

4. La masa total de la lamina pesada es

mz/[fmwmw

5. El centro de masas de D es (X,,,Y,,),siendo

//xpxydxdy
=—//wmmw@
m D



6. Los momentos de inercia de D respecto de los ejes x e y son respectivamente

1
I, = —// y*p(a, y)dedy
m D

1
I, =— / /D 2?p(x,y)dedy

el momento central con respecto al origen es
1 2, .2
I, =— ([If +y )p(ZE, y)dfﬁdy
m D

Unas aplicaciones analogas se obtienen cuando en lugar de una lamina pesada consid-
eramos un sélido pesado B C R3 con funcién de densidad p(z,y, 2)

Con respecto a otros tipos de densidades, podemos considerar que una carga eléctrica
estd distribuida sobre una regién D, y con densidad de carga (en unidades de carga
partido por unidad de édrea) estd dada por o(z,y) en un punto (z,y) de D.

7. Entonces, la carga total de () de la lamina es:

a- | /Q oz, y)ddy

8. Dada una funcién f(z,y) : D — R sobre un recinto béasico D, definimos su valor

promedio como
1
P D)= ——
rom(f, D) Area(D)/ /D [z, y)dady

Asi, dependiendo de la magnitud f que queramos considerar, obtendremos diversas
aplicaciones:

por ejemplo:

Si T'(x,y) es una distribucién de temperatura sobre una lamina caliente D, el valor
promedio de la temperatura sobre D viene dada por Prom(T, D).



