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1. Conteste las siguientes cuestiones:

(a)

2012
—1 ﬁz
5 .

(0.5 ptos.) Escriba en forma binémica (— +

Solucién: Ponemos el complejo z; = _7 + - 1 en forma exponencial
N (v T 3
2 2 4 4
3/2 2
0, = arctan \/;;2 — arctan —V/3 = —g +7 = ?ﬂ (Est4 en el segundo cuadrante)

Y realizamos la operacién de potenciacién en esa forma

2012
<__1 + V3 2) _ (ei27r/3> 2012 £i2:20127/3
2 2

Descontando vueltas completas

22012 2 (67-3+2 4
3 "= m 3 i ):277-67%-?7r

Se han dado 67 vueltas completas a la circunferencia y queda un éngulo de 47 /3 radianes,
por tanto
£i220127/3 _ idr/3 dr . Arm 1 V3.

:cos?—i-zsen?:—i—?z

(0.75 ptos.) Calcule en forma binémica todas las soluciones de la ecuacién
A41=0.

Solucién: Estd claro que los complejos que cumplen la ecuacién son las raices cuartas de
-1=
4
z=v—-1

Pondremos el radicando en forma exponencial para realizar el cdlculo de estas raices. Te-
niendo en cuenta que —1 es un nimero real negativo



y las raices cuartas son

wy, = V/[2[e"

donde 0. 1 9%
@k:% k=0,1,2,3
En estecaso |z| =1y 0, =7 =
wk:ei“ok
siendo ok
o= k=0123
y las raices buscadas son
. 2 2
k = 0:>w0:e”r/4:§+\/7_i
k= 1:>w0:ei3”/4:—g+gi
: V2 V2.
k = 2:>'w0:615ﬂ-/4:—7—71
: V2 V2
L = 3= _ 7,771'/4:___~
wy = e 5 5t

(0.5 ptos.) Encuentre los nimeros complejos para los que es derivable la sigu-
iente funcién:
f(z) =ZRe(z) + zIm (2)

Solucién: Pondremos la funcién en términos de (x,y) antes de aplicar las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.

fl+iy)=(z—iy)x+ (xr+iy)y = (J:2+xy)+i(y2—:cy)

Por tanto
Uy =20+ 9y
u = (z2+xy):>
Uy =T
) Uy = —Y
v o= (y —a:y):>
vy =2y—=

De la primera ecuacién de Cauchy-Riemann
Up =0y = 22+y)=Qy—2)=3x—-y=0=y =23z
mientras que de la segunda ecuacion
Uy=—Vp=>2r=—(-y)=>y=2
Los puntos donde f (z) es derivable son las soluciones del sistema

Yy =3z

y==x
La tnica solucién es el punto (0,0) y por tanto el complejo zg = 0 es el tnico punto donde
la funcién f (z) es derivable.



(d) (0.25 ptos.) Teniendo en cuenta que C ~ R?, represente en el plano el conjunto
{z€C;—m <Im(z) <7,V3 <Re(z)}

Solucién: Expresamos el complejo z en forma binémica z = x + iy y el conjunto estaria
definido por

{(z,9) eR;—m <y <7 V3 <a}

cuya representacién gréfica es una banda horizontal de anchura 27 con centro en el eje real,
es decir

/] 5 10 15 il

(e) (1 pto.) Resuelva en C la ecuacién siguiente:
cos(z) +iv3 =0,

Solucién: Utilizamos la definicién de cos (

(z) en términos de la funcién exponencial para
reescribir la ecuacién como
< zz _|_ e zz>

Hacemos el cambio

y como w # 0

1
er? E
De esta forma se obtiene una ecuacion en la variable w

1
w+ —

2w+z’\/§:O:>w

1
L iVE=0



Multiplicando por 2w obtenemos una ecuaciéon de segundo grado
(W' + 1)+ 2wivV3=0= w?+2wivV3+1=0

cuya solucién es

B E VEVE -4 (1)) —2iFevTTE | —2i/Fdi (~vBx2)i
2

2-1 2

Se obtienen dos soluciones

w = (~V3+2)i
wpy = (-v3-2)i

Con estos valores para w; y we y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del
ejercicio obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo

€® = w =iz = logw = In |w| + i arg (w)

Si tenemos en cuenta que w; y ws son dos nimeros imaginarios puros con parte imaginaria

positiva
wi| =2 —+/3
wyp = (—\/5 + 2) 1 =

T
911,1:5

jwi| =2+ /3
w2—<—\/§—2 1= -
911)1:_5

y tomando logaritmos

iz1 = log (wr) =In (2 - V3) +i<g+2k7r) =z =—iln(2-V3)+ <g—|—2k7r>

izg = log (w2) = In <2+\/§> +1 (37”4-2]{177) = 29 = —iln (2—1—\/5) + (37”4-2]{177)

2:2

(2 —1/4)(22 — 42 — 12)
justificando la validez de la regién de convergencia, el desarrollo de Laurent de f
convergente en el anillo

. (1.75 ptos.) Se considera la funcién racional f(z) =

. Calcule,

A(0;2,6) ={z € C; 2 < |2| <6}

Solucién: En primer lugar buscamos las raices del denominador con el objetivo de descomponer
la funcién en fracciones simples. Estd claro que una de las raices es z; = 1/4, para las otras
resolvemos la correspondiente ecuacién de segundo grado

448 _
7~ =06

4£V/16—4-(-12) _44V6d _4xs8 ) 2T

2 2 2 S S

(2 —4z-12) & 2z =



por tanto

22 22

(=)= (z—1/4) (22 —4z—-12) (2—1/4)(z—6) (2 +2)
La descomposicién en factores simples es
22 A B C
&= Came—ocro <z—1/4+z—6+z+2>'
Del miembro de la derecha se obtiene
A(z=6)(z+2)+B(z—1/4)(z+2)+C (2 —1/4) (z — 6)
(z—=1/4)(z—6) (2 +2)

e igualando numeradores
A(z—6)(2+2)+B(z—1/4) (2 +2) +C (2 —1/4) (2 — 6) = 22

Si vamos dando a z los valores de las raices, obtendremos los valores de los pardmetros A, By

¢ z=1/4= A(1/4—6)(1/4+2) =1/16 = A= —5-

z=6=DB(6—-1/4)(6+2)=36=B =38 =1

2= —2 = — — _ 4 2
C()Il estos valores y la deSCOIIlpOSiCién (S

22

B 1 18 2
C_1/D(=6)(z+2) <_207(z—1/4) HETYEE 9(z+2)>

Buscamos el desarrollo de cada fraccién. Para la primera fracciéon y como 2 < |z|, entonces
1 1 2
Z<2<]z\:>m<m<1yentonces

1 11 1 <1 )" i 11 1 ‘ -
— = — _l = - —_— == - +1 con -
z=1/4 z1-4£ 2 = \4z i 4z
Para la segunda fraccién 2 < |z| = ‘72| < % <1
1 11 1 & 2\" & (-1)"2n 2
== === (2] =Y LS Zl<1
z+2 21432 an_o< ) (z) 7;) ot N

Finalmente como |z| < 6 = %' <1
n

e IC) IEE Sty
=6 6(-1) 61-2 6 2\6) Lo NG

n= n=

La funcién tendré el siguiente desarrollo

B 1 1 18 1 2 1
Fz) = (‘W(z—m)+2_3(z—6)+§(z+2)>
=101 18 2N (—1)"m2n
- ( 2072234_ ntl 23 2}6”+1+§Zw>'

n=0

at



Si agrupamos las potencias negativas y positivas
e n

11 2 non) 1 18 <~ 2
1@ =3 (w5 ') w3 Gt

y simplificando
o0

11 (=n"2rtty 1 3 o= 2"
0= (grmt ) wmm
n=0

n=0

Para terminar cambiamos el contador en la primera suma n+1=n

= 1 1 (-n™tr)y 1 3 &
1) = Zl (‘2074n—1 + 9 ) o 93 246n

n=

. Calcule las siguientes integrales:

(a) (1.5 ptos.)

22 22 ,
[t 0= e
v

. Solucién: Es la integral de una funcién racional a lo largo de una curva cerrada, por tanto
utilizaremos el teorema de los residuos teniendo en cuenta solamente las singularidades que
estdn dentro de la curva. Las singularidades de una funcién racional son los niimeros complejos
que anulan el denominador de la funcién, por tanto

(z°+9) (2*+4) =0

que tiene por soluciones

2 . z1:2i
(244) = o:,{ o

2 . 23:31'
(z +9) = 0:>{ = 3

Son todos polos simples, puesto que son ceros simples del denominador que no anulan el denom-
inador (también puede demostrarse utilizando la definicién de polo simple).

Como la curva es una circunferencia de centro 0 y radio %, para comprobar si una singularidad
estd dentro de la curva, tendremos que comprobar que la distancia de la singularidad al centro
es menor que el radio

5

d(z1,0) = d(2i,0)=12i 0] = |2i| =2 < 5

d(22,0) = d(—2i,0)=|-2 —0|=|-2i] =2 <

5
d(z3,0) = d(3i,0)=3i —0] =[3i| =3> 7

d(2,0) = d(—3i,0)=|-3i— 0| =|-3i| =3 >

N | Ot



Solamente z1 y z2 estén en el interior de la circunferencia de centro (0,0) y radio g, los residuos

se calculan de la forma usual mediante limites

(2+1)(22+3) ..\ L (Z2+1) (22 +3)
R%<(ﬂ+9ﬂ%+4)m> = MG
(2 )(22 ) N , (22+1) (z2+3)
Re((ﬂ+9ﬂ% 4y m) =l G2 g

y la integral sera

/ (Z2 * 1) (22 i 3) dz = 2mi (Res <(Z2 * 1) (22 + 3) ,2%') + Res

y (2249) (22 +4) (2249)(22+4)

_ g (z +1)(z2+3) 3.
TN 29 (2 +20) 20
— m (z +1)(22+3) 3.
7 (224 9) (2 — 2i) ~ 20"

((22 + 1) (z2 + 3)

(22 +9) (22 +4)

o)) =

(b) (1.75 ptos.) Calcule razonadamente, aplicando la teoria de variable compleja,

la integral real

2 1
| ot
o 2+sent

Solucién: Es una integral trigonométrica de una funcién racional en (sent,cost), por tanto

haremos el cambio usual

; 22 -1
sent =
21z
1
dt = ,—dZ
iz
en este caso la funcién del integrando es
1 11 2

dt = L3 P
2 +sent 2+Z;T—Zlizz diz 4+ 22 -1

y la integral trigonométrica se transofrma en

/Qﬂ 1 / 9
S A . S—
0o 2+sent y 22 44iz -1

siendo '
v (t) = e t €0, 2n]

dz

dz

Utilizando el teorema de los residuos podremos resolver dicha integral. En primer lugar

buscaremos los ceros del denominador de la funcién

Pdiz—1e 2=

2 - 2

e R S Vi e (R Ve N B (
5 _

22:(—

Sélo z1 estd en la circunferencia den centro (0,0) y radio 1, puesto que

jar = | (-2 + VB)i| =2- VB <1

—2+/3)i

2—3)i



mientras que z9 estard fuera puesto que
21| = ‘(—2—\/3)1" —2+V3>1
Para la integral s6lo tendremos en cuenta a z;
2w
1 2 2 2
— dt —2miRes (— (—2 n \/5) z) — omi — i3
/0 2+ sent <22+4zz—1 (—2+V3)i—(-2—-+3)i 3

5. (2 ptos.)

(a) Resuelva mediante la transformada Z la siguiente ecuacién en diferencias con
condiciones iniciales:

Ynt2 — 3Ynt1+2un = ()" n>0
y0=20
y1 =20

Solucidén: Para resolver la ecuacion en diferencias

yln+2]— 3y [n+ 1]+ 2y [n] = (i)n

junto con las condiciones iniciales yg = 0, y1 = 0, aplicaremos la transformada Z y sus
propiedades: linealidad y desplazamiento

Zlnse =3 +20 ) = 2| (3) ] @

Primero la linealidad
2 lnial () =32 o] ()22 1l (0= 2[ (1) ] @

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zyni2) (2) = 22Z[yn] (2) — 2°y0 — 21 = 2°Z [yn] (2)
Zlynt1] (2) = 2Z|yn] (2) — zyo = 22 [yn] (2)

z [yn] (Z) = Z [yn] (z)

Sustituyendo en la ecuacién

22l -3zl () 22l = 2[(3) ] @

(22 =324+2) Zyn) (2) = ZKZ>“] (2)

y despejando o
Z[(1)1G)

Z () 2] = (:2—3z+12)



El valor de Z [1/4"] (z) lo obtenemos mediante la aplicacién directa la definicién de trans-
formada Z

/"1 &K1 1 4z
[1/47) (=) Z(4> Z" 2(4,2)” 1-1/4z 4z-1
n=0 n=0
y por fin obtenemos la transformada de y,

4z

- 4z
Z (yn) [2] = (Z2 _43ZI_|_ 2) - (42 —1) (2’2 —3z+2)

Para obtener el valor de y, tendremos que calcular la transformada Z inversa

hn= 2" <(4z— 1) (j;— 3z+2)>

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y
hacer la descomposicién de la funcién racional en fracciones simples. Las raices del denom-
inador son

3+y9-8 3+1 | 2=l
LB R

(2 =3242) =0z
29 =2

y por otra

z3 =

= =

la descomposicién de F' (z) es

PO = e sy T GE-DE-2(-1) (z ' " 1)

|

Para la expresion entre paréntesis tenemos

A(z=2)(z—3)+B(z-1)(z—1)+C(z—1)(z—2)
(z=1)(z—2) (- 1)

Por tanto
A(z—2) <z—%>+B(z—1) (z—i)—i—C’(z—l)(z—Z)—z

y dando a z los valores de las raices

z=1=A01-2)(1-3)=1=>4=-%
z=2=B(2-1)(2-1)=2=B=2%
== 0G-N(E-2=1=0=4%

y la descomposicién es




A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la
forma A (0,7, 00), es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio 7, en todas hay que
hacer la misma operacién, transformar la fraccién para poder emplear la suma de una serie

geométrica
1 11 I m /1" & 1 >
= - i (3) X am o e
z n=0 n=0 n=1
1 11 I (2)" — 2¢ - 2n1
L -5 (d) =Z—W=z 1> 2
z n=0 n=0 n=1
111 _1i 1 Z Z 1 |’>1
P 2 4z 4nzn+1 4n 2" 4
z n=0
y sustituyendo en la expresién para F'(z)
z 41 8 =2 4 11
= —= — + = — — > 2
(z—l)(z—2)(z—%) 322”+7Z " +21Z4”*1z" 12
n=1 n=1 n=1

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos

48 401
— (= _2n 1 - > 1
Yn ( 3777 Tame 1) "=

mientras que
yo =10

Si tenemos en cuenta que 8 = 23 y simplificamos es posible expresar v, como

214” 21472

Podemos comprobar que para n = 1, se obtienen los valores de las condiciones iniciales

4 1 1 4 8 4
_ _ = _21+2 - __Z = -
e L TR e T A VI
También es vélido para n = 0
4 1 1 4 4 16
Y=g+ Torpe T 3Ty =0

(b) Utilice la expresién de y[n] para calcular el valor de y[4].
Solucién: Sélo tenemos que sustitutir n por 4 en la expresién de y,, obtenida en el apartado

anterior.
(4 8ya, 4 1) 1%
=\"377 21441 )~ 16

10



