Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T. Industrial (Electrénica Industrial, Electricidad)

Examen de operaciones bdsicas, 13 de septiembre de 2011

1. Expresa el niimero complejo z = % + z% en forma polar o exponencial.

Solucion:
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Argumento: # = arctan %= = arctan 1, como z estd en el 1°" cuadrante, § = —

2. Calcula el inverso de z = % + z% y expresa el resultado en forma bindmica.
Solucién: Aplicamos la definicién de inverso para z = 5 \}5
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Solucién: No es necesario realizar las operaciones para pasarlo a forma bindémica, ya que se

3. Calcula el médulo de z =

utilizan las propiedades de los médulos
(%—H%)(l—i—iﬁ) _’(%—l—i%)“(l—kix/_ (1)2+(\/§2 T+3
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4. Calcula z = (1 + i\/§)6 expresando el resultado en forma binémica.

Solucién: Ponemos en forma polar o exponencial

Médulo: |z| = ’1+i\/§‘= (1)2+(\/§>2=\/T=\/Z:2

3 T
Argumento: 6 = arctan £ — arctan v/3, como z estd en el 1 cuadrante, § = —

Si ahora elevamos a 6 utilizando la definicién de potencia entera de un complejo en forma polar

6 — (261'77/3)6 — 96,i6m/3 _ 96 i2m _ 96 _ 4



5. Calcula z = ¥/i y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el nimero —¢ en forma polar
Moédulo: |z| = [i| =1
Argumento: Como z es un nimero imaginario puro, con parte imaginaria positiva 6 = 3

Las raices cubicas de z son

0, + 2kT
3

/24 2kn
= 3 =

T+ 4km
6

wy, = +/|z]e"* siendo ¢, = con k=0,1,2

por tanto, teniendo en cuenta que |z| = 1 y por tanto |wg| = ¥/1 =1

ipo — im/6 — ﬁ 1
wo e e ( 5 +Z2
3
wy = e — ¢iT/6 _ gilm—m/6) _ _@ —l—il
2 2
Wy = €2 — ¢9T/6 _ i3m/2) _ _;
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6. Calcula z = 3—+Z y expresa el resultado en forma binémica.
i
Solucién: Para dividir ambos complejos, multiplicamos numerador y denominador por el con-
jugado del denominador para obtener
2—i (2—-i)(3—4) 6-21—3i+i* 5-5 5 5. 1 1
= _= = = — — —01 = — — —1
3+1 (3+1)(3—1) 134 if? 9+1 10 10 2 2
7. Calcula (1 —14) (3 — i) y expresa resultado en forma binémica.
Solucién: Operamos normalmente utilizando el producto entre complejos
(1-i)B—i)=(1—49)(B3+4i)=3+i—3i—i*=4—2
3+ 22'30 i16
8. Calcula z = (—) y expresa el resultado en forma binémica.

3247
Solucién: Reducimos los exponentes teniendo en cuenta el comportamiento ciclico de las po-
tencias de 1.

30 = 7-4+4+2=¢30=i2=-1
16 = 4-4=i6=40=1
247 = 4-614+3=iT==—;
de donde
(34+2%)i'  3-2).1
1247 = (=) =1
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9. Calcula y expresa z = (1 — zx/g) (5 — ZT) en forma polar o exponencial.

Solucién: Si hacemos el producto en forma binémica obtendremos

‘ 3 .3V3 3 33 3v/3 9 ‘
(Hﬁ)<§—ZT>‘§‘ZT—“T‘§‘—3‘W§

que en forma polar es muy sencillo de expresar:

Modulo: 2] = |3 —i3v/3| = \/(—3)2 + (—3\/5)2 0127 =36=6

T
3 = arctan v/3, como z estd en el 3° cuadrante, 6 = 3 3

66i47r/3

Argumento: 6 = arctan

También es posible realizar el cédlculo en forma exponencial, poniendo cada ntimero en dicha
forma. Para el complejo 1 — i1/3 ya hemos obtenido su expresién polar en el ejercicio 4

1— i3 =2e/3
3V3

3
Para el segundo complejo 5~ ZT

Moédulo: |z| =

—3v/3/2
3/2

Y podemos hacer el producto en forma exponencial

(1 _ Z\/§> (§ _ Z%) _ <2€—m/3> <3€—m/3> _ ge—i2n/3 _ gidn/3

T
Argumento: 6 = arctan — arctan —V/3, como z estd en el 4 cuadrante, 0 = —3

(1-iv3)

3 3V3
2 "o

Solucién: La forma exponencial para los complejos del numerador y denominador ya se obtu-
vieron en el ejercicio anterior, por tanto lo tinico que nos queda por hacer es realizar la operacién

cociente en forma polar
(1 - @\/5) 2e~1m/3 9

<3 '3\/5) T 3e—im/3 3

10. Calcula y expresa z = en forma polar o exponencial.

- ——

2 2

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de
Ejercicios Bdsicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.



Variable Compleja y Transformadas

Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica Industrial
Examen de problemas, 13 de septiembre de 2011

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:
Responda razonadamente. Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desarrollo
necesario para llegar a su resolucién podrdn ser valoradas con 0 puntos.
Se valorard el correcto uso del vocabulario y la notacién empleada; asi como la claridad
y la presentacién de los resultados.
Los errores importantes de cdlculo o errores simples reiterados pueden conllevar una puntuacién 0

en el apartado correspondiente.
Utilice resultados exactos, sin decimales, recuerde que no esta permitido el uso de calculadora.

. (1.0 puntos) Resuelva en C la ecuacién siguiente:

sen (z) = %

Solucién:  Utilizaremos la definicién de sen z en términos de la funcién exponencial para

reescribir la ecuacién como: , ,
elZ _ iz 3
21 4

Y a continuacién hacemos el siguiente cambio de variable

e¥ =w
y como w # 0

. 1 1

eV =—=—

er? w

De esta forma se obtiene una ecuacion en la variable w
w—-< 3 wr-1 3

w

% 4 2w 4

y multiplicando por 4iw obtenemos una ecuacién de segundo grado

1w

. w2—1 . 3. 2 2
4w 5 = 4w ZZ :>2(w —1):—3w:>2w +3w—-—2=0

que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula

35374 () 31 0FT6 34V 345
v 2.2 - 1 T 1 T4

obteniendo dos soluciones

w, =

w2:—2



Con estos valores para w1 y ws y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del ejercicio
obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo ¥ = w = iz = logw, tenemos en
cuenta ademds que wi y we son dos nimeros reales positivo y negativo respectivamente

1 1 1 1
iz1 = log (§> =In <§> +i(0+ 2km) = 2 :2k7r—|—gln <§> =2z =2kn+iln(2)

1
izg =1log (=2) =In(2) + i (7 + 2km) = 21 = (7 + 2k7) + =In(2) = 21 = (7 + 2k7) —iln(2)
i

. (1.0 puntos) Encuentra en C los puntos donde la funcién f (z) = (2® + 3zy?) + i (32%y + y?) es
derivable y calcule su derivada en esos puntos.

Solucién: Para que una funcién compleja de variable compleja sea derivable en un punto se
deben verificar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en ese punto, por tanto para encontrar esos
puntos planteamos dichas ecuaciones para la funcién del enunciado

Uy = 322 + 3y?
u(z,y) = (mg + 3my2) =
uy = 62y
vy = 62y
v(z,y) = (3w2y +y3) =
vy = 3z% + 3y°

La primera ecuacién es u, = vy, que podemos comprobar se cumple siempre
Uy = 3z + 3% = vy

La segunda ecuacion es
Uy = =y = b2y = —61Y

Resolviendo
122y =0=2y =0

cuyas soluciones son

r = 0=yeR=P=(0,y)
o
y = 0=>zeR=Q=(z,0)

Las soluciones son los semiejes positivos OX y OY.

Para calcular el valor de la derivada se utiliza la definicién de derivada
f(2) =u(z,y) +iv(z,y) = f(2) = u (2,9) + v (2,9)
por tanto como uy (z,y) = 322 + 3y% y v, (v, y) = 6y

P = (Ovy):>fI(P):ua:(()?y)—i_“)a:(o?y):gyz

Q = (2,0)= f'(P) = ug (x,0) + iv, (z,0) = 322



3. (1.5 puntos) Determine, demostrando su existencia, una funcién v(z,y) tal que la funcién f(z) =
u(z,y) + iv(x,y) es entera en C y verifica que f(0) =1+ 4. La funcién u(z,y) se define mediante:

u(z,y) = 2° — 3xy® — x4 €% cos ()

Exprese f como funcién de z = x + iy.

Solucién: Como se dice que f (z, y) es entera, su parte real u (x, y) debe ser una funcién arménica
y cumplird la ecuacién
Ugz + Uyy = 0 (1)

Derivando u (z,y) respecto x e y dos veces

upy = 322 —3y* — 1+ €% cos (y) = Ugz = 62 + €% cos (y)

uy = —6xy—e“sen(y) = uyy = —6x —e®cos (y)
Al sustituir en 1 se comprueba que u (x,y) es arménica

(6x + €® cos (y)) + (—6x — €® cos (y)) =0

Para el cdlculo de la parte imaginaria de f(x,y) (funcién v(z,y)), tenemos que aplicar las
ecuaciones de Cauchy-Riemann, utilizando de nuevo que f (z,y) es analitica.

Utilizando la primera de estas ecuaciones (aunque podemos utilizar la otra)
Uz = vy & vy = 317 — 3y? — 1+ e” cos (y)

e integrando respecto a y obtenemos v (z,y)

v:/3x2—3y2—1+e”cos(y) dy =|32%y — > —y + e®seny + ¢ ()

Para encontrar la funcién ¢ () derivamos respecto de x
vy = 6y + e seny + ¢ (x)

expresién que debe coincidir con —u, = — (—6xy — e”seny), por la segunda de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Por tanto

6zy + e"seny + ¢ (x) = 6zy + e* seny

de donde
¢ (x) =0

e integrando se obtiene
px)=ceR

Finalmente la expresién para v (x,y) es:
v(2,y) = 31‘21/ —y3 —y+eseny+c
y [ (z,y) es de la forma

f(z,y) = (2% —32y® — x4+ e cosy) +1i (32°y —y> —y + e“seny +¢)



Es muy facil comprobar que f (x,y) se puede poner como funcién de z
f(z) =222+ +ic
A partir de f (0) = 1+ calcularemos el valor de ¢
FO) =02 -0+ +ic=14+c=1+i=c=1

y la funcién buscada es

f()=22—z2+e+i

1
. (1.25 puntos) Se considera la funcién racional f(z) = CETEEwE Calcule el desarrollo de
Laurent de f convergente en el anillo

A(0;2,4) ={z € C; 2 < |z| < 4}.

Solucién: En primer lugar buscamos las raices del denominador para descomponer la funcién
en fracciones simples. Estd claro que una de las raices es z; = 4, para las otras resolvemos la
correspondiente ecuacién

9 = 21
ZH4=0sz2=v—-4=>
23 = —21
por tanto
1 1
J(z) = (z—4)(22+4)  (2—4)(z—26) (2 + 26)
Como estamos buscando potencias de z, la descomposicién en factores simples es la siguiente:

1 A B C
f(z)= -1 (z—20)(z+2) <z—4+z—2i+z+2i>

Para la expresién entre paréntesis tenemos

Az —20) (2 +20) + B (2 —4) (2 + 20) + C (2 — 4) (= — 2i)
(z—4) (2 —2i) (2 + 20)

Por tanto
A(z=20)(z+20)+B(z—4)(2+20))+C(z—4) (2 —2i) =1

y dando a z los valores de las raices

z=4=A4-2i)(44+2)=1=>A=%

2=2=>B(2i—4)(2i+2)=1=B=—t = L1

1

2=-2i=C(-2i—4)(-2i—2)=1=C = =95 = —735 — 3!

Dejaremos los coeficientes A, B y C' de forma indicada.

El desarrollo de Laurent en el conjunto indicado 2 < |z| < 4 de cada fraccién es muy sencillo.



Como |z| <4 = % < 1, entonces
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Como 2 < |z| = ‘—’ = W < 1y el desarrollo para esta fraccién es
z z

1 2i > (20)" 2i
iz (3) AL S e 5]
Finalmente como _—2Z = 3 1
z |2
1 L )" —2i
:_Z ( ) - Zo Zn+1 con |—| <1
n

z+ 21 21+2’

La funcién tendré el siguiente desarrollo
A B C
)= (X g+ p - G oy SR

J(2) = <z—4+z—2i+z+2z’

agrupamos las potencias negativas y positivas
: )

oo n oo
z .
- <_AZ An+1 + Z (B (20)" —1)"(20)") o+l
n=0 n=0
y cambiando el contador en el segundo sumatorio n + 1 =n

0o o 0o
_ n—1
(T (e
n=0 n=1
También es posible realizar el desarrollo de la siguiente forma, teniendo en cuenta que la funcién

a bz+c

se puede descomponer como
T4 * 224+ 4

1
)= (z - D)(22 1 4)

la primera fraccién es igual que en el apartado anterior

1 1 1 =2 0() Z 4n+1

z—4 41_5
4

teniendo en cuenta que 2 < |z| = 4 < |2|? y por tanto

La otra fraccién 2 e
et D DS (_> =22 (D m
n=0 n=0

24
22+ 4 21+_2



y el desarrollo es:

flo) = 4 pbrre Z (bt >i§j<—1>"£
2= z—4 z2+4 4”Jrl zre 2n:0 z2n

- Z 4n+1 22 Z2n 22;(_1) n

n=0
= > VTS > b(=1) 2n+1 + CZ Z2n+2
n=0 n=0

5. Calcule las siguientes integrales, indicando en cada caso el tipo de singularidades del integrando:

(a) (1.25 punto) Para cada valor de n > 0

/ ¢ dz;  ~(t) =%, t €0,2n]
y 2

(b) (1.25 punto)

2241 ;
dz; t)=m+3e%, te[0,2m
/722(2_2)(2_@2 A () 0, 27]
(c) (1.25 punto)
1
2% ez +sen— | dz; ~y(t) = et te [0, 27]

2
. z
Solucién:

z

., € . . .
(a) La funcién es un cociente de funciones enteras, por tanto es derivable en todas partes

salvo en los complejos que anulan el denominador, es decir:
"=0&2=0

la tnica singularidad es z = 0, sin embargo hay que tener en cuenta el valor de n. Para

n = 0, tendremos
21
n:():>/e 5 dz:/(ez—l)dz
z
¥ ¥

Como el integrando es una funcién entera (sin singularidades) y la curva es cerrada, el
teorema de Cauchy-Gourssat nos dice que la integral es 0.

z
-1
n:1:>/6 dz
vy Z

el integrando tiene una inica singularidad zg = 0, pero que es evitable puesto que

Paran=1

. eF— , ) G
llg(l) = (L Hopltal) = ilil(l) T= 1

por tanto la integral vuelve a ser 0




Paran > 1, zg = 0 es un polo de orden n — 1

z zZ

. 45 =1 .oef—1
lim 2" '———= = lim

z—0 AL z—0 z

=1

por tanto el residuo de la funcién en esa singularidad es utilizando el desarrollo de Laurent

X _k-n

~1_ . 1 o= 2"
1P BRI S
k k=1 k=1

El residuo es el coeficiente de % =271 es decir

-1 1
k—n=—-1=k=n—1=Res——,0] =
2" (n—1)!
e —1 ) )
=n| [ dz Singularidades Teorema Valor de la Integral
¥ n
0 fv (e* —1)dz No tiene Cauchy-Gourssat 0
e —1 : ) :
1 fv dz | Singularidad Evitable | Cauchy-Gourssat 0
z
S e —1 . 2mi
>1 f,y z” dz Polo de orden n — 1 Residuos 1)1

También es posible utilizar la formula integral de Cauchy para las derivadas

en este caso tendremos

asi que

e —1 211 211
— (n—1) .
[y z(n=1)+1 dz (n— 1)!f 0) (n—1)!

salvo para los casos n = 0 y n = 1, y donde hemos tenido en cuenta que si f (z) = e* — 1,
entonces f( (z) = e paran > 1.

(b) La funcién del integrando es un racional, por tanto sus singularidades son los ceros del
denominador que se pueden obtener muy facilmente ya que éste estd factorizado

z1=0
2(z-2)(z—n) =0 2=2

23 =T

10



Es muy sencillo comprobar que tanto z; = 0 como z3 son polos de orden 2, mientras que 2
es un polo simple, para ello utilizamos los limites

. 2241 ]
lim 5 =5 = 00 = 21 = 0 es un polo
=022 (2 —=2)(z — )

241 241 1
lim 22 s 5 = lim i 5 = —55 # 0= orden 2
=0 22(z—-2)(z—7m)" 220 (2—-2)(2—m) 27

( . 2241 4
lim 5 = = =00 =23 =2 es un polo
2>222(z—2)(z—m* O

241 241 5
lim (z — 2) G 5 = lim 7 5 = 5 7 0 = orden 1
(22 22(z=2)(z—m)" 2222(2—m) 4(2—m)
( ) 22 +1 7 +1
lim 5 = = 00 = z3 = 7 es un polo
=7 22 (2 —2) (2 — ) 0
241 241 241
lim (z — )2 Z 5 = lim ; T :+ # 0 = orden 2
z—T 22(2—2) (2 — ) - 22 (z—2) 7w (m—2)

Para el cédlculo de la integral necesitamos los residuos de aquellas singularidades que estén
dentro de la curva, que es una circunferencia de centro 7 y radio 3, luego es necesario
comprobar la distancia de cada singularidad hasta el centro de la circunferencia y comprobar
que esa distancia es menor que el radio. Claramente z3 = 7 estdn dentro de la curva (jes
su centro!).

d(m,z1) = d(@0)=[0—n|=|—7|=7>3=2 ¢y

d(m z) = dm2)=]2—7|=1-2<3=2 &

Para calcular la integral tendremos en cuenta z; y 23

/7 2 (2 —222)+(i— e =2 <Res <z2 z —222)+(i— 7r)272> - Hes <22 z —222)% _ m”))

Para zo = 2 que es un polo simple, el residuo coincide con el limite calculado

22 +1 - 5
Hes <Z2(Z—2)(Z—7T)272> 42— nm)?

Al ser z3 = 7 de orden 2 el residuo viene dado por la expresién

Res 241 T _hmli (Z_W)Qﬂ —limi _AA1
2(z2=2)(z—m?% ") =orlldz 22(z—2)) z50dz \ 22 (2 —2)

22 , 223 (2 —2) — (224+1) (22 (2 — 2) + 22 — (224324
90(2)2722(;_12):>30(z)= ( ) (24(2_)2()2( )re) (23(:_2)2)

11



y el valor del residuo

o 2241 o) —(7r3+37r—4)
a <22(z—2)(z—7r)27 ) 73 (1 — 2)?

y el valor de la integral es

2241 , 5 — (7% + 37 —4) Ar+4
5dz = 2mi 5 + 5 = 2mi——
v22(2—=2) (2 —m) 4(2—m) 3 (7 — 2) 4 7

1

(c) La funcién del integrando 2% | ez + sen Z% tiene una unica singularidad zp = 0 que es

esencial porque estd dentro del argumento de dos funciones trascendentales, exponencial y
seno complejo. Para el cdlculo de la integral necesitamos los residuos de aquellas singulari-
dades que estén dentro de la curva, que es una circunferencia de centro 0 y radio 1, y estd
claro que zp = 0 estd en el interior, puesto que es su centro. Para calcular el residuo hay
que utilizar las series de Laurent de las dos funciones:

1 00 00 2 1 0 ©
Z 1 1 1 1\ 1 1 1
6 P — | =6 S — | = =
| ersen g ) =2 (nzzon!z”+nzzo (2n +1)! <z2> ) 2 2 G ) (24"4>

el residuo serd el coeficiente de % que hay que extraer de cada uno de los sumatorios

(Primer Sumatorio) = n—-6=1<n="7

(Segundo Sumatorio) = 4n —4 =1 < No hay ninguin valor

El valor del residuo es

1
- 1 1
Res | 2% [ez +sen— | ,0] ==
es | z” | e# +sen 7| Gl
y la integral
1
- 27
61 ez | dy= 222
z° | ez +sen 2 z ol

Y

6. (1.5 puntos) Utilice la transformada Z para resolver la ecuacién en diferencias
Ynt2 = 2ni1 — 3yn = 2", (neN,n>0)

con las condiciones iniciales yg = 0,y; = 1.

Solucidén: Para resolver la ecuacién en diferencias
-1
Yn+2 — 2yn+1 - 3yn =2"

junto con las condiciones iniciales yg = 0, y; = 1, aplicaremos la transformada Z y sus propie-
dades: linealidad y desplazamiento

Z (Y2 — 2ni1 —3yn = 2" (2) = 2 [277'] (2)

12



Primero la linealidad
Z lyn+2] (2) = 22 [yn1] (2) = 3Z [y (2) = Z [2"7] (2)
y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zlynia (2) = 2°Zynl (2) — 2290 — 21 = 2°Z [ya] (2) — 2
Zlynt](2) = 2Zyal (2) — 250 = 22 [yn] (2)
Zyl(2) = Z[yal (2)

Sustituyendo en la ecuacién

(22 [yn] (2) = 2) = 2 (22 [yn] (2)) = 32 [ (2) = Z[2"7'] (2)

(2> =22-3)Z[ynl (z) = Z[2" '] (2)+2

y despejando

Z[2" 1 (2)+=
(22 —22—3)

Z (yn) [2] =

El valor de Z [2"*1] (2) lo obtenemos mediante la aplicacién directa la definicién de transformada
Z

0 T © on—1
2l (=3 2 =2 ()=3 2
z z
n=0 n=0
multiplicamos y dividios por 2
_ 2ol E12r 1R /2\" 11 z
2[2 ](Z): o QZ_nZQZ > :§1_2:2(z—2)
n=0 n=0 n=0 z
y por fin
Gy T 222 — 3
2(z—2 z z
Z () [ = s =

(22-22-3) 2(2—2)(2—-3)(z+1)

Para obtener el valor de y, tendremos que calcular la transformada Z inversa

=27 <2(z — 2?2(2:?’3 (2 + 1)>

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer
la descomposicién de la funcién racional en fracciones simples:

222 — 3z 1 222 — 3z 14 B C
2(z—2)(z=3)(z+1) 2\ (2—-2)(2=3)(z+1)) 2\ (2-2) 2-3 z+1
Para la expresion entre paréntesis tenemos

A(z=3)(z+1)+B(2—=2)(z2+1)+C(2—2) (2 — 3)
(z=2)(z—=3)(2+1)

Por tanto
A(z=3)(z+1)+B(z-2)(z+1)+C(2—-2)(z—3) =222 - 32

13



y dando a z los valores de las raices

2=25 A(2-3)(2+1)=2(2° -3(2) > 34=2= A=

z:3:>B(3—2)(3—|—1):2(3)2—3(3):>4B:9:>B:Z

z:—1:>C(—1—2)(—1—3):2(—1)2—3(—1):>12C:5:>C:%

A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma
A (0,7,00), es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma
operacion, transformar la fracciéon para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 11 e 2)" — ¢ o 2nl
= - e (B) X mm oy ke
z n=0 n=0 n=1
1 11 I (3\" & 3" &3t
z n=0 n=0 n=1
1 11 1?’:(—1)" 2 (=1)" i(—l)”_l 2] > 1
= _—l = — = 11 - 4
z+1 21+ 2 2=z e " ot 2"
y sustituyendo en la expresién para F'(z)
1 222 — 32 1 2&2vt g3t 5 XK (1)
- = -|—-= - — —_— >3
2((2—2)(2—3)(z+1)> 2( 32 o Tl T T e 12
n=1 n=1 n=1
o0
1 2 . 4+ 9. 1) 1
= 25(_32n 1+43n 1_|_12( 1)n 1>Z_n |Z|>3

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos

1 2 n—1 9 n—1 o n—1
B + = + — (= n >
Yn 2( 52 13 () 1

mientras que

I
o

Yo

Es posible expresar y, como

=3 (F+33" -5 (D7)

Podemos comprobar que para n = 1, se obtienen los valores de las condiciones iniciales
1 2 3 5 1 2 9 5
n=3 (‘5*1*&“”) =3 (‘§+1+ﬁ) =1
También es vélido para n =0
1 1 n 3 5\ 0
e\ 1) T

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte

de Ejercicios Bésicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.
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