Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, |.T. Industrial (Electricidad)

Examen de operaciones bdsicas, 4 de febrero de 2011

1 .1 .
— — == en forma polar o exponencial.
V2 V2 P P

1. Expresa el niimero complejo z = 5 5

Solucion:

watior = |1 oi bl (1) o (L) = i g = vim

Argumento: 6 = arctan

=
S|
[\

) 0
= arctan —1, como z estd en el 4° cuadrante, 0 = v

V2

2. Calcula el inverso de z = % — z% y expresa el resultado en forma bindmica.

Solucién: Aplicamos la definicién de inverso para z :% — z%
1 1 : 1
1z 1 iz mtigs 1 Ll
—_— —_— — — e 1—
2 I S 1 1 1 \/5 \/5

z |z i 1 a1
TN ||
1 1 ;
(1 —24) '
Solucién: No es necesario realizar las operaciones para pasarlo a forma bindémica, ya que se

3. Calcula el médulo de z =

utilizan las propiedades de los médulos

(i) (18| (G-Il 1P v i

3
o] = -

—1)?
(1—2i) |1 — 2 (m) 5

4. Calcula z = (1 - i\/§)6 expresando el resultado en forma binémica.

+

Solucién: Ponemos en forma polar o exponencial

Médulo: |z| = }1 —Z\/§’ = \/(1)2 + <—\/§>2 =VI+3=Vi=2

T
= arctan —\/g, como z estd en el 4° cuadrante, 6 = —3

Si ahora elevamos a 6 utilizando la definicién de potencia entera de un complejo en forma polar

Argumento: 6 = arctan

6 (2€7m/3)6 _ 96,—i6m/3 _ 96,—i2m _ 96 _

BT



3

5. Calcula z = v/—1 y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el nimero —¢ en forma polar

Moédulo: |z| = |—i| =1

Argumento: Como z es un nimero imaginario puro, con parte imaginaria negativa 6 = o3

Las raices cubicas de z son

, 0 2k 242k 4k
wg = v |2]e"?* siendo ¢, = w‘; W:?’W/; ﬂzng " conk=0,1,2

por tanto, teniendo en cuenta que |z| = 1 y por tanto |wy| = V1 =1

wy = e =¢m?=

wy = €1 = lTm/6 = gilmt/6) — _oin/6 (_? _ 2%)

Wy = P2 = /6 _ fimom/6) _ —im/6 _ (? _ z%)

241 . .
6. Calcula z = 373 y expresa el resultado en forma binémica.
(3

Solucién: Para dividir ambos complejos, multiplicamos numerador y denominador por el con-
jugado del denominador para obtener

241 (2410 (B—1) 6-—20+3i—> T+i .1,
3+i (3+4)(3—1) 34+d?  9+1 10 10

7. Calcula (1 +14) (3 — i) y expresa resultado en forma binémica.

Solucién: Operamos normalmente utilizando el producto entre complejos
(1+)B—i)=1+9)(B+i)=3+i+3i+i=2+4i

(3 4+ 2i)i'6 o
—————35 Y expresa el resultado en forma binémica.

247 (1 — 1)

Solucién: Reducimos los exponentes teniendo en cuenta el comportamiento ciclico de las po-
tencias de 1.

8. Calcula z =

(1- i)30 _ (\/567”/4)30 _ 9l5,—i30m/4 _ 915 —iTm —im/2 _ ;915
16 = 4.-4=46=49=1
27 = 4-61+3="=3=—4

de donde
(3 + 2i) 6 (3+2i)-1 32

2= )P (-9)-(29) 25 2




3 33

9. Calcula y expresa z = (1 — zx/g) (5 — ZT) en forma polar o exponencial.

Solucién: Si hacemos el producto en forma binémica obtendremos

‘ 3 .3V3 3 33 3V/3 9 ‘
(Hﬁ)<§—ZT>‘§‘ZT—“T‘§‘—3‘W§

que en forma polar es muy sencillo de expresar:

Modulo: 2] = |3 —i3v/3| = \/(—3)2 + (—3\/5)2 01 27=36=6

T
3 = arctan v/3, como z estd en el 3° cuadrante, 6 = 3 3

66i47r/3

Argumento: 6 = arctan

También es posible realizar el cédlculo en forma exponencial, poniendo cada ntimero en dicha
forma. Para el complejo 1 — i1/3 ya hemos obtenido su expresién polar en el ejercicio 4

1— i3 =2e/3
3V3

3
Para el segundo complejo 5~ ZT

Moédulo: |z| =

—3v/3/2
3/2

Y podemos hacer el producto en forma exponencial

(1 _ Z\/§> (§ _ Z%) _ <2€—m/3> <3€—m/3> _ ge—i2n/3 _ gidn/3

™
Argumento: 6 = arctan — arctan —V/3, como z estd en el 4 cuadrante, 0 = —3

(1-iv3)

3 3V3
2 "o

Solucién: La forma exponencial para los complejos del numerador y denominador ya se obtu-
vieron en el ejercicio anterior, por tanto lo tinico que nos queda por hacer es realizar la operacién

cociente en forma polar
(1 - @\/5) 2e~1m/3 9

<3 '3\/5) T 3e—im/3 3

10. Calcula y expresa z = en forma polar o exponencial.

- ——

2 2

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de
Ejercicios Bdsicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.



Variable Compleja y Transformadas

Segundo Curso, I.T.l. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 4 de febrero de 2011

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:

1.- Responda razonadamente. Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desarrollo
necesario para llegar a su resolucién podran ser valoradas con 0 puntos.

2.-  Se valorara el correcto uso del vocabulario y la notacién empleada; asi como la claridad
y la presentacion de los resultados.

3.-  Los errores importantes de cdlculo o errores simples reiterados pueden conllevar una puntuacién 0
en el apartado correspondiente.

4.- Utilice resultados exactos, sin decimales, recuerde que no esta permitido el uso de calculadora.

1. (0.5 puntos) Resuelva en C la ecuacion siguiente:

sen(z) — i = 0.
Solucién: Utilizamos la definicién de sen z en términos de la funcién exponencial para reescribir
la ecuacion , ,
1z —1z
e —e ,
—— | —m =0
27

Hacemos el cambio

e =w
y como w # 0
: 1 1
P
e w
De esta forma se obtiene una ecuacion en la variable w
1
w — E . w2 -1 ‘

— —m =0= - —7mi=0

21 2iw

y multiplicando por i2w obtenemos una ecuacién de segundo grado
(w? —1) = 2iw (1) =0 = w’ + 2w — 1 =0
que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula

ot /@nP44-(D(-)  _ort JIGEFD)  —2rdoValil
_ 2 _ A

2.1 2 -

obteniendo dos soluciones

w =

wy = —m+yVr2+1

wy = —m—V7w2+1

Con estos valores para wy y ws y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del ejercicio
obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo €* = w = iz = logw, tenemos en
cuenta ademads que w; y we son dos ndmeros reales, positivo y negativo respectivamente

iz1 = log (—7r + V7?2 + 1) =1In <—7r + V72 + 1) +i (0 + 2k7) = 21 = —2k7w+iln (—7r + V7?2 + 1)

4



izg = log (—71 - \/772——i-1) =lIn <7T—i— 2+ 1)—1—2' (74 2k7) = 29 = — (7 + 2km)+iln (7r+ 2+ 1>
2. (0.5 puntos) Calcule la parte real y la parte imaginaria de la funcién
f(z) = 22 exp(—2).
Solucién: Teniendo en cuenta que z = x + iy

flz) = flatiy) =(@+iy)’e T = (2 -y +i2zy) e "W
= (2® —y® +i2zy) (e " cos (—y) +ie " sen (—y))
= (2* —y® +i2zy) (e " cos (y) — ie " sen (y))

= e° ((x2 — y2) cosy + 2xy sen y) +ie * (Qxy cosy — (x2 — y2) sen y)

3. (1.25 puntos) Determine, demostrando su existencia, una funcién u(z,y) tal que la funcién f(z) =
u(x,y) + iv(z,y) es analitica en C y verifica que f(1 + i) = i siendo la funcién v(z,y) definida
como:

v(z,y) = 22% — 2% + 322y — 9> —y

Exprese f como funcién de z.

Solucién: Como se dice que f (x,y) es entera, su parte imaginaria v (x,y) debe ser una funcién
armoénica y cumplird la ecuacién
VUzz + Uyy =0 (1)

Derivando v (x,y) respecto xe y, una vez

vy = 4dx+6xy
vy = —dy+32% —3y* -1
y otra vez
Vgz = 4+ 6y
Uy = —4—6y

Al sustituir en 1 se obtiene
(4+6y) + (-4 —6y) =0

luego v (x,y) es armonica.

Para el cdlculo de la parte real de f (z,y) (funcién u (x,y)), tenemos que aplicar las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, utilizando de nuevo que f (x,y) es analitica.

Uy = Uy
Uy = —Up
Utilizando la primera de estas ecuaciones (aunque podemos utilizar la otra)

um:vy<:>um:—4y+3w2—3y2—l



e integrando respecto a x obtenemos la siguiente expresién para u (z,y)
u = /—4y+3x2—3y2— lde = —day+ 25 - 3y°z — x4+ 0 (y)

Para encontrar la funcién ¢ (y) derivamos respecto de y
uy = —4x — 6yz + ¢’ (y)

expresion que debe coincidir con v, = — (4x 4 6zxy) por la segunda de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann
Uy = —vy & —4dz — 6yz + ¢’ (y) = —4z — 6y

de donde
¢ (y) =0
e integrando se obtiene
p(y)=ceR

Finalmente la expresién para u (x,y) es:
u(z,y) = —day +2° - 3y’r — x4 ¢
y f(z,y) es de la forma
f(z,y) = (—43:y+:133 — 3y%x — T4 c) +i (23:2 — 2%+ 32%y — o - y)

Notar que si z = z + iy, entonces es fécil comprobar que podemos expresar f (z,y) como una
funcién de z de esta forma
f(2)=2242i2>—2+¢

A partir de f (1 +¢) =i calcularemos el valor de ¢
FA+) =1+ +20(1+i)2—Q+i)te=(—2+2)-4—(1+i)+c=i—Tre=(c—T)+i

por tanto
(c=T+i=ic=T

y la funcién buscada es
f(2)=2342i22 — 247

22

. (1.25 puntos) Se considera la funcién racional f(z) = D2 +2-0) Calcule el desarrollo de

Laurent de f convergente en el anillo

A(0;2,3) ={z€C; 2 < |2| <3}

Solucién: En primer lugar buscamos las raices del denominador para descomponer la funcién
en fracciones simples. Estd claro que una de las raices es z;1 = 1, para las otras resolvemos la
correspondiente ecuacién

—1++/1—-4-(—6 —1++2 —-1+5
P4+2-6=0s 2= ( ): 5: =
2 2 2 1.5




por tanto

22 22

f(z):(z—l)(z2+2—6) - (z—=1)(2—=2) (2 +3)

Como estamos buscando potencias de z, la descomposicién en factores simples es la siguiente:

22 A B C>

(z—l)(z—2)(z+3): <z—1+z—2+z+3

f(z) =

Para la expresion entre paréntesis tenemos

A(z=2)(z+3)+B(z—1)(z+3)+C(z2—1) (2 —2)
(z—1)(2—2)(2—3)

Por tanto
A(z=2)(z43)+B(z—1)(2—=2)+C(z—1) (2 —2) =

y dando a z los valores de las raices

z=1=>A(1-2)(1+3)=1=>A=-1
2=2=B(2-1)243)=4=B==

2=-3=C(-3-1)(-3-2)=9=C =

y la descomposicién es

22 B 1 4 9
G-D(G=-2(-%3) (‘4(,2—1) HATET) +20(z+3)>

El desarrollo de Laurent en el conjunto indicado 2 < |z| < 3 de cada fraccién es muy sencillo.

Com02<]z\:>1<2<\z\:> < ‘<1yentonces

|z
0

1 1 1 1o /1\" 1
2—1:;1—1222<;> :ZZ"HCOH
z n=0

n=0

1
<
z

De nuevo como 2 < |z| = Tl z| < }Z} < 1 y el desarrollo para esta fraccién es:

1 1 1 1T /2\" & o
2_2:;1_2:;Z<;> :Zzn+1con
z n=0 n=0

2
2| <1
z
Finalmente como |z| < 3 = %[ <1
1 1 11 e ( ) = 2" )z ‘
= = — ——con || <1
La funcién tendra el siguiente desarrollo

1 4 9 S R
"C(*7’)__z1(,»<:—1)Jr5(z—2)+ 20 (2 +3) (4Zzn+l _Zz"“_Z_On:OB"H)

0




agrupamos las potencias negativas y positivas de forma aislada:

> 1 1 9 X 2"
f(z)=z<—1+4'2”)zn+1—%ZW

n=0 n=0

o simplificando

A P N | 32 2 (1 .o\ 1 3 o= 2"
f(Z)=Z<—1+22>2n+1—2—02w22<—1+2 T 20 25
n=

n=0 n=0 n=0

y cambiando el contador en la primera suman+1=n
oo o0
1\ 1 1
— 2n+1 I I - n
f(2) ;( 4) on T§<20,3n1>z

5. Calcule las siguientes integrales, indicando cuando sea el caso, el tipo de singularidad

(a) (1 punto)

/ Cz::;) dz;  ~(t) = 2me®, t € [0, 2n]
”

(b) (1 punto)

/;‘DS&M y(t) = 3¢t t € [0, 27]
y Z (z —m)

(¢) (1 punto)

1 " 3
(d) (1 punto)
/ (22 + zse—n((ij)(z — W)dZ; (1) = 7+ 10¢", ¢ € [0, 27]
v

Solucion:

(a) La funcién C(Z):E;) es un cociente de funciones enteras (un polinomio en el numerador y la

funcién coseno complejo en el denominador), por tanto es derivable en todas partes salvo
en los complejos que anulan el denominador, es decir:

cosz:O@zk:(Qk—Fl)gconkEZ

es decir, la funcién tiene infinitas singularidades, podemos comprobar que son todos polos

. z+1 2k +1
lim,_,,, = =00

cos (2) 0

y también podemos comprobar que son todos polos de orden 1, es decir, polos simples,
aplicamos L’Hopital para encontrar el valor del limite puesto que la sustitucién directa nos
proporciona una singularidad del tipo %

im PO s T ((z = 2) (2 +19))
1 z—2zk ( k) COS (Z) 1 2k (COS (Z))/
o, GO+ Gz mti | @k+DgAE
= lim,_,,, —sen (z) —sen (z) _ (_1)k e C—{0}



Sin embargo, no todas las singularidades contribuyen al cédlculo de la integral, sélo aque-
llas que caigan dentro de la curva. Para encontrar estas singularidades tendremos que
comprobar que su distancia la centro es menor que el radio de la circunferencia.

T ™
4(0,24) = 2 — 0] = o4 = |2k + 1) T| = F |2k + 1]

Comparamos con el radio 27

) 3
g\2k+1]<27r<:>\2k+1]<4<:>—4<2k+1<4<:>—5<2k<34:>—§<k<—

2

y teniendo en cuenta que k € Z, las soluciones son

3
ko= 2 a=-2
k = —1:>22:——

T
k = O:>23—§
3
k = 1:>Z4—7

Como hemos visto todas estas singularidades caen dentro de la circunferencia y son de tipo
polo, por tanto el limite anterior es ademds el residuo de dicha singularidad

2t o\ Qk+1)I4i
3 2 =) =—=——
Res <cosz’( k+1) 2) (—1)FH

y para las anteriores

3 .

Res Zri 3w = —%tlz_i%_w_z
COS 2 2 (—1) 2
z4+i w -5+ ™

R =) = t—=-=

eS<cosz’ 2> (—1)° 3 !

Res Frrmy %—i_ll:—z—z
cosz 2 (—1) 2
z+1 3w 37”—1-2' 3r

R S —_— = = —_—

es <COSZ 2) (—1)2 2

y la integral vale

z+1 -

[}
z2L€Y

— 2771'((37”—1') +<—g+é>+<—g—é>+ (%WH)) — 4ir?



(b) La funcién del integrando Zg‘i‘;sfﬂ) es un cociente de dos funciones enteras, la funcién cos z

y un polinomio, por tanto serd derivable en todos los puntos, salvo cuando se anule el
denominador. Planteamos la ecuacién correspondiente:

z1=0
Bz-m=0s
29 =T

Es muy sencillo comprobar que z; = 0 es un polo de orden 3, mientras que 7 es un polo
simple, para ello utilizamos los limites

COS (Z) _ cos(0)
250 23 (z—m) 03(0-7)

=00 = 21 =0 es un polo

5 cos(2) cos(z)  cosO

——%740:>0rden3

li =1 =
250 ° 23 (z —m) zIH(IJ(z—W) 0—m

. cos(z)  cos(m) -1 B
Zlgr)}rz?)(z_ﬂ)—7r3(7r_7r)—T—oo:>zl—0esunpolo
. cos (z) . cos(z) cosm 1
;E}I}r(z—ﬁ)m:;ﬂ 23 :?:—F#O:ordenl

Para el cdlculo de la integral necesitamos los residuos de aquellas singularidades que estén
dentro de la curva, que es una circunferencia de centro 0 y radio 3, luego es necesario
comprobar la distancia de cada singularidad hasta el centro de la circunferencia y comprobar
que esa distancia es menor que el radio. Claramente z; = 0 estdn dentro de la curva (jes
su centro!). Para z; =7

d0,m7)=|1—0|=|n|=7>3

y por tanto z; no estd en el interior de la circunferencia. Para calcular la integral solo
tendremos en cuenta la singularidad z; =0

A _05(2) s oriRes <&2)) 0)

23 (z —m) 2B(z—7

Al ser de orden 3 el residuo viene dado por la expresién

cos (2) .1 d [ 4 cos(z) .1 d [cos(z)
Res [ 202 0) = lim = —= (232508 )y =L
es<z3(z—7r)’ ) 00 21 422 (Z 23 (z —m) 20232\ z—x

Calculamos-% <COS (2) >

dz?

z—T
COS 2 , —(z—m)senz — cos z sen z oS 2

z == = Z) = = — —
f() - — T f() (Z—7T)2 (z—w) (z—7r)2
£ (2) (z—7)cosz —senz —(z—m)?senz — 2 (z — ) cos z

ya = —_ —

(2 —m)? (z —m)*
COS 2 2sen z 2cosz

(z-m)  (z-m?% (z—7)

10



y el valor del residuo

( cos(z) ol d [cos(z)
Reb<z3(z—7r)’0> N ;E%de?(z—w

I 1< cos z N 2sen z N 2cosz>
= lim=|(-—
(z=m)  (z—7)? (2—m)°

y la integral

L%dz — 27 Res <%,0> =i (1 - %)

La funcién del integrando tiene una tnica singularidad, sin embargo, la curva no es cerrada
puesto que

7(0) = ¢7=1

~ <377T> — T2

La integral se puede hacer de dos formas: utilizando la definicién de integral a lo largo de
una curva o mediante una primitiva.

Si utilizamos la definicién

b
/f(z)dzz/ £ (v () (1) dt

tendremos para v () = e = v/ (t) = ie

1 37/2 1 ) 3n/2 37/2 ) o
/—de = / ( ‘t)zz'e”dt = / %dt = / ie dt = —e_”‘z_ﬁﬂﬂ =—3+1
v R 0 e 0 € 0 -

Y si utilizamos una primitiva

Fle)= -2 o Fl(z) = =

z 22

por tanto mediante la regla de Barrow

[rea=r (3 (F))-rao-ren-ro=(-5)-(-3) = fr1-1-

La funcién del integrando % es un cociente de dos funciones enteras, la funcién
(2242—6)(z—m) ?

sen z y un polinomio, por tanto serd derivable en todos los puntos, salvo cuando se anule
el denominador. El polinomio de segundo grado es el mismo que aparece en el ejercicio 4

(Z2+2-6)(z—m)=(2—2)(2+3)(z —7)

11



Veamos el tipo de cada una de las singularidades. Para z; = 7 vemos que el numerador tam-
bién se anula, luego podemos encontrarnos con una singularidad evitable, para comprobarlo
vamos a calcular el valor del limite de la funcién en ese punto

sen (z) 0

lim, . = -

(2242z—-6)(z—7m) 0

es una indeterminacién que deshacemos mediante la regla de L'Hopital

. sen(z) T [sen 2]’ 1 _ —1
In oot ~ M oy~ I @ e i@ e — #ies < C

y confirmamos que se trata de una singularidad evitable por tanto

fes ((z2 T ,»fe_néf)(z - m’”) -0

Veremos ahora que zo = 2 y 23 = —3 son polos simples
. sen (z) sen (2)
1 = = e 2 S 1
ziné(z_2)(,(z;r3)(z—w) 0 (O)O;‘Z? o 1 pole
sen (z sen (z sen 2
li -2 =i = 0 den 1
M TG on G -n Be-m7 7o
. sen (2) sen (3)
1 = = = — S 1
Jm, CoDEHIGEm (O)O;‘Z?’ 3 ¢s um polo
sen (z sen (z sen —3
li 3 =1 = 0 den 1
e P PR s Ry ) pry ey o s R e

Por ser de orden 1, los limites anteriormente calculados son ademss los residuos

(@ tnen?) © hem

R (22 - ey

donde en la tltima expresién se ha tenido en cuenta la imparidad de la funcién seno. Como
antes la integral sélo depende de las singularidades que caigan dentro de la curva que es
una circunferencia y por tanto cerrada. Sélo tendremos en cuenta los polos, puesto que,
como se ha indicado anteriormente, el residuo de la singularidad evitable es 0.

d(myz2) = 2—7|=7-2<10=2zc7y

d(m,z3) = |-3—7|=7+3<10=23€7

Ambas singularidades estdn dentro, asi que la integral valdra:

sen (z) o _3)) = 9 sen(2)  sen(3)
L(22+Z_6)(Z_W)dz—2m(Res(f(z),2)+Res(f(z), 3)) =2 (5(2—%) 5(3+7r)>

12



1
2 + cos(t)

Solucién: Es una integral trigonométrica en el intervalo [0, 27|, siendo el integrando una funcién
en (sent,cost) asi que hacemos el cambio correspondiente

. (1 punto) Calcule la integral real fOQW dt aplicando la teoria de variable compleja.

y 2241
cost =
2z
1
12

y la integral se transforma en una integral a lo largo de la circunferencia unidad

/27r L / L1 2/ ! d (t) =", t € [0,27]
——dt= | ——=—dz =~ | 5———dz; =e m
0o 24 cos(t) 524 Stz i)y 224z +1 7 ’ ’

que calcularemos mediante residuos. El integrando es una funcién racional que tiene por singu-
laridades los ceros del denominador

P2rdz4+1=(2—a)(z—p)

siendo « y 3 las raices del polinomio
a = —2+3
B = —2-V3
Veamos si estdn dentro de la circunferencia de centro 0 y radio 1
la] = ’—2+\/§‘:2—\/§<1:>a€%

8] = ’—2—\/5‘:2+\/§>1:>ﬁ¢%

y el valor de la integral serd

2 1 9 1 9
———dt =~ | ————dz = —-2miRes — A7 Res
/0 2+ cos(t) iAz2+4z+1 S es (f,a) = 4r Res (f, a)

Como « es un polo simple

. 1 1 1 1
Roslfo) = G- e G=p) “a=F 24V (2-v8) 2B

y sustituyendo este valor obtenemos el valor de la integral

/2” L g ! 27
- At =4 = =

0o 2+ cos(t) 2V/3 V3

. (1.5 puntos) Utilice la transformada Z para resolver la ecuacién en diferencias

Yn+2 + Ynt1 — 6yn = 1,
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con las condiciones iniciales yg = 0,41 = 1.

Solucidén: Para resolver la ecuaciéon en diferencias

Ynt2 + Ynt1 — 6yn =1

junto con las condiciones iniciales yg = 0, y; = 1, aplicaremos la transformada Z y sus propie-
dades: linealidad y desplazamiento

Z [Ynt2 + Ynt1 — 6yn] (2) = Z[1] (2)
Primero la linealidad
Z [Yn+2] (2) + Z [yn41] (2) — 62 [yn] (z) = Z[1] (2)
y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zlynsa] (2) = 2Zya] (2) = 2yo — 21 = 2° Z [yn] (2) — 2
Zyn1](2) = 2Z[yal (2) = 290 = 2Z [ya] (2)
Zlynl (2) = [ n] (2)

Sustituyendo en la ecuacién

(2°Z [yl (2) = 2) + (22 [yn] (2)) =62 [ya] () = Z[1](2)

(22+z+6)2[yn](z) = Z[1](2)+=

y despejando

Z[1](z) + =
z el Sl B G
I
El valor de Z [1] (z) lo obtenemos mediante la aplicacién directa la definicién de transformada
Z
IS
y por fin
pon ARl 22
Z () o) = 52 =

(224+2—-6) (2—1)(22—-52+6)

Para obtener el valor de y, tendremos que calcular la transformada Z inversa

=2 (i)

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer
la descomposicién de la funcién racional en fracciones simples. Si observamos atentamente,
veremos que esta funcién es la misma que la del ejercicio 4 (series de Laurent) luego ya tenemos
la, descomposicion buscada:

Z2

B 1 4 9
(z—1)(z2=52+6) <_4(z—1) Py +20(z+3)>

F(z)=
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A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma
A (0,7, 00), es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio 7, en todas hay que hacer la misma
operacién, transformar la fraccién para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 11 IS /1" &1 1
S I RN G I W) DENEEY
z n=0 n=0 n=1
1 11 Iox /2" & 2 >, onl
= - i (3) R Mo
z n=0 n=0 n=1
1 11 1 & 3\" & 3" > 3n-t
= - === (2) =N (=)= () — >3
3 = o (3) sl v am =T e
y sustituyendo en la expresién para F'(z)
2? Iem 1 432" 98 3t
= N =Y STt >3
(z—1)(22—5246) 4;z”+5n_1 AL +20nz_:1( ) 12

> 1 4 9 1
— - _2n71 Z (-1 n—1qon—-11\ -
;( A G VA )Zn |2 >3

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos

1 4 9 _
Yn = <—Z + an_l + 20 (=" ! 3"_1> n>1

mientras que
Yo =0

Para una solucién mds compacta tendremos en cuenta que 4 = 22, que 9 = 32 y que (—1)2 =1,
entonces es posible expresar y, como

1 2n+1 (_3)n+1
It TS T

Podemos comprobar que para n = 1, se obtienen los valores de las condiciones iniciales

3+l 1 4 9
- _ -1 1+1 — __ - S
0 + DT =5 175 9

3+t 1 2 3 -548-3

20 4 5 20 20 0

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte

de Ejercicios Basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.
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