Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T. Industrial (Electricidad)

Examen de operaciones basicas, 13 de septiembre de 2010

1. Expresa el nimero complejo z = % + z% en forma polar o exponencial.

2 2
Solucién:
1 1 12 12 1 1
Médulo: |z| = |—=+i1—| = — ) +(—=) =4/=4+==V1=1
o= |5+ \/<¢§> () ~Va+s
1
. . \/5 _ 4 er _ ™
Argumento: # = arctan -1 = arctan 1, como z estd en el 1°" cuadrante, 6 = 1
V2

. Calcula el inverso de z = % + z% y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Aplicamos la definicién de inverso para z :% + l%

2
1.1 1 1
1z __ 1 _ v v i1 1
1 T 2
Z |z 5T ‘%%—z% 1 V2 V2
(% +z%> (=1 +iv3)

. Calcula el médulo de z = (1 —20)

Solucién: No es necesario realizar las operaciones para pasarlo a forma bindémica, ya que se
utilizan las propiedades de los médulos

|G eV @)l 12 (B A

3

_l’_

(1 —249) |1 — 24| (m) 5

. Calcula z = (—1 + i\/§)6 expresando el resultado en forma binémica.

Solucién: Ponemos en forma polar o exponencial

Modulo: |2 = |1+ V3| = \/(—1)2 + (\/5)2 —VI+3=v1=2

3 27
Argumento: 6 = arctan L; — arctan —v/3, como z estd en el 2° cuadrante, 6 = 5

Si ahora elevamos a 6 utilizando la definicién de potencia entera de un complejo en forma polar

6 (261%/3)6 _ 96,i12m/3 _ 96 idm _ 96 _ gy

Sl



5. Calcula z = /i y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el mimero 4 en forma polar
Moédulo: |z] = [i| =1

. . . ™
Argumento: Como z es un nimero 1maginario puro 0= 5

Las raices cubicas de z son

Ow +2kn  7/2+2kn w4 4kT
3 B 3 B 6

wy, = /|z]e"* siendo ¢, = con k=0,1,2

por tanto, teniendo en cuenta que |z| = 1 y por tanto |wg| = ¢/1 =1

_ e s _ V3 1
W e e 5 +12

_ g ginfo_ V31
w1 e e 5 +12
wy = elP2 — €i97r/6 -

2—1 . :
6. Calcula z = 3,7 expresa el resultado en forma binémica.
—1

Solucién: Para dividir ambos complejos, multiplicamos numerador y denominador por el con-
jugado del denominador para obtener

2—i (2-i)(B+4d) 6+20—3i—i* T—i T 1.

3—i 3—0)(B+i)  pB+i® 941 10 10
7. Calcula (1 —14) (3 +14) y expresa resultado en forma binémica.

Solucién: Operamos normalmente utilizando el producto entre complejos
1—i)B+i)=(1-9)3-i)=3—-i—3i+i2=2—4i

(3 4 24)dl7
Solucién: Reducimos los exponentes teniendo en cuenta el comportamiento ciclico de las po-
tencias de 1.

8. Calcula z = y expresa el resultado en forma binémica.

(1-4)?% = —2-2i
17 = 4-44+41=i"=¢" =4
243 = 4-604+3=#*B=3=—

de donde
(3+2i)i'" (34 24)i _3+2i_(3+2i)(2—21’)_E_zi_§_li
283 (1 =43 (—i)-(-2-2i) 2+2i 8 8 8 4 4



3 .
9. Calcula y expresa z = ( 1+ \/_) ( + ZT\/_> en forma polar o exponencial.

Solucién: Si hacemos el producto en forma binémica obtendremos

(1+ \/_>< 3\/_> —§—z£ zi—g——G

2 2 2 2
que como es un nimero negativo en forma polar es muy sencillo de expresar:
—6 = 6¢'"

También es posible realizar el cédlculo en forma exponencial, poniendo cada nimero en dicha
forma. Para el complejo —1 + iv/3 ya hemos obtenido su expresién polar en el ejercicio 4

—1+4V/3 = 2¢/3
3v3

3
Para el segundo complejo 5 + ZT

3V3|

Médulo: |z]| = 5 + 5

2
3\2 (3,3 9 27 36
2 2 44 4

T
— arctan v/3, como z estd en el 1¢" cuadrante, § = —

3v/3/2
3/2

Y podemos hacer el producto en forma exponencial

(14 f)( Hi) _ (2677P) (36%) 7 =

(—1+ivr) :
——~ en forma polar o exponencial.
+ zi
2

Argumento: 6 = arctan

10. Calcula y expresa z =

2

Solucién: La forma exponencial para los complejos del numerador y denominador ya se obtu-

vieron en el ejercicio anterior, por tanto lo tinico que nos queda por hacer es realizar la operacién
cociente en forma polar

( 1+ivr) a%ﬁ__géﬂ3
ei7r/3 - 3

2

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de
Ejercicios Basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.



Variable Compleja y Transformadas

Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 13 de septiembre de 2010

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:

1.- Responde razonadamente. Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desarrollo
necesario para llegar a su resolucién podrdn ser valoradas con 0 puntos.

2.-  Se valorara el correcto uso del vocabulario y la notacién empleada; asi como la claridad
y la presentacién de los resultados.

3.- Los errores importantes de cdlculo o errores simples reiterados pueden conllevar una puntuacién 0
en el apartado correspondiente.

4.- Utiliza resultados exactos, sin decimales, recuerda que no esta permitido el uso de calculadora.

1. (1 pto.) Encuentra todas las soluciones en C de la ecuacién

4senz+3i =0

Utilizamos la definicién de sen z en términos de la funcién exponencial para reescribir la ecuacién

eiz_e—iz
Y [ =
< % >+3z 0

Hacemos el cambio

e¥ =w
y como w # 0
De esta forma se obtiene una ecuacién en la variable w
1
P o +31':O:>4w;; +3i:0:2w2“;1 +3i=0

y multiplicando por ‘w obtenemos una ecuacién de segundo grado
2 (w?—1) +iw (3i) = 0= 2w? —3w—2=0

que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula

3@ 40D 3+ I _ 3£V _ 345
- 2.2 h 4 B a

4 4
obteniendo dos soluciones
34+5



Con estos valores para wi y ws y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del
ejercicio obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo € = w = iz = logw

iz1 =1log(2) =In(2) +i(0+2km) = 21 =2km —iln2
) 1 1 . .
izo = log <—§> = ln§ +i(m+2km) = 29 = (7 + 2km) +iln2
. (1.25 ptos.) Encuentra, demostrando su existencia, una funcién u(x,y), de manera que la funcién
f(2) =u(x,y) +iv(z,y) sea entera 'y se cumpla f(0) = 1, siendo v (z,y) definida por
Im (f (2)) = v(z,y) = 2% — 2y° + 32y — ¢

Expresa f como funcién de z.

Solucién: Como se dice que f (x,y) es entera, su parte imaginaria v (x,y) debe ser una funcién
arménica y cumplird la ecuacién
Uy + Uyy = 0 (1)

Derivando v (x,y) respecto x e y, una vez

vy = 4z 4 6zy
vy = —dy+32% — 3y
y otra vez
Vpe = 44 6y
Vyy = —4—6y

Al sustituir en 1 se obtiene
(4+6y)+(—4—6y)=0

luego v (x,y) es armonica.

Para el célculo de la parte real de f (z,y) (funcién u (z,y)), tenemos que aplicar las ecuaciones
de Cauchy-Riemann, utilizando de nuevo que f (x,y) es analitica.

Uy = Uy

Uy = —Up

Utilizando la primera de estas ecuaciones (aunque podemos utilizar la otra)
— _ 2 2
Uy = Vy & Uy = —4y + 327 — 3y

e integrando respecto a x obtenemos la siguiente expresién para u (z,y)
u= /—4y+3x2 —3y% do = —day + 2° — 3z + ¢ (y)

Para encontrar la funcién ¢ (y) derivamos respecto de y

uy = —4r — byr + 90/ (y)



expresién que debe coincidir con v, = — (4 + 62y), por la segunda de las ecuaciones de Cauchy-
Riemann. Por tanto
—4x — b6yr + ¢’ (y) = —4x — 6y

de donde
¢ (y) =0
e integrando se obtiene
p(y)=ceR

Finalmente la expresién para u (x,y) es:
u(z,y) = —day + 2° — 3y’z + ¢
y f(z,y) es de la forma
f(2,y) = (—doy + 2° — 3y’ + ¢) +i (227 — 2y* + 327y — °)
Notar que si z = x + iy, entonces podemos expresar f (x,y) como una funcién de z
f(z)=23+2i2 +¢
Como f (0) =1, podemos comprobar que ¢ = 1.

. (1.25 ptos.) Calcula el desarrollo de Laurent de la funcién

1
f(z):zm(22—5z+6) m N

en el anillo A(0,0,2) ={z € C:0 < |z] < 2}. Calcula Res (f (z),0) en funcién del valor de m.

Solucién: En primer lugar buscamos las raices del denominador para descomponer la funcién
en fracciones simples. Estd claro que una de las raices es zg = 0, para las otras resolvemos la
correspondiente ecuacion

_ 5+1 __
— I 2= =3
22_5Z+6:0@Z:5i\/z5 4 6:5iﬁ:5i1:>
2 2 2 5—1
22:7:2

por tanto 1 1
fz) = 2m (22 — 52 4 6) N 2" (2 =2) (2= 3)

Como estamos buscando potencias de z, la descomposicién en factores simples es la siguiente:

f(Z)_Zm(Z_;)(Z_g) _zim<zil2+z?3>

Para la expresion entre paréntesis tenemos

A(z—3)+B(z—2)
(z2—-2)(2-3)

Por tanto

A(z=3)+B(z—2) =1+



y la descomposicién es
1 1 1

(2—2)(z—3) 2-3 2z-2

El desarrollo de Laurent en el conjunto indicado |z| < 2 de cada fraccién es muy sencillo

1 1 1 1 —1°o<z>” i P

= = — = — — — —_— S1

-2 2(:-1) 21-3 2 2 PR
n=0

%’<1:>|z|<2

n

1 1 -1 1 1N /2 \" .z )
2—3_3(§—1)_?1—§_?n_0<§> __;03%1 >

§‘<1:1zy<3

por tanto como |z| < 2, se cumplen las condiciones. La funcién tendrd el siguiente desarrollo

1 2 " S >/ 1 1 N
f(Z) = Zm <_BZ 3n+l _AZ 2n+1) = Z <2n+1 o 3n+1> z 51 ’Z’ <2
n=0 n=0 n=0

Para calcular el residuo buscaremos el coeficiente de la potencia % que se obtiene ficilmente
cuandon —m =1
n—m=1&m=n-1

y el residuo seria

1 1 1 1
Res <f’ O) = <2m1+1 B 3m1+1> = 2_m B 3_m

. Calcula las siguientes integrales sobre las curvas que se indican :

Z .
1.25 ptos.) | —*— d=. dond  4eit. o,
(a) (1.25 ptos.) / 2z, donde 5 (1) = 4¢;  t € [0,27]

Yo

(b) (1.25 ptos.) /|z|2 dz siendo vy, (t) el segmento que une los complejos 29 =0y 21 = 1 +1.

71

Solucién:

(a) dz es la integral de una funcién sobre una curva cerrada que sélamente tiene
sen z
Yo
singularidades aisladas, que son los complejos que anulan el denominador

sen(z) =0=z=knm kel

Aunque hay infinitas singularidades, solamente hay que tener en cuenta aquellas que estén
de la curva v;, que es una circunferencia de radio 4. Por tanto hay que tener en cuenta las
singularidades que cumplen

d(km,0) <4 = |kr —0| = |kn| = k|7 <4

inecuacién que tiene por soluciones kK = —1,0, 1. Las singularidades que nos interesan son
20 = 0
21 = T
zZ9 = —T



y el valor de la integral es

2

/ seizdz - 2772’2 (Res (seflz’zk))

71 k=0

La singularidad zg = 0 es evitable puesto que

=1

lim
z—0 sen z
y su residuo serd 0. Como las otras singularidades son simples el valor del residuo se puede
obtener mediante el empleo de limites, o también utilizando que f (2) = p(2) /q(z), siendo
p(z) = 2y q(z) = senz y se cumple ademds p(zx) # 0, ¢(2x) =0y ¢ (2x) = coszp =
coskm = (—1)* # 0 y por tanto

Res (9 (2) /1 (2) ) = 510 = 2

Para cada singularidad

T
z1 = w= Res , T = = -7
sen z cos T

—T —T

s

zg = —7r:>Res< ,—7r>— = — =
sen z Ccos —T —1

y sustituyendo los valores de los residuos en la integral

/ Sef(z)dz = 2m§ (Res <Se§wzk>> —2mi(0— 7+ 7) =0

71

NOTA: Mediante limites y utilizando L’Hoépital

lim (2 — k) _ g ERE g 22 R BT e 2

z—km senz  z—km  senz z—km COSZ (_1)’C

por tanto k7 son polos simples y ademés Res (ﬁ, k‘7r) = (—1)k k.

/ |z|2dz es la integral de una funcién no derivable a lo largo de la curva 7; que no es

71
cerrada puesto que es un segmento

71 (0) = 0

N = 1+

y por tanto v, (0) # 1 (1). De esta forma debemos calcular la integral mediante la defini-
cién de integral a lo largo de una curva. El segmento lineal que une dos complejos z1 y 22
puede parametrizarse de forma simple como

v () =1 —t)z1 +tzn te[0,1]



que en nuestro caso
) =0—t)0+t(1+i)=t+it; tel01]

con
Yit)=1+14 tel0,1]
Si se sustituyen estos valores en la integral

1

/|z| dz_/m )2y /t2+t2 1+ 4)dt

0

—(1+')2—2+'2
-G TY3 T 3Ty

1
2t3
242 1
/ (1+1) — 3
0

5. Calcula en funcién de r > 0, cada una de las siguientes integrales; indicando, cuando proceda, las
singularidades y su tipo.

( ) (1 25 ptos. ) /Wdz, con vy (t) =14 Teit' te [0’27.‘_] .

(b) (1.25 ptos.) [ (z—1) sen(( 1o )+(z—7r)3el/<zfﬂ> dz con s (t) = re't, t € [0, 2n].
73

Solucién: Resolveremos cada integral de forma independiente:

3—z . . .
(a) | -———=——=—d=z integral de una funcién racional a lo largo de una curva cerrada, por
— 423 + 322 ’
Y2
tanto tendremos que utilizar el teorema de los residuos. En primer lugar veremos quienes

son las singularidades de la funcién racional, es decir, los ceros del denominador:
A4 132 =00 22 (2—4z+3)=2*(2—1) (2 — 3)

y la funcién puede expresarse como

33—z 33—z

—423+322 22(2—-1)(2-3)

Comprobaremos el tipo de singularidad

3—2 3

=0= lim 2°f (2) = li = =1+ 0= Polo dobl

z1 :>Z1£r(1)zf(z) zlgtl)(z—l)(z—?)) =) # 0 = Polo doble
3—=z 3—-1

zo=1=lim(z -1 = lim = = —1 = Polo simple

2 z—>1( )f( ) 21 22 (2_3) (1>2 (1 _3) P

. 3—z . -1 1
23:3:>llir%),f() ngQ(z_l)( 3):i%m:—1—8:> Singularidad evitable



El célculo de los residuos de la funcién en z2 y z3 son directos. En un caso por ser polo
simple es el limite calculado y en el otro caso por ser singularidad evitable su residuo sera
0.

Res(f,1)=—1

Res(f,3) =0
En el caso de z; = 0, al ser un polo doble tendremos que emplear la férmula correspondiente

3—z
3% =03 ¢ (2) ' (0)
Res(£:0) =T (72 gy 0) = e <#0> =res (£7%0) = 5

y derivando ¢

I
| — |
—
N
[
—_
—_
SN—
_ 1
=
I
—
N
I | =
—_
SN—
[\

¢ 0= =)

y por tanto

Res(f,0) = T =1

El valor de la integral depende del valor que tome 7, ya que segin este valor la curva
(circunferencia) contendrd o no a las singularidades de la funcién. Calculamos las distancias
del centro de la circunferencia a cada una de las singularidades:

4=0=d(1,0)=1-0=1|=1
Hm=1=d(1,1)=1-1=0
=3=d(1,3) =13 =|-2 =2

Teniendo en cuenta que
0<1<?2

podemos distinguir los siguientes casos

22 €7
0<r<l= :>/f(z)dz:27ri(Res(f,1)):—27ri

21, %3 %’;2 Y2
Z1, 21 6702
l<r<2— :>/f(z)dz:27ri(Res(f,1)+Res(f,0)):2m'(1—1):0
z3 ¢’;2 Y2

r>2:>{ 21,22, 23 €7o :/f(z)dz:27Ti(Res(f,O)+Res(f,1)+Res(f,3)):0

\ Y2

(b) Utilizando la propiedad de la linealidad en la integral

/(z —1)°sen (ﬁ) + (z — )% e Em

73
= /(z—l)5sen< ! 2>dz+/(z—7r)3el/(zw)dz
(z—-1)
RE! 73

10



La funcion f; (z) = (z — 1)° sen (ﬁ) tiene una dnica singularidad z; = 1, que es esencial
ya que se encuentra en el argumento de una funcién trigonométrica. Utilizamos el desarrollo
en series de potencias de la funcién sen (z) para obtener el desarrollo de Laurent de f;
centrado en z;

o - (_1)n n
sen(z) = ;sz o
e sen () = ey ()T s L
z sen (Z _ 1)2 = (r Z (2n n 1)| (Z _ 1)2 - — (2Tl + 1)] (Z _ 1)4n73

Para encontrar el residuo buscaremos en la serie anterior, el coeficiente que acompana a la

potencia (z — zo) ! = Z_lz(J

dn—-3=1=>4dn=-4=>n=1

por tanto
(-1’ 1

Res(fb) =531~ 5

La funcién fs (2) = (z — m)® e¥/(*=™ también tiene una tinica singularidad aislada, zp = 7, y
por estar dentro del argumento de la funcién exponencial también es esencial, para calcular
el residuo de la funcién en esta singularidad utilizaremos un desarrollo de Laurent, en este
caso de fy centrado en zy. Utilizamos el desarrollo en series de potencias de la funcién e*

1 1 1 " 1 1
E 3 — 3 § E
n=0 """ n=0 " n=0 <Z )

Como antes, para econtrar el residuo, se busca en la serie el coeficiente que acompana a la

potencia (z — z0) ' = ZEZO

n—-3=1=>n=4
por tanto
Res (fo,m) = = = o
es = — =—
2T =g T g

Para finalizar el ejercicio tendremos que ver cuando cada singularidad cae dentro de la
curva, como esta curva depende del radio r, tendremos que distinguir cada uno de los
casos. Calculamos las distancias del centro zg = 0 a la singularidades

zZ1 = 1:>|21—ZQ|:|1—O|:1

Z9 = 7T:>|22—20|:|7T—0‘:7T

Notar que las funciones no comparten singularidades y afectan en cada caso a una y sélo
una de las funciones

0 < T<1:>{z1722§é%/ =>/f1dz—|-/f2dz =0

T3 73

Z1 ¢% 1
1 < r<m=> ﬁ/fl d2+/f2 dz —27riReS(f1,1)+O—27ri<——> = ——
V3 g

o 6
22 €7

11



° —1r1 1
r>T = 21,29 €EY= /f1 dz—l—/ fodz =2miRes (f1,1)+2mi Res (f2,0) = 1—7T01+2m'ﬂ = —%i

73 BE]
6. Elige sélo una de las siguientes opciones:

OPCION A.- (1.5 ptos.) Se considera la curva v, (t) = 2¢*, con t € [0,27] y a > 0.
(a) Calcula

ezl

Va
(b) Deduce que lim,—. I (a) = 0.
OPCION B.- (1.5 ptos.) Utiliza la transformada Z para resolver la ecuacién en diferencias
Ynt2 —Ynt1+ 6y =a  aF#0
con condiciones iniciales yg = 0, y1 = 0.

Solucioén:

(a) Es la integral de una funcién con singularidades aisladas sobre una curva cerrada, por
tanto utilizaremos el teorema de los residuos. Las singularidades de la funcién son los
ceros del denominador de la funcién integrando y facilmente obtenemos

zo = 0
21 = 1
z9 = —1

y podemos comprobar que son polos de orden 2, 1y 1

z/a

1
— =1+ 0= Polo doble

_ : 2 N _
20 = 0=l 2"f (2) = iy == =1

e?la etla etla
2 =1= :Izliﬁ(z_l)f(z) = £1—>H1 210 = D) =5 = Polo simple
ezl e~ i/a e—i/a
29 = —1i = zli)rr_lz (z4+1) f(2) = z]in—lz POy p—y = G ) = Polo simple

Como la curva es una circunferencia de radio 2, todas las singularidades estdn dentro
de la curva, por tanto para calcular la integral tenerlas todas en cuenta. Para los polos
simples el residuo es el limite calculado anteriormente. Para el polo doble utilizamos
la férmula correspondiente

e/ z ,
Res (m,()) = Res <902(2)70> =@ (0)

(1/a) e*/® (22 + 1) — 2ze?/a
(22 +1)

siendo

6z/a

(22 +1)

¢ (2) =

12



y el valor de la integral serd

/ e?la p o 1 ei/a N e—i/a
— dx=2mil| = =
22(22+41) a 2 2i

Ya

Utilizando la definicién de sen (z) podemos poner
e?/a 1 1
/mdz = 27 <E — sen a)
Va

(b) Una vez expresada la integral de la forma anterior es muy sencillo comprobar que

1 1
limg 00 I (a) = limgy— o0 27i <— — sen —) =0
a a

7. Para resolver la ecuacion en diferencias

Yn+2 — OYn+1 + 6yp = a a#0

junto con las condiciones iniciales yg = 0, y1 = 0, aplicaremos la transformada Z y sus propie-
dades: linealidad y desplazamiento

Z [Yny2 = dYny1 + 6yn] (2) = Z[a] (2)

Primero la linealidad

Z [ynt2] (2) = 5Z [yn41] (2) + 62 [yn] (2) = Za] (2)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zlynia] (2) = 2°Z[yal (2) = 2290 — 21 = 2°Z [ya] ()
Zlyni] (z) = 2Zynl (2) — 200 = 2Z [yn] (2)
z [yn] (Z) = Z [yn] (Z)

Sustituyendo en la ecuacién

22 [yn] (2) = 52Z [yn] (2) + 62 [ya] (z) = Z[a](2)

(22 — 5z + 6) Zlyn) (2) = Zla](2)
y despejando
Zla] ()
(22 =524 6)

El valor de Z [a] (2) lo obtenemos mediante la aplicacién directa la definicién de transformada
Z

Z (yn) [2] =




y por fin
fl az

(22 —Z52+6) (z—=1)(22—-5246)

Para obtener el valor de y,, tendremos que calcular la transformada Z inversa

a

Z (yn) [2] =

bn=2" ((z— 0 (;z— 5z+6))

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer
la descomposicion de la funcién racional en fracciones simples. Las raices se obtienen fdcilmente
mediante Ruffini

22 —bz4+6=(2—-2)(2—23)

y la descomposicién en fracciones simples serd

F(2) = az B A . B n C
Z_(z—l)(z2—5z+6)_a z—1 z—-2 2z-3

A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma
A (0,7,00), es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio 7, en todas hay que hacer la misma
operacién, transformar la fraccién para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 1 L1 1 &N 2 o

z—1 z(l—%)_gl_%_;;<;> _;anl—;;n 2| > 1

1 1 1 1 1 /2\" O 9n > 9n—1

2—2 2(1—2)_;1_2_;Z<;> :Zzn—i—lzz n |2 > 2
# z n=0 n=0 n=1

1 1 1 1 1 © 3 n © 3n o°3n71

z—3 2(1_3)_21_3_22_:(;) _Zzn—f—l_z_: o 1A>3

n=0 n=0 n=1

Finalmente lo tnico que queda por hacer es calcular los valores de A, B, C

az . A N B N C
(z—=1)(22-52+6) \z—1 2-2 2z-3
y sumando las fracciones e igualando numeradores
A(z=2)(z2=3)+B:z-1)(z=-3)+C(z—1)(2—2) =2
Y dando a z los valores de las raices 1,2 y 3
- 1:>A(1—2)(1—3):1<:>2A:1<:>A:%
z = 2=B(2-1)(2-3)=2 -B=2&B=-2
z = 3=CB-1)3-2)=3&20=3<C=

Do o

de donde

az . 1/2 N -2 N 3/2
(z—=1)(22-52+6) \z—1 2-2 2z-3
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y en forma de serie

az on—1

(2 —1)(22—52+6) 2

|z| >3

1
D e
n=1 =1

1
<- o —3n> — |2 >3
z

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesiéon que buscamos

2
o

1 1
yn—a<§—2"+§3"> n>1

mientras que
Yo =0

Podemos comprobar que para n = 1, se obtienen los valores de las condiciones iniciales

B 1 1, o1 1 3\
y1a<2 2+23>a<2 2+2>0

También es vélido para n = 0
1 1 1 1
0 a<2 —1—23) a<2 +2> 0

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte
de Ejercicios Bdsicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.
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