Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, |.T. Industrial (Electricidad)

Examen de operaciones bdsicas, 2 de julio de 2010

1. Expresa el nimero complejo z = 3@ —ii en forma polar o exponencial.
s} 5]

() () - Eem- a3

= arctan —1/\/§, como z estd en el 4° cuadrante, § = —

Solucién:

Médulo: |z| =

~1/5
V3/5

. Calcula el inverso de z = 5i — 1 y expresa el resultado en forma binémica.

i
Argumento: = arctan 6

Solucién: Aplicamos la definicién de inverso para z = —1 + 5i
1 z 1 —1—-5¢ —1-—54 1 o .
z P —l+5i Z - 12+52 26 26
|z +ot =1+ 5 +

(2 — 57)
(1—-20)(2+14)
Solucién: No es necesario realizar las operaciones para pasarlo a forma binémica, ya que se utilizan las
propiedades de los médulos

. Calcula el médulo de z =

@) <(2”(5)> VI V3

(2 — 50)
(1—2i)(2+9)

:'1‘2’“2”)'_(1z+(_2)2><m) 56 5

z|=\

4
. Calcula z = (;@ — z%) expresando el resultado en forma binémica.

Solucién: Ponemos en forma polar o exponencial, notar para ello que es el complejo del ejercicio 1, por
tanto z = %e‘“’/ 6. Si ahora elevamos a 4 utilizando la definicién de potencia entera de un complejo en

forma polar
BN A
e (26—“1—/6) _ (5) o4 /6

El dangulo lo relacionamos con el correspondiente en el primer cuadrante

_4_77__21__(77_1)_1_77
3/ 3

luego utilizando las razones trigonométricas correspondientes a este dngulo

4 4 4 4
2 P 2\° i s 2 T . o7 2 1 V3 8 .8/3
(3) o= (3) ememe==(3) (g risnd) = (3) (5“7 =5



5. Calcula z = v/—16 y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el nimero 4 en forma polar

Médulo: |2| = |~16] = 1/(—16)* + (0)* = V/162 + 0 = V162 = 16

Argumento: Como z es un nimero real negativo § =«
Las raices cuartas de z son

O + 2k 7w+ 2k
1 =

wy, = v/|z]e"?* siendo ¢, = conk=0,1,2,3

4
por tanto, teniendo en cuenta que |z| = 16 y por tanto |wy| = V16 = 2

25
Il

‘ . 2 2
wy = 20 = 2eiT/4 — 9 <£ +i (\/§+ 2\/5)

2
) . 2
w; = 21 = 2e137/4 — 9 ( + 1 > = (f\/§+ Z\/§)

ISR

S
L
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N——

wy = 2% =2e0"t =2

wy = 2% =21 =2 (

—1

Ty ol

= (-v2-iv2)

= (\/i—zx/i)

2i+1
6. Calcula z = 3:_——'_2 y expresa el resultado en forma binémica.
i

Solucién: Para dividir ambos complejos, multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del
denominador para obtener
2041 (204+1)(3—-2i)  (2i4+1)(3—20) _6i—4i2+3—2i T 4

—+—i

3+2  (3+2i)(3-2) |3+ 2i] 9+4 T 1313

7. Calcula (1 —4) (i —2) y expresa resultado en forma binémica.

Solucién: Operamos normalmente utilizando el producto entre complejos
(1-i)(i—2)=i—2—i*+2i=—1+3i

(i — 1)

8. Calcula z = m y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Reducimos los exponentes teniendo en cuenta el comportamiento ciclico de las potencias de 1.

-3

0 = —i

40 = 4-1040=i*="=1
110 = 4-27+2=i10=42=1
413 = 4-103+1= 3 =it =

de donde
(-1)i"  (—i—1)-1 —-1-i

- = =1
(110 — 413) —1—i —1—i




9. Calcula y expresa z = (3§ — z%) (14 ¢) en forma polar o exponencial.

Solucién: Como el resultado se pide en forma exponencial, lo mejor es utilizar esta forma para cada uno

de los complejos. El complejo del nimerador z; = (% - 2%) ya se puso en forma polar en el ejercicio 1

2 —im
zZ1 = (g) e /6

Otenemos de forma muy répida la forma polar para el complejo del denominador zo = (1 + )
Moédulo: |z = |14 =/ (1)*+ (1) =vVI+1=V2

1
Argumento: 0,, = arctan — = arctan 1, como 22 estd en el 1°" cuadrante, 6,, = 1

Finalmente realizamos el producto en forma exponencial

2122 = <§e”/6> (\/56”/4) = %ﬁe*iﬂ/ﬁﬂ'wﬂ - _2\5/§€m/12

V3 _ ;1
(6=
(1—1)
Solucién: Como el resultado se pide en forma exponencial, de nuevo, la mejor estrategia es utilizar esta

forma para cada uno de los complejos. El complejo del numerador z; = (@ - i%)ya lo hemos utilizado

2 —im
Z1 = (g) e /6

El complejo del denominador zo = (1 —4) es el conjugado de 1 + 4, cuya representacién exponencial fue
calculada en el ejercicio anterior, por tanto

10. Calcula y expresa z = en forma polar o exponencial.

en forma polar en varios ejercicios

zo=(1—-4)=(1+1) = V2eim/4 = \/2e—iT/4

lo tdnico que queda por hacer es el cociente de complejos en forma exponencial:

A1 (%)e_m/ﬁ 2 o—im/6—(—im/4) V2 in/12

B

2z /2e—in/d - V25

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de Ejercicios
Basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.



Variable Compleja y Transformadas

Segundo Curso, |.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 2 de julio de 2010

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:

1.- Responde razonadamente. Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desarrollo
necesario para llegar a su resolucién podran ser valoradas con 0 puntos.

2.-  Se valorard el correcto uso del vocabulario y la notacién empleada; asi como la claridad
y la presentacién de los resultados.

3.-  Los errores importantes de calculo o errores simples reiterados pueden conllevar una puntuacién 0
en el apartado correspondiente.

4 .- Utiliza resultados exactos, sin decimales, recuerda que no esta permitido el uso de calculadora.

. (0.75 puntos) Encuentra todas las soluciones de la ecuacién

sen z + cosz = z\/§

Solucién: Utilizamos la definicién de sen (z) y cos (
la ecuacién

en términos de la funcién exponencial para reescribir

(). (2555)

Hacemos el cambio

y como w # 0
Tt w
De esta forma se obtiene una ecuacién en la variable w
1

w— — w+ — 2_1 2 1
Wy wo_ /5o Lt =iV2
21 2 29w 2w

y multiplicando por 27w obtenemos una ecuacién de segundo grado
(w? = 1) +i(w?+1) = —2wV2 = (1+i)w? +2V2w+ (i —1) =0

que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula

—2\/—1\/ 4-(1+0)(i-1)  —\/2+2

v 2(1—|—z) T T(1+9)

Por claridad pondremos w en forma binémica

(—vV2+2) (1-1) (-ﬁﬂ) ,
w= = 5 (1-14)

(144) (1—14)

Obtenemos dos soluciones

oo (2220

—V2—-2 .
wy = <T>(l—z)



que en forma exponencial son

wy = (—_\/__ 2) emim/4 = (1) <ﬁ+2> e~/ = ¢im (—\/5+2> e/t = (—\/5+2> e/
2 2

2 2

donde en wy hemos tenido en cuenta que el médulo debe ser positivo y por tanto hemos sacado factor
comin —1 antes de expresarlo en forma exponencial.

Con estos valores para wi y ws y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del ejercicio
obtendremos, mediante la definicién de logaritmo complejo

‘ V242 s T (V242
iz1 = log (w1) = In (T +14 (fz +2k7r) =2 = (fz +2k‘7r) —iln —

2+ 2 2+2
izzzlog(wg):ln<\/_+ )—i—z’(%—&—?kﬂ'):>z2:<3%—|—2k;7r>—iln<\/_+ )

2 2

. (0.75 puntos) Encuentra los nimeros complejos z = = + iy en los que las siguientes funciones son derivables
y calcula la derivada en dichos puntos.

flx+iy) = (:1:3 —yPr+ay) +i (29:2y +v°)

Solucién: La funcién f (z) serd derivable en un punto si las funciones u y v cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en ese punto y serdn por tanto las soluciones del sistema de ecuaciones

Uy = Uy = (3x2—y2+y) = (21’2+2y) = -y —y=0
uy = —vy = (2yr+2z)=—(day)=>22y+x=0
De la segunda ecuacién
z(1+2y)=0
que tiene por soluciones
z = 0
6
B 1
(A

Sustituyendo el valor x = 0 en la primera ecuacién

r=0=9y"+y=0=yy+1)=0s
y=-1

y se obtienen dos puntos: P, = (0,0) y P> = (0,—1) que son los afijos de los complejos 21 =0y 2o = —i.

Sustituyendo el valor y = —% en la primera ecuacion
1\ 1 1
2 2
T < 2) 5 x° +

que no tiene solucién puesto que x debe ser un nimero real.



En resumen, sélo tenemos dos nimeros complejos para los que f(z) es derivable. Podemos calcular la
derivada en esos puntos utilizando la definicién correspondiente

I (zo + iyo) = uy (To, Yyo) + vz (70, Y0) = (333% —ya + Yo) + i (—2yowo + x0)

y para cada complejo

i)
—~
o
=
Il

£ (0410) = ug (0,0) + ivg (0,0) =0+40 =0

Fr(=i) = f(0—il)=mug(0,~1) + ivy (0, —1) = —2

. (1.25 puntos) De una funcién entera f (z) se sabe que

Im(f'(2)) = 62(2y—1)
F0) = 3-2
f(1) = 6-5i

Calcula el valor de f (1 4 ¢). (Observa que se ha proporcionado la parte imaginaria de f’ (z), que es la derivada
de f (z) o dicho de otro modo f (z) es una primitiva de [’ (2))

Solucién: Teniendo en cuenta que si f (z) es entera, entonces f’ (z) también lo es, podremos obtener la
expresion para f'(z) = U + iV, siendo U = Re (f’) y V = Im (f’). En primer lugar comprobamos que la
funcién dada V =Im (f’ (2)) = 6z (2y — 1) = 122y — 6z es armodnica

V, = 12y—6=V,, =0

Vy = 1L22=V,, =0
por tanto se cumple la ecuacién de Laplace
Vez + Viyy = 0.

Utilizando la expresién de V' y las ecuaciones de Cauchy-Riemann, podremos obtener la funcién U.

La primera ecuacién establece
U, =V, =12z

e integrando respecto a x

1222 9
U= [ Updx= | 12z dx = 5 + C (y) = 62° + C(y)

Se utiliza ahora la segunda ecuacién para encontrar el valor de C (y)
Uy=-V,=0C (y)=—(12y —6) =6 — 12y

e integrando respecto de y

2

12
C(y):/6—12ydy:6y— 2y +a =6y —6y° +

con a € R. Obtenemos asf la expresion de f’(z)
[ (z) =U+iV = (62” + 6y — 6y + a) + i (12zy — 62)

Como [’ (z) es entera, podremos expresarla en términos de la variable z y de esta forma utilizar que f (2)
es una de sus primitivas. Es facil darse cuenta de que la funcién es un polinomio de grado 2 y realizar las



oportunas operaciones, o también es posible buscar las expresiones conocidas para 22 = (22 — y?) + i2zy
y z = x + 1y, podemos poner la funcién anterior como

f(z) = (62 + 6y — 6y + o) +1i (12zy — 62) = 6 ((x2 —y?) + i2xy) — 6i (z +iy) +a
N—— S—

de donde
f'(2) = 62% —6iz +a

Si se integra ahora respecto a z, obtenemos la familia de primitivas de f (z)
f(z) Z/f/(z) dz:/(fiz2 —6iz +a)dz = 22° — 3i2® + az + 29

donde en este caso zy € C, ya que estamos integrando en C.

Los valores de a y zo se obtienen con las condiciones que debe cumplir la funcién f (z)

f0) = 3-2i= f(0)=2
f() = 6-5i=f(1)=2-3i+a+ 2
por tanto
zo0 = 3—2
a =1

La funcién buscada es
f(2)=22%—3i2> + 2 + (3 — 2i)

(Método alternativo) Existe otra forma de resolver este problema y que también se incluye a continuacion.
Si f (z) = u+ iv, entonces
I (2) = uy + v,

por tanto en el enunciado se estd dando el valor de v, y podemos por una parte obtener v, integrando
respecto a x

122 2
v:/vmdx:/(uxy—(ix)dx: ;y—%+k1(y):6z2y—3x2+k1(y)

Pero también teniendo en cuenta las ecuaciones de Cauchy-Riemann, concretamente la segunda ecuacion:
Uy = —1Uy, podremos obtener una expresién para u, integrando respecto de y

122y?
uz/uydyz/—vwdx:/—(1233y—6x) dr = — 323y + 62y + ko (v) = =62y + 62y + ke ()

y la funcién f (z) puede ponerse como
f()=ut+iv= (6:1:3/ — 6zy% + ko (az)) +1 (6:1:2y — 3224+ k& (y))
Para obtener k; (y) y k2 (x) utilizaremos la primera ecuacién de Cauchy-Riemann: u, = v,
Uy = vy & (6y — 6y> + kb (z)) = (62 + ki (v))

De donde
ko (x) — 62% =k (y) — (6y — 6y°)



Como el miembro de la derecha no depende de y y el miembro de la izquierda no depende de z, para que
la igualdad sea cierta, ambas expresiones deben ser constantes, es decir, debe existir un cierto o € R tal
que

Ky (x) — 627 = ki (y) — (6y — 64°) =

De donde, despejando e integrando cada término

ky(x) = 622 +a=ky(z)=20"+az+ 23

ki(y) = (6y—6y%) +a=ki(y) =3y> -2y’ +ay+~
donde en este caso 3y v son también nimeros reales. La funcién f (z) serfa
f(2) = (6azy — 6xy® + 22° + ax + B) + i (62°y — 32 + 3y* — 2y° + ay +7)
y ahora es sencillo expresar en términos de z, utilizando que
228 =2(x+ z'y)3 =2 (x3 +i3z%y — 3xy® — iy3) = 22° + i62%y — 6xy® — i2y°

—i32% = —i3 (z + iy)® = —i3 (mQ —? + i2xy) = 6xy — i3x? + i3y>
y obtenemos el mismo valor que antes para f (z)

fz)= 223 — i32% + az+ (B +iv)
——

20

4. Dada la funcién
2z +1

2’5+23

f(2) =

(a) (1 punto) Calcula su desarrollo de Laurent en el Anillo 41 (0,0,1)={z€C:0< |z| < 1}.
Solucién: Buscamos el desarrollo de Laurent de f (z) en potencias de (z — 2z9) = z dentro del anillo
A. En primer lugar hacemos la descomposiciéon de f (z) en fracciones simples, buscando las raices
del denominador
P+ =2 (P +1) =22 (2—1i) (2 +1)

De esta forma
2241 2241

224+ 2(z—1i)(z+1)
Como en este apartado estamos buscando potencias de z, en lugar de hacer la descomposicién com-
pleta de la fraccién, hacemos la siguiente descomposicién

2z +1 1 2z+1 1 < A B )
z

P0Gt Pe-0G+r) P\z=i Zyi

Al final del apartado obtendremos los valores de A y B, lo interesante ahora es expresar cada fraccién
simple en la correspondiente serie de potencias. Lo haremos de forma individual, utilizando como
siempre que

1 oo
1 = Zz” siempre que |z| <1
—F n=0
i. Fraccién i Como 0 < |z| < 1, entonces %l = ‘ill < 1y el desarrollo buscado es
1 1 _ 1( 1 ) 1§:(Z)" iz”
. T . — B = —= - = — —_— I
z—i  —i(l-2) i \1-%2 i\ = int



ii. Fraccién ZLH Como 0 < |z| < 1, entonces % = J% < 1 y el desarrollo buscado es

z—ll—i:i(li-%) 1<1+£>:%Z () Z(_l)n%

=0 n=0

Calculamos ahora el valor de Ay B

2241 A B A(z+1i)+B(z—1)

G_0G+r) 72— z3i  -D(G+9)

de donde
A(z+i)+B(z—i)=22+1

Por tanto si z =4

1+2 1
Paraz = i=A2i)=2i+1=A= J;Z:lf—z
7
1-2i 1
Paraz = —i=B(-2i)=-2i+1=B=——=1+i
—zl

y el desarrollo final para la funcién f (z) serd

224 - (22200 (B5)ConEer )
- 5 Z (< 1+ —z) + <1 + %z) (1)n> ;11
- 2 ((—1 + %z) + <1 + %z) (—1)") jn—j

Por tltimo hacemos el cambio n—3 por n (n se cambiard por n+3) para expresar la serie correctamente

i <<—1 + %z) + <1 + %z) (—1)”+3> Zf;

n=-—3

como i"t* = i"* = 4" . 1 = ", simplificamos el resultado

22+ 1 > 1. 1. W\ 2"

= 2 ((rg) (g o) &
n=-3

(1.25 puntos) Calcula su desarrollo de Laurent en el Anillo A (3,1,2) ={z € C: 1< |z —i|] < 2}.

Buscamos el desarrollo de Laurent de f(z) en potencias de (z — zg) = (z — i) dentro del anillo As.
Utilizamos la descomposicién encontrada en el apartado anterior para el denominador

P4+ =22 (P +1) =22 (2 —1i) (2 +1)

De esta forma
2z +1 2z +1

25423 23 (2—1)(2+1)
Como en este apartado estamos buscando potencias de z — i, en lugar de hacer la descomposicién
completa de la fraccién, hacemos la siguiente descomposicion

2z +1 1 2z+1 1 (A B C D )

B(z—14)(z+1i) (z2—0)23(z+1) (2—1)

23 +_+z—|—z

donde se ha tenido en cuenta la multiplicidad 3 de 2z3. Al final del apartado obtendremos los va-

lores de A, B,C'y D, como en el apartado anterior, ahora expresaremos cada fraccién simple en la
correspondiente serie de potencias.



i. Fraccién ZLH Como 1 < |z —i| < 2, entonces J%L < 1y el desarrollo buscado es

1 1 B 1 1 _li z—i\"
2+i (z—i)t+it+i (z—i)+2 2 1+z2; 26

il _

ii. Fraccién 2: Como 1 < |z — i| < 2, entonces < 1y el desarrollo buscado es

o = T
1 1 1 1 - in > i"
1_ _ , _ _1n — _ln
2 () ti (z-i)1+ L z—z‘,;()( ) (z —4)" ngo( : (z—i)"*

y haciendo el cambio adecuado para que las potencias estén en funcién de n
oo
iii. Fraccién Zz: En este caso se tiene en cuenta que

1_ a1
22 dz \ =z

y utilizando el desarrollo de % que hemos calculado en el apartado anterior

n=1

n 1

Es posible intercambiar la derivacién con la suma infinita

5 X i ()~ S e e e - S

n=1

y haciendo el cambio adecuado para que las potencias estén en funcién de n

1 = (-1)"(n—-1
15 ()

A

iv. Fracc10n : En este caso se tiene en cuenta que

1_1d /1
237 2dz \ 22

y utilizando el desarrollo de 2—12 que hemos calculado en el apartado anterior, junto con el in-

tercambio entre sumatorio y derivada, y el cambio de contador, obtenemos la expresiéon de 21
buscado

1 1d 1\ 1d (&(E)"-1)) 1 [ d(-D)"(n-1)
5 = ‘55(?>“§E<§W “§<ZEW>

Ie= (-1)"(n—1)( > "nin—1 X (=Dt m-1D(n-2
_ 752( )" ( Z 2 ( ):Z( ) ’)( )

(Z o n+1 Z‘)n+1

n=2

Calculamos ahora el valor de los pardmetros

22+ 1 _(A B g+ D )_A(z+z')+Bz(z+i)+0z2(z+i)+D23

B(z+i) \28 2z z+i (z—1i)(z+1)

10



de donde
A(z+i)+Bz(z+i)+C22 (2 +i) + D22 =22+ 1

Desarrollando
23(C+ D)+ 2% (B +iC) + 2 (A+iB) + (iA) =2z + 1
Por tanto
C+D = 0
B+iC = 0
A+iB = 2
1A 1
que tiene por solucién
A = —j
B = 1—-2%
C = 2+4i
D = —-2—i

y el desarrollo final para la funcién f (z) serd cambiar cada fraccién por sus respectivos desarrollos.
Hay un camino maés rdpido para encontrar este desarrollo y consiste en agrupar las fracciones en %
A B C Cz22+Bz+D

2

2z z 23

y descomponer el nimerador en potencias de (z — i) que como es un polinomio es muy facil de hacer
mediante Taylor

p(2)=C22+Bz+A=p@)+p (i) (2 —1i)+

por tanto, derivamos dos veces p (2)

p(z2) = 2Cz+B
pi(z) = 2C
y después sustituimos en ¢
p(i) = —-C+B+A
p' (i) = 2iC+B
p’ (i) = 20

y obtenemos el resultado buscado
p(2) = (—C+B+A)+ (2iC+B)(z—i)+ C(z — i)’
que con los valores obtenidos anteriormente para A, By C'
p(2)=(—1—4i)+ (2i—1)(z—i)+ (2+1) (z—i)°

) =
y la descomposicién de f (2) es

z—1 22

1 (A B C D (—1—4i)+Q2i-1)(z—i)+ 24+ (z—9)> 1 2+i
Fz) = (;+_ ;+z+i) (z—1)23 (z—i) (z+1)

11



y a continuacién empleamos las series que hemos encontrado para 1/23 y 1/z +i

. . . . N2 o0 n—1 . 00 n
floy= CLma+ Gim D e+ 4= $5 U - n=2) 2+igh ]

z—1 2(z—1)" z—1 (2i)" !

(z—0)"

n=3 k=0

para que quede més claro hacemos los cambios « = —1 — 4i, = (2i — 1), v = (2 + 1) y obtenemos

o z—i =)\ = (=)t n-1)(n—2 > (=1)" o
o= (222 S e e (oS

o agrupando

f(Z):< a +6+,Y(Z_Z-)>Z(_1)n_ (n_.l)(n_Q)_Z’Y(._ly

z—1 2(z—1d)"

n=3
y todas las potencias empleadas son de (z — 7).

5. Calcula las siguientes integrales

z

(0.75 puntos) /71 sej—(z)dz siendo v, (t) = 4e'; ¢ € [0,27]

(0.75 puntos) / ze*dz siendo v, (t) =2 +it; t€]0,2]
Y2

Solucién: El primer apartado es el cdlculo de la integral de una funcién sobre una curva cerrada que
s6lamente tiene singularidades aisladas, que son los complejos que anulan el denominador

sen(z) =0=z=kn keZ

Aunque hay infinitas singularidades, solamente hay que tener en cuenta aquellas que estan de la curva v,
que es una circunferencia de radio 4. Por tanto hay que tener en cuenta las singularidades que cumplen

d(km,0) <4 = |kr—0| = |kn| = |k|7m <4

inecuacién que tiene por soluciones k = —1,0, 1. Las singularidades que nos interesan son
zZ0 = 0
zZ1T = T
Z2 = —T

y el valor de la integral es

/sz (res (i)

71
Como las singularidades son todas simples el valor del residuo se puede obtener mediante el empleo de
limites, o también utilizando que f (z) = p(z)/q(z), siendo p(z) = €* y q(z) = cos(z) y se cumple
ademds p (zi) #0, q(zx) =0y ¢ (21) = cos(zx) # 0 y por tanto

Res (p(2) /q(2),2) = 5((212)) - cozz();k)

Para cada singularidad

e? el 1
%0 e <sen(z)7 ) cos(0) 1
e? e’ e’
= = R s = = — = _¢™
“ m o (sen (2) W) cos(m) —1 ¢
e? e " e "
= —1=>Res| ——,1|=——=""+=—¢"T"
2 g eS (sen (2) ﬂ-) cos(—m) -1 ¢
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y sustituyendo en la integral

z

/serf—Z(Z)dZ - kai_o (RGS (bejwzk» =2mi(1—e"—e™)

Y1
Teniendo en cuenta la definicién del coseno hiperbdlico

cosh (1) = egte”

obtenemos

z

/ c dz = 2mi (1 — 2 cosh )
sen (z)

Y1

. / ze*dz es la integral de una funcién analitica, sin singularidades a lo largo de la curva v, que no es
T2
cerrada puesto que

7(0) = 0°4i-0=0

y(2) = 22 +i-2=4+2

y por tanto 7y (0) # v (2). De esta forma debemos calcular la integral, o bien encontrando una primitiva
de la funcién del integrando o bien mediante la definicién de integral a lo largo de una curva. Para este
caso es mas sencillo encontrar una primitiva de f (z), ya que integrando por partes del mismo modo cémo
se haria en el cdlculo real, encontraremos facilmente la primitiva

F(z)=(z-1)¢"

Utilizando la regla de Barrow

/zezdz:F(v(Q))—F('y(O)):F(4+2i)—F(O):(4+2i—1)e4+2i—(0—1)60:(3+2i)e4+2i+1

o en forma bindémica

/zezdz: {64 (3cos2 —2sen2) + 1} —|—2’{e4 (2cos2+3sen2)}

Y2

. Calcula en funcién de r > 0, cada una de las siguientes integrales; indicando, cuando proceda, las singularidades
y su tipo

z—2 . . ;
(1 punto) /Wcﬂz siendo v (t) =i + 3re't;  t € (0,27

73

z 1 .
(1 punto) / ((671)5 + 2% sen (;)) dz siendo v, (t) =re't; t € (0,27
”—

Ya

Solucién: Resolveremos cada integral de forma independiente:

-2
(a) / ﬁdz integral de una funcién racional a lo largo de una curva cerrada, por tanto ten-
23— 422 — 2

73
dremos que utilizar el teorema de los residuos. En primer lugar veremos quienes son las singularidades

de la funcién racional, es decir, los ceros del denominador:

1 1
3223—422—,2:0(:)2(3222—42—1):32Z<Z—Z) (z—i-g)

13



Comprobaremos que son todo polos simples y a la misma vez calcularemos los residuos correspon-

dientes ( 2) 2
a .
— 0= i = li - -7
a=0= el G = e e N e ) T R
1 1 (-2 12 !
wee i ()0 ey Emary o
S S 1 O o) N Sk B
a=g= dim (s g) 0= s BT - B

El valor de la integral depende del valor que tome 7, ya que segin el valor que tome la curva

(circunferencia) contendrd o no a las singularidades de la funcién. Calculamos las distancias del
centro de la circunferencia a cada una de las singularidades:

2 =0=d(i,0)=i—0| =i =1

1 1 1 1 17 V17
Z%ﬁd(u)—“z\ TR AT
1 1 1 1 65 65
BETET (Z’ 8) H_8’ T6a Vo1 T8
Teniendo en cuenta que
1< @< 1—7
64 16

podemos distinguir los siguientes casos

0<3r<1:>0<r<%:21,22,23¢703:/f(z)dz:0

V3

216”73
1<3r<3@:>%<r<3§:> :>/f(z)dz:2m'(Res(f,0)):471'2'

(o)
22,23 ¢73 V3

_ 21,236’}?3
@<3r<@:>3§<r<3§:> ] :>/f(z)dz=27Ti(Res(f,0)+Res(f,—§)):%iﬂ
22 ¢73 RE

3r>g=>r>g:{ 21, %2, 23 6703 :/f(z)dz:27Ti(Res(f,0)+Res(f,—%)—i—Res(f&)):0

V3

(b) Utilizando la propiedad de la linealidad en la integral

z 1 z 1
/((671)5 +zgsen§> dz = /(eil)sdz—&— /zgsenﬁdz
z A z |

Ya

z
La funciéon

( )5 tiene una unica singularidad z; = 1, en este caso es un polo de orden 5, puesto
z—1
que

liml(zfl)5f(z):1iniezze7é0

z—

14



y como la funcién es de la forma f(z) = ﬂiLk, el residuo se calcula a través de la férmula

(z—z0)
Res( (2) ZO) — " (20)

(z—z0)"®’ (E—1)!
e? 1 d*e*
R — 1l == —
o ((21)5’ ) 41 dzt |

1 . L . .
sen — también tiene una unica singularidad, z2 = 0, que es aislada y ademds por estar

L4

La funcién 2°

z
dentro del argumento de una funcién seno complejo es esencial, para calcular el residuo de la funcién
en esta singularidad utilizaremos también el desarrollo de Laurent alrededor de su correspondiente
singularidad. Utilizamos el desarrollo en series de potencias de la funcién sen (z)

RPN S G DU 45 U DR S G D 00 S R o U G D |
ben(Z) —7122()(2n+1>!2 1= 2%sen <2’2) —29; (2n+1)! (22> _7;) (2n—|—1)!24"77

. . . ~ . —1
Para econtrar el residuo buscaremos en la serie el coeficiente que acompana a la potencia (z — zg)~ =

z_120. Para el caso de z° sen Z—12 v la singularidad z; = 0 obtenemos

dn—T7T=1=4n=8=>n=2

por tanto

1 (-1)* 1
9 _ —
Res (Z sean,()) 2.2+ B

Para finalizar el ejercicio tendremos que ver cuando cada singularidad estd dentro de la curva, como
esta curva depende del radio r, tendremos que distinguir cada uno de los casos. Calculamos las
distancias del centro zp = 0 a la singularidades

21 = 1$‘21*Zo|:‘170|:1

Z9 = O:>‘ZQ_ZO|:‘0_O|:O

Por tanto:

O<r<l= :>/(6—1de+ /zgsen;dz—0+27riRes<zgsen— O>_ﬂ
5 —

2 )
o z
Z2 €7 Y4 74

22’

o # o 1 ) z . 1 i
r>1= 2,2 €E7= /e—5dz—|— /z) sen —dz = 27i Res 6—5,1 +2mi Res <29 sen — O> -
G- T -1
V4 2l

8. Elige uno, y sélo uno, de los siguientes problemas

OPCION A.- (1.5 puntos) Utiliza la transformada Z para resolver la ecuacién en diferencias

1

32Uni2 — 4Ynt1 — Yn = o

junto con las condiciones iniciales yg = 8, y; = 1.
Solucién: Aplicaremos la transformada Z y sus propiedades de linealidad y desplazamiento

Z[32Yn+2 — 4Ynt1 — Yn] (1) = 2 [2%] (2)

15



Primero la linealidad

22 ) () — 42 ) () - 21 () = 2 [ 5] 2

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zlynsal (2) = 2°Z[ynl (2) — 20 — 2y1 = 27 Z [yn] (2) — 82" — 2
Zlynnl(z) = 2Z1[yn] (2) — 290 = 2Z [yn] (2) - 82
Zly](2) = Z[yl(2)

Sustituyendo en la ecuacién

32(2Z[yn] (2) — 822 —2) —4(22Z[ya] (2) = 82) = Z [yl (2) = Z 2% (2)
(322 =42 —1) Z[yn] (2) —32-82° —322+4-82z = Z 2% (2)
(322 4z — 1) 2yl (2) - 3282 = Z 2in (2)

(328 =4z —1) 2y, ) (2) = Z 2% (2) + 32 - 827

y despejando
Z [3%] (2) + 25622
(3222 =4z -1)

Z (yn) [z =

El valor de Z [2%] (2) lo obtenemos mediante la aplicacién directa de la definicién de transformada

zZ
1 ZOO (/2 1 - (L\"_ 1 22 i
Z -_— = = = a_ = = =

n=0 n=0

y sustituyendo

1 + 25627 2425622 (2 — 1)

2 lE =Gy~ (- 1) (3222 — 42— 1)

Para obtener el valor de y,, tendremos que calcular la transformada Z inversa de la expresién anterior

R 2 + 25622 (z— %)
hn=2 <(z— 1) (3222 — 4z — 1)) )

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer la
descomposicién de la funcién racional en fracciones simples. Las raices se obtienen facilmente y mas
teniendo en cuenta que ya ha aparecido este polinomio en un ejercicio anterior

oty =afe-2) ()

B 2 + 25622 (z — %)

TBEDE-DET

Necesitamos obtener el desarrollo de Laurent de F' (z) dentro de un conjunto de la forma A (0,7, 00),
es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma operacién.

y la funcién queda

F(2)

16



Para hacer la descomposicién en fracciones simples, es necesario, dividir los polinomios, ya que
ambos tienen el mismo grado. Sin embargo, puesto que buscamos desarrollos centrados en 0, es
decir, desarrollos en potencias de z, lo mejor es sacar factor comin en el numerados como sigue

oz 2562(2—%)—4—1
32(2-3) (- 1) (2 +3)
y buscar una descomposicién en fracciones simples de la forma

FE) =5 (@A%) Tt <ZS%>>

Después cada fraccién se desarrolla de la misma forma utilizando la suma de la serie geométrica en
las condiciones de convergencia adecuada

F(2)

1 1 1 I /1\" &1 1 =01 1 1
Z—% - ;1—%:;Z<2_Z) :ZQ_”ZTH‘l:ZQn—lZ_n |Z|>§
z n=0 n=0 n=1

1 11 I/ 1)" &1 1 > 11

= — — — i — _ — . >_
zfi z1-— i z n;) <4z> nzz:o 4n zntl 712::1 qn—1 zn 2]
1 1 1 1 1\" & 1 1 > 1 1 1
o1 - == )" (=) = 1) ——= —)nt —_ S =
ST iR (E) SR EEe 0 e M

Queda por calcular los valores de A, B, C'y D

256z (2 —3)+1 A LB _C

(z=3)E-3)(+3) (-3)

Operando

(ol Y () ()3

Y dando a z los valores de las raices %7 j y —%

1 1 1 1 1 32
1 1 1 1 1 1 1 1 15-32
1 1 1 1 1 1 1 1 21 -64 448
‘ 8j0< 8 2>< 8 4) 56( 8> (< 8) 2)+ < 15 5
de donde

i<A+B+C>:Z<11+51+E1>
R\ (2-3) (¢-1) (¢+3) 5(2—3) (¢—1) 5 (2+5%)

y en forma de serie

1 1 1 14 1
ro - (et oaty )




Descomposicién que es vélida para |z| > % Si cambiamos para que la potencia de % sea n
o0

11 1 14 1 1 1

b—+— (—1)"— | = |z > =

( ) m g

F(Z)Zn;) 52—n+ 4—n+ 5

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos
1 14 1
— (=" ) n>0

8n

(1L 1
Yn=\5an "o T 5

Podemos comprobar que para n =0y n = 1, se obtienen los valores de las condiciones iniciales

11 _1 14, 1)\ 1 14

— (ot = (1) = | = +5+—=38
Yo (520+40+5< )80> 5701
14

> 1

11 1 14, 41\ 1
= _— —_— ——]_ —_ = — —_—— =
u (521+541+5( ) 81) 01 10

OPCION B.- (1.5 puntos) Se considera la curva 5 (t) = 2¢%, con t € [0,27] y a > 0.

(a) Calcula
1
T(a)= /75 sen (az) (22 — 2z + 2) dz

(b) Deduce que lim,—,0 I (a) = 0.
Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de Ejercicios

Basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.

18



