Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, |.T. Industrial (Electricidad)

Examen de operaciones bésicas, 5 de febrero de 2010

1. Expresa el nimero complejo z = % — z@ en forma polar o exponencial.
Solucioén:
2
1 V3 1\? V3 [1 3 [4 2
Moédulo: |z| = |= —i—| = - B = =4+ ==/ ==2Z
bdulor|e] = 15~ <5>+< 5) 25 " 25 25 5
—V/3/5

T
Argumento: 6 = arctan = arctan —V/3, como z estd en el 4° cuadrante, § = -3

1/5
2. Calcula el inverso de z = 5 — i y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Aplicamos la definicién de inverso

1 z 5+1 5+t 5

2T T poif ®r12 26 %
(2 — 5i) (2 +1)
(1 —29)

Solucién: Utilizando las propiedades de los médulos

3. Calcula el médulo de z =

(2 — 5i) (2 +1)
(1—2i)

12— 50 (2 +9) ( (2)2”‘5)2) VZ+T) mgs
( 124 (—2) )

|z=\

4 . .
4. Calcula z = (1 + z\/g) expresando el resultado en forma binémica.

Solucién: Ponemos en forma polar o exponencial

Modulo: 2] = [1+v3 = /(1) + (\/5)2 =VIt3=Vi=2

3 T
Argumento: § = arctan % = arctan \/5, como z estd en el 1° cuadrante, 6 = 3

y por tanto z = 2¢™/3. Si ahora elevamos a 4
. 4 .
o4 — (2€m/3> — 94pidm/3

por otra parte

47r737r+7r7 Jr7r
3 3737 "T"3

luego

e B 1 3
2461471'/3 — 246271'617\'/5 — _16 (Cosg _i'_iseng) = —16 (5 +’L§> = —8 — 7,8\/5



5. Calcula z =v/—4 y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el nimero 4 en forma polar

Moédulo: |z] = |—4] = \/(=4)* + (0)* = V16 4+ 0 = V16 = 4

Argumento: Como z es un nimero real negativo § =«
Las raices cuartas de z son

| 0. + 2k 2%
wg, = V/|z|e"?* siendo p;, = tl W:W—l 71-00111620,1,2,3

por tanto, teniendo en cuenta que |z| = 4 y por tanto |wy| = v4 = /2

Wo

\/56“00 — \/ieiﬂ'/4 _ \/5 (? +2g> _ (1 +Z)
wy = V2e%1 = 2374 = /2 (ﬁ +Z£> C149)
wo = \/§€i4p2 — \/561'5#/4 _ \/5

(£

241 . .
6. Calcula z = 3-&-% y expresa el resultado en forma binémica.
i

Solucién: Para dividir ambos complejos, multiplicamos numerador y denominador por el conjugado del deno-
minador para obtener
2+ (2414) 3—-2i) (24+14)(3—-2i)) 6-4i+3i+2 8 1

——i

342 (3+2i)(3—20) 13+ 2i[? 944 T 1313

7. Calcula (1 — ) (34 1) y expresa resultado en forma binémica.

Solucién: Operamos normalmente
(1—i)(3+i)=34i—3i—(i)° =4—2i

(i43 _ i40)

8. Calcula z = m

y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Reducimos los exponentes teniendo en cuenta el comportamiento ciclico de las potencias de i.

43 = 4-1043=> B = =—

40 = 4-1040="="=1

110 = 4-271+2="10=2=-1

413 = 4-103+1=¢#B =il =4
por tanto

(2'43—1’40):—@—1:—1—2':1

(G110 — 413y 1 —4  —1—4



9. Calcula y expresa z = (1 — z\/g) (1+14) en forma polar o exponencial.

Solucién: Como el resultado se pide en forma exponencial, lo mejor es utilizar esta forma para cada uno de los
complejos. Para z; = (1 — z\/g)

Médulo: |21 | = ‘1 —Z\/g‘ =/(1)* + (—\/§>2 =VI+3=V4i=2

Argumento: #,, = arctan = arctan —\/5, como 27 estd en el 4°” cuadrante, 6,, = ——

Para zo = (14 1)

Médulo: |z = |1+1i =/ (1) + (1) =vVI+1=v2
1

Argumento: ,, = arctan 1= arctan 1, como 2o estd en el 1°" cuadrante, 0,, =

=1

Finalmente realizamos el producto en forma exponencial

riz = (2671'#/3) (\/56”/4) — 9\/Be—iT/3HiT/4 _ o [5o—iT/12

1—14 .
10. Calcula y expresa z = g en forma polar o exponencial.
(1+4iv3)
Solucién: Como el resultado se pide en forma exponencial, de nuevo, la mejor estrategia es utilizar esta forma
para cada uno de los complejos.

Notar que (1 —i) es el conjugado de 1 + 4, cuya representacién exponencial ha sido calculada en el ejercicio
anterior '

21=(1—i) = (1+1i) = V2eim/4 = \/2e~ /4
El complejo del denominador (1 + \/51) es el complejo conjugado de (1 — z\/g), cuya representacién exponencial
también ha sido calculada en el ejercicio anterior, por tanto

zp = (1 + \/§z) = (1 - \/§z) = (2e-i7/3) = (gem/s)

o _ V2 V2
29 - (2em/3) -9

lo dnico que queda por hacer es el cociente de complejos en forma exponencial:
\/iefiw/4f(i7r/3) _ @eﬂ‘ﬁr/u
2

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de Ejercicios Bésicos
y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.



Variable Compleja y Transformadas

Segundo Curso, I.T.l. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 5 de febrero de 2010

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:

1.- Responde razonadamente. Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desarrollo
necesario para llegar a su resolucién podran ser valoradas con 0 puntos.

2.-  Se valorard el correcto uso del vocabulario y la notacién empleada; asi como la claridad
y la presentacién de los resultados.

3.-  Los errores importantes de calculo o errores simples reiterados pueden conllevar una puntuacién 0
en el apartado correspondiente.

4 .- Utiliza resultados exactos, sin decimales, recuerda que no esta permitido el uso de calculadora.

1. (0.5 ptos.) Expresa cos3z y sen3x en términos de cos (z) y sen (z).

Solucién: (Ejercicio resuelto en clase) Utilizaremos la conocida férmula de Moivre
Vo € R: (cosx +isenx)” = cosnz + isennx

para el cason =3
. 3 :
(cosx + isenx)” = cos3x + isen 3z

Desarrollando el cubo de la suma

(cosz +isenz)® = cos®z+3(cosz)’ (isenz) + 3 (cosz) (isenz)” + (isenx)
3 . 2 2 . 3
= cos”’x+13cos” rsenx — 3COSTSENT — {SEN T

3 2 . 2 3
= (cos®x —3cosxsenx ) +1|3cos"rsenr —senx
por tanto igualando partes real e imaginaria obtenemos la relacién pedida

2

(0053 T — 3 Ccos T sen :r) = cos3x
9 3

3cos“ rsenr —senx = sendzx

2. (1 pto.) Encuentra todas las soluciones de la ecuacién
1
V3 — 2i

Solucién: (Ejercicio similar a los resueltos en clase, por ejemplo cos z = 4) Expresamos la tangente en términos
de la funcién exponencial compleja

tanz =

e —e
. sen z 1 :>T 1 :leiz—e_iz 1
anz = = _ _ = Z— -
cosz  3—2i eF4e ' \3-2 ieF4e® 392
2
hacemos el cambio e* = w = e~ %% = %
1
1Y~ % 1 lw?—1 1
- = = - =
iyl VB-20 T diwl+l VB2
w



la igualdad entre las dos fracciones conduce a la siguiente ecuacién
(w?=1) (VB-2i) =i (w? +1) > w? (VE-2i—i) = (V-2 +i) = w* (VB-3i) = (V3 1)
y despejando w?

wro V3—i _(VB—i) (V3+3i) _3+i3V3-iv3+3 _6+i2v3_1 V3
CVB-3i \VB3-3i ) \V3+3i) - 26

12 12
aunque ahora podriamos calcular la raiz cuadrada para obtener el valor de w, es més eficiente tener en cuenta
12z

que si w = e*?, entonces w? = €'?? y por tanto
2z _ l 4 Zé
2 6
y tomando logaritmos complejos
1 V3
2z =1 —+i—
122 og ( 5 +1 6 )

Para calcular el logaritmo complejo necesitamos el médulo y argumento de % — z@

1
1,.,V8
2 6

arg (z) =

1 gl

Y finalmente obtendremos

1 1
i2z:1n7§+i(%+2k7r) :—§1n3+i(%+2kw>

o despejando z

1 1 s 1 s 1 In3
z 2i( 2n3+z(6+ lm)) i n3+12+k7r 7r<k’+12>+z4

. (1 pto.) Encuentra los niimeros complejos z = x + iy en los que la funcién
f(z)=2zRe(z) + 2*Im(2)

es derivable y calcula la derivada en dichos puntos.

Solucién: (Ejercicio similar a los resueltos en clase, por ejemplo f(z) = zIm (z)) Para comprobar la derivabi-
lidad de f (z) utilizaremos las ecuaciones de Cauchy-Riemann, por tanto, en primer lugar tenemos que expresar
f (%) en la forma f = u + év. Teniendo en cuenta que z = x + iy, y por tanto Re (z) =z e Im (2) = y:

2Re(2) +22Im (2) = (x4 iy)z + (z +iy)°y = 2° + iyx + (2 —y® +i22y) y = 2% +iyz + 2%y — y° + 22y
agrupando partes real e imaginaria
f=u+iv= (2" +2% — ) +i(zy + 227°)

Como se ha comentado antes, para que f sea derivable, las funciones u y v deben cumplir las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.

Ug vy = (204 22y) = (v +4ay) = o — 220y =0

2

Uy = —vx:>(a:2—3y2)=—(y+2y2):>x —y2+y:O



De la primera ecuacién
x(l-2y)=0

que tiene por soluciones

y =

=0 O

Sustituyendo el valor x = 0 en la segunda ecuacién

y=0
r=0=—-y"+y=0=y(-y+1)=0%
y=1
y se obtienen dos puntos: P, = (0,0) y P, = (0,1) que conducen a los complejos z; =0y 22 = i.

Sustituyendo el valor y = % en la segunda ecuacién

2
1 1
27— —_ = 2 —_ =
T <)+2 0:>x+4 0

que no tiene solucién puesto que x debe ser un nimero real.

En resumen, sélo tenemos dos complejos para los que la funcién es derivable. Podemos calcular la derivada en
esos puntos utilizando la definicién correspondiente

I (o +iyo) = ug (20, yo) + 10z (w0, y0) = (220 + 2T0Yy0) + i (yo + 2y(2))
y lo dnico que necesitamos es sustituir los complejos adecuadamente

F0) = f(041i0) =mug (0,0) +iv, (0,0) =0+i0 =0

~
2
—
.
=
Il

F(0+11) = uy (0,1) + vy (0,1) = 0+ i3 = 3i
4. ((1.5 ptos.) Calcula el desarrollo de Laurent de la funcién

322 -2
(22-2242)(2+2)

f(z) =

en el anillo A (0,v2,2) = {z € C: V2 < |z| < 2} (desarrollo centrado en z = 0).

1. Solucién: Buscamos el desarrollo de Laurent de f (z) en potencias de (z — z9) = z dentro del anillo A. Como
siempre, en primer lugar hacemos la descomposicién de f (z) en fracciones simples, buscando en primer lugar la
descomposicién en raices del denominador. Sélo nos queda por factorizar el polinomio de segundo grado

2+V/4—8 2+—1 2+2
2 o 2 2

22—2242=0& 2= =1+

de esta forma

322 —2 322 -2 A B C

- - = <+ ~ +
(22-2242)(2+2) (—1+))(z—1Q=-)(z+2) z—(14+i) z—(1-4) 2z+2
Al final del ejercicio obtendremos los valores de estos parametros, sin embargo lo interesante ahora es expresar
cada fraccién simple en la correspondiente serie de potencias. Lo haremos de forma individual, utilizando como
siempre la suma de una progresiéon geométrica con razén menor que la unidad

1 o0
T = Z 2" siempre que |z| <1
—z

n=0



(a) Fraccién Como v/2 < |z| < 2, entonces “/‘_ < 1y por tanto |1ml‘ =2 <1y el desarrollo buscado

m IE)
es
1 1 1 1 Lon (1+i\" (1+4)" °°1+z”1
e () R () -SSR -
(b) Fracciénz_(+l Como v/2 < |z| < 2, entonces “/‘_<1yp0r tanto |‘ ‘l :‘—‘ﬁ_<1ye1 desarrollo buscado
es
1 1 1 1 I R e A () K= ¢ ) Lo
(11’)_2(1—%)_7;(1—%)_2;_0( z ) _nZ::o on+1 _nzz:l 2"
(¢) Fraccién Z+2 Como |z| < 2, entonces I | <1y ylarazén debe ser 5
1 1 1 1 & n 2\ n 2"
z+2—§(ﬁ>—520<” (5) =X V' gm
El desarrollo para f (z) buscado es
322 — 2 B A, B C
(z—(14+d)(z—(1-4)(z+2)  z2—(1+13) z—(1—4i) 2z+2
o (L+4)" ! N (1—d)" ! X m 2"
- Azlizn +3272n +CZ:O(—1) OTES)
n= n= n=

- i(A(1+i)"—1+B(1—z” 1) +C Z "o

Lo tnico que queda por hacer es calcular los valores de A, B y C; para ello utilizamos la descomposicién

correspondiente

322 -2 B A L B . C
(z—(1+i)(z—10-i)(z+2) 2z—(10414) z—(1—14) 2z+2

sumando las fracciones e igualando numeradores

A(z—(1=d)(z+2)+B(z—(1+1)(24+2)+C (2 — (1+1)) (2 — (1 —1)) = 32* - 2

Dando a z los valores de las raices 1 +4,1 — iy —2

2z = 1+i=A((Q+)—1-i)(1+i)+2)=31+i)° -2 A6i—2)=6i—2< A=1
z = 1—i=B((1—i)—(14+i))(1-i)+2)=3(1—-i)° -2 B(-i6—-2)=—6i—2<B=1
2 = —2=0(2—-(1+4+)(-2—(1-1)=3(-27-2aCl0=10=C =1

y la serie buscada es

32’272 > nl
G—(1+0))(z—(1-1)(z+2) 2( +(1-9) ) +Z 2n+1

2. Calcula las siguientes integrales sobre las curvas que se indican :

) (1 pto.) / 22dz siendo 7y, (t) el segmento que une 23 = —1 —icon 2o =1+1.
Yo



e? .
(b) (1 pto.) /’Y1 mdz, donde v, (1) = 4e'; t €0, 27|

Solucién: Resolvemos cada apartado de forma independiente y utilizando un método diferente en cada caso.

(a) Aunque la curva no es cerrada, ya que se trata de un segemento lineal que une dos complejos, la funcién es
derivable compleja, de hecho es una funcién entera y por tanto tiene primitiva que es

Para calcular la integral sélo es necesario aplicar la regla de barrow

3
/ 2dr= =
Yo 3

Es posible utilizar la definicién de integral a lo largo de una curva, f7 f(z)dz = f; f (v )+ (¢)dt, pero
es un camino més largo.

s 1+ (=1-4)® 4(i—1)

3 3 3

z=—1—1

(b) La curva es una circunferencia de centro 0 y radio 4, por tanto es una curva cerrada, ademés la funcién es
racional por lo que sélo tiene singularidades aisladas y podemos aplicar el teorema de los residuos para el
célculo de la integral. Las singularidades son los complejos que anulan el denominador

Z24rml=0s222=—10lsz=4m

por tanto
e? e?

2+ (z + i) (z — i)

Ambas singularidades estdan dentro de la circunferencia, puesto que
d(0,7i) = d (0, —mi) = m = 3.141592654..... < 4

por tanto las dos contribuyen al cdlculo de la integral.
Teniendo en cuenta que son polos simples sus residuos son muy sencillos de calcular:

z z

e 1

e . e

e
R —_— ] = 1. — ) ———— = 1 _— = =
o ((z + i) (2 — i)’ m) s (z = i) (z + mi) (z — i) Bt (z+mi) 2m 278

z z

z
Res %, —mi ) = lim (z+ mi) + = lim ¢ — = N —
(z + mi) (z — i) z——mi (z+7m)(z—7i) =z——mi(z—mi) —2mi 2mi

y el valor de la integral

e® e® e® 1 1
/71 Il (Res ((z +7i) (2 — m')’m) - Res ((z + i) (z — mi)’ m)) " ( 27i + 27ri) 0

3. Calcula en funcién de r > 0, cada una de las siguientes integrales; indicando, cuando proceda, las singularidades y su
tipo.

(a) (1.25 ptos.) / ((z —1)%eM/(-D 4 %sen (z)) dz, donde 7, (t) =i +re't; te€0,2n]
Y2

22

(b (1.25 ptosf) by (22 +9) (22 +4)
vu () =ret, t € [0,2n] y v5 (t) =t, t € [—r,r] (ver Figura 1).

5dz, donde 3 (t) = v, (t) U5 (t) es la semicircunferencia definida mediante

Solucién: Resolvemos cada integral de forma independiente:



(a) Utilizando la linealidad la integral se puede poner como

1 1
/ <(z —1)%el/Eh — sen (z)) dz = /(z —1)? e/ Ddy 4 /? sen (z) dz

2l Y 2l

La funcién (z — 1)2 e!/#=1 tiene una tnica singularidad, z; = 1, que es aislada y ademés por estar dentro
del argumento de una funcién exponencial es esencial.

La funcién Zr sen (z) también tiene una tnica singularidad z; = 0. En este caso como es un cero de orden
4 del denominador y un 0 de orden 1 del numerador, serd un polo de orden 3.

En ambos casos vamos a utilizar el desarrollo de Laurent correspondiente para encontrar el valor del residuo.
En el primer caso porque no hay otra alternativa ya que es una singularidad esencial, mientras que en el
segundo caso, aunque es un polo de orden 3 y podemos emplear los métodos usuales, por simplicidad
utilizaremos también el desarrollo de Laurent alrededor de su correspondiente singularidad.

Estos desarrollos son muy sencillos utilizando el desarrollo en series de potencias de las funciones e* y sen (z)

B 2 1/(2—1) _ R N S | 1
N A -1 (21 LIRS v N S
e nZ:% o (z—1)"e (z—1) ;n! T ;n! o

_ - (_1)” 2n+1 1 _ 1 - (_1)” 2n+1 __ - (_1)” 2n—3
sen(z)—z(2n+1)!z ey Sen(z)_z4z(2n+1)!z _Z(Qn—l—l)!z
n=0 n=0 n=0

. . . - . -1

Para econtrar el residuo buscaremos en cada serie el coeficiente que acompana a la potencia (z — z9)~ =
2 _ . .

ﬁ. Para el caso de (z — 1) e!/#=1 y la singularidad z; = 1 obtenemos

1 1
—2=1=>n=3=—==-
" " 3176
por tanto

Res ((zf 1)? 61/271,1> =
Para el caso Zrsen (2) y 22 =0
n—-3=-1=2n=2=>n=1

por tanto

1 1 1
Res | —sen(z),0| = = = =
<z4 (2), ) 316
Para finalizar el ejercicio tendremos que ver cuando cada singularidad estd dentro de la curva, como esta

curva depende del radio r, tendremos que distinguir cada uno de los casos. Calculamos las distancias del
centro zg = ¢ a la singularidades

zZ1 = 1#‘21—20‘:‘1—“:\/5
Z9 = O:>‘22—20‘=‘0—i|:1
Por tanto:
2 # 5 1 1
O<r<l= :/(2—1) e==1dz + /—45en(z)dz:0—|—020
o z
22 ¢ v Y
2’1%’}/ 1 1 27 ;
l<r<v2= :>/(z—1 e=Tdzt / dz—O+2mRes(—4sen(z) 0) :%:%
o z
Z2 €Y v v

r>V2= 21,2 6%:>/f(z)d222m' {Res ((2—1)261/2_1,1) + Res (z—lzlsen(z),0>} :2%{%—&—%} = %
v



(b) Se trata de la integral de una funcién racional a lo largo de una curva cerrada (semicircunferencia de centro 0
y radio r conectada con un segmento). Como las funciones racionales sélo tienen singularidades aisladas, el
método que tenemos que emplear es el teorema de los residuos. En primer lugar buscamos las singularidades
de la funcién, que serédn los ceros del denominador y que podemos calcular facilmente

2249=0 S z=1%
(2 +9) (£ +4) " =0s
(2244)7=0 ©2=42
Luego la funcién del integrando se puede expressar como

22 22

(22 +9) (22 +4) = (2 +3i) (z — 3i) (2 + 20)° (2 — 2i)°

de donde se deduce que 3¢ y —3i son polos simples, mientras que 2¢ y —2¢ son polos dobles.

Notemos que la curva es una semicircunferencia situada en el semiplano superior y por tanto ni —3i, ni —2i
caeran nunca dentro de la curva. Sélo es necesario por tanto conocer los residuos de f (z) en las otras dos
singularidades: 2: y 3.

A continuacion calcularemos los residuos. Para el polo simple:

Res(f (2),3i) = lim (z —3i) f(2) = lim G = (3)" 3%

’ 23 2=3i (24 30) (2 +20)° (2 — 20)° (30 + 30) (3i +2i)° (3i — 2)> 50
Mientras que para el polo doble

22
‘ N (z—30) (2 +31) (z+2)* .| o(2) ..\ _ ¢ (20)

Res (f (2),2i) = Res 20 ,2t | =Res <—(z EEel 21) =

Calculamos ¢ (z)
2 22 (22 49) (2 + 2i)* — (2z (2 +20)° +2 (22 +9) (2 + 2i) z2)

&= o arar 0"

(224 9)? (2 + 20)*
y evaluando en 2i
4i ((21')2 + 9) (4i)? — (4@ (49)2 + 2 ((m)2 + 9) (44) (21')2) 5
qj)/ (21) = 2 =——
(20 +9)" (ai)" 200

Para finalizar el ejercicio tendremos que ver qué singularidades estdn dentro de la curva; como esta curva
depende del radio r, tendremos que distinguir cada uno de los casos. Para ello calculamos las distancias
del centro zy = 0, a cada una de las singularidades

zZ1 = 2Z:>‘21—ZO|:‘2Z—0|:2

Z9 = 37,:>‘22—Zo|=‘37,—0|=3

10



Por tanto:

2

o z
0<r<2=2,z :>/ dz=0
122 #7 (22 +9) (22 + 4)2
V3
Z1 E’YO3 22 ) 3
2<r<3= :/ dz =2mi (Res (f,2i)) =2mi (2%) = — =7
. (Z2+9) (Z2+4)2 ( (f )) (oO) 25
) ¢73 V3
3 ; z dz = 2mi (Res (f, 2i) + Res (f,31)) = 2mi (3 — 3i) = =0
r>3={ 2,z et o)y ap = 2 (Res (/.20 + Res (,30) = 2 (55 — 5g) = o
73

4. Elige sélo una de las siguientes opciones:

OPCION A.- (1.5 ptos.) Se considera la curva () = 3¢®, con t € [0,27] y a > 0.
(a) Calcula

/Ldz
L 23 (22 +22+2)

(b) Deduce que lim,_,0 I (a) = 0.

OPCION B.- (1.5 ptos.) Utiliza la transformada Z para resolver la ecuacién en diferencias

Ynt3 + Yni2 — dynt1 —4yn =1
con condiciones iniciales yo =0, y1 =0 e ya = 1.
Solucién:

OPCION A.

(a) La funcién
e(lZ

23(22+22+2)

es un conciente de funciones derivables, por tanto, la funcién tendra singularidades en aquellos puntos
que anulen el denominador, es decir
23 (22+22+2) =0

Esta ecuacién tiene por soluciones
z = 0

_ —24+/4-8 —2+-4 -2+2
o 2 - 2 2

2242242 = 0=z =143

y tendremos 3 singularidades
z1=0 Polo de orden 3
20 =—1+1 Polo simple
z3=—1—1 Polo simple

Segun el teorema de los residuos, al ser la integral de una funcién que sélo tiene singularidades aisladas
sobre una curva cerrada, el valor de la integral serd la suma de los residuos de las singularidades que
caen dentro de la curva, multiplicada por 27i. Como la curva es una circcunferencia de centro 0 y radio
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3, para saber si una singularidad cae dentro de la curva tendremos que ver que su distancia al centro
es menor que el radio

d(0,z1) = |z1—0/=|z1|=0]=0<3= 2 €5
d(0,2) = |z—0]=]|z|=|-1+i=v2<3=2z¢ey
d(0,z3) = |z3—0|=|zs|=|-1—i|=v2<3= 25y

todas las singularidades estdn dentro de la curva, por tanto

Lmdz = 2mi [Res (f,0) + Res (f,—1+1¢) + Res (f, —1 —1)]

Calcularemos a continuacion esos residuos. Para los polos simples

1+z’éRes(e— 1+i) = Res <w,l+i>

Z2

B (2+22+42) z—(—1+1))
a(—141) a(—1+1)
901 . . e e
= Res 7',*14’7, = 71+Z - B = . .
((z— (—1+1) ) P = T (i (c1—g)  &ia+D
, e* . —z3(z—e(a—z1+i)) ,
23 i = Res <z3 Z12:79) z) Res<(z_(_1_i)), z)

_ . P2 1) = = ea(—=1—1) B pal(—1-0)
N Res((z—(—l—z'))’ ' )_%( ! )_(_1_1')3(_1_@-_(_1”))_—41'(1—@')

Como vemos ambos residuos son conjugados uno del otro y los dos contribuyen a la integral tendremos

R ) ) R ) ) ea(flJri) ea(flfi) ea(flJri) ea(—1+41) R ea(71+i)
eslfiml+ i+ Res(f -1 = oy Y =y ~masy Tmas) R (W)
o poniendo en forma binémica el complejo
a(—141) —i(1—34 —a
461‘ 1+i) 4(1 i(z‘) (1Z) 7¢ " (cosatisena) = ~“—(1+1)(cosa +isena)
se obtiene
ea(71+i) e~ @ e—a
2Re (m) =2 5 (sena —cosa) = (sena — cosa)
Mientras que para el polo triple
_ e [T ) — Rea (23 ) — £50)
Z3—0=>RES (m,O)—RGS (T,O —RGS(;7O>_T
Derivaremos ¢4 dos veces
e , ae'® (22 +2242) — (22 +2) e**
)= —/————— = Palz) =
¢3(2) 2212212 ¢3(2) (22+22+2)2

(a?e®® (22 + 2z + 2) — 2e%%) (22 + 2z + 2) — 2(22 + 2) (ae®® (22 4+ 22 + 2) — (22 + 2) e*?)
(22422 +2)°

o5 (2) =
y evaluamos en z =0

(20> -2)2-4(2a—-2) 4(a>-1)-8(a—1) 4(a—1)(a+1-2) (a—1)

1 _ _ _
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por tanto
az —1 2
Res (=" g)=lo=1"
23 (22 +22+2) 4
La integral serd, teniendo en cuenta que la suma de los dos tltimos residuos ya la hemos calculado
previamente

/me = 2mi[Res(f,0) + Res(f, —1 +14) + Res (f, —1 — )]

(a—1)> e
1 +

(sena — cosa)

(b) Simplemente tomamos limites cuando a — 0

—1)? —a
lin%I(a) = lim 2mi [% + 64 (sena — cosa)] =0

a—0

OPCION B: Para resolver la ecuacién en diferencias

Yn+3 + Yn42 — 4yn+1 - 4yn =1

junto con las condiciones iniciales yp = 0, y; = 0 e yo = 1, aplicaremos la transformada Z y sus propiedades:
linealidad y desplazamiento

Z [Yn+3 + Uns2 — 4ynt1 — 4un] (2) = Z[1] (2)

Primero la linealidad

Z [yn+s] (2) + Z [ynt2] (2) = 42 [yns1] (2) —4Z [yn] (2) = Z2[1] (2)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Zynss](2) = 2Z [yl (2) = 2%yo — 2%y — 2y2 = 22 Z [yn] (2) — 2
Zynt2] (2) = 22Z[ya] (2) = 2%y0 — 21 = 222 [yn] (2)
Zlyni](2) = 2Z[yn] (2) — 250 = 22 [yn] (2)
Sustituyendo en la ecuacién
(2°Zlyn) (2) = 2) + (22 [yn] (2)) =422 [yn] (2) =42 [y (2) = Z[1](2)
(23+2274zf4)2[yn] (z)—z = Z[1](»)
(2422 =42 =) Z(yn) Zyn] (2) = Z[1](2)+=
y despejando
Z () o] = Z[1)(z) + 2

(23 + 22 — 4z —4)
El valor de Z [1] (z) lo obtenemos mediante la aplicacién directa la definicién de transformada Z

=1 z
ZN( =Y o =
n=0

y por fin

Z (yn) [2] = (23 +zz_21_ 4z — 4) - (z—=1)(23+22—-42—-4)
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Para obtener el valor de y,, tendremos que calcular la transformada Z inversa

yn =21 ((21) (3 522424))

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador y hacer la descom-
posicién de la funcién racional en fracciones simples. Las raices se obtienen facilmente mediante Ruffini

P —dr—4=(24+1)(2-2)(2+2)
y la descomposicién en fracciones simples serd

F(z) = < - 4,5, ,0
-+ (2-2)(2+2) z—1 z+1 2z-2 z+2

A continuacién desarrollamos cada fraccién en series de Laurent dentro de conjuntos de la forma A (0,7, 00),
es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma operacién, transformar
la fraccién para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 1 1 1 1< /1\" & 1 1
S - eyirinli) "X am ol ke
z z n=0 n=0 n=1
1 1 11 1S a1l & (1) & (-t
_ P J—— —1 — = = >].
z+1 z(l—l—l) z1+1 ZZ( ) 2" zntl Z z 12|
z z n=0 n=0 n=1
1 1 1 1 1 (2)" >, 9n >, gn—1
— == 5 == ) = — = |z| > 2
z—2 z(l ;) z1 zi=\2 ;)z“ nz::l
LS R S D A 1 2 N b o ) i A AP
z+ 2 z (1 + %) z1 + % z n=0 Z n=0 Z’H'l n=1 2"

Finalmente lo tinico que queda por hacer es calcular los valores de A, B, C'y D

22 A B C D

(z=1)(z+1)(2—2)(2+2) z—1+z+1+272+z+2

y sumando las fracciones e igualando numeradores
A+1)(2=2)(2+2)+B(z-1)(2-2)(2+2)+C(z—1) (2 + 1) (2 +2)+D (2= 1) (2 + 1) (z — 2) = 22

Y dando a z los valores de las raices 1,—1,2 y —2

2 = 1:A(1+1)(1—2)(1+2):1@—6A:1@A:_%
z = —1:»3(—1—1)(—1—2)(—1+2):1@63:1@3:%
;= 2;»0(271)(2+1)(2+2):4@120:4@0:%:%
z = —2:>D(7271)(72+1)(—272):4@712D:4@D:7%
de donde
22 —1 1 1 1

C-DGE+)G-2(;+2) 6(-1 6G+D 3:-2 3+2

y en forma de serie

22 Il 1 & (=)™ 1 &t 1 & (—1) ot
EE S DS o G S o A
(Z - 1) (Z + 1) (Z - 2) (Z + 2) 6 n=1 z" 6 n=1 2" 3 n=1 2" 3 n=1 2"
(oo}
1 1 n—1 -1 1 n—1gn—1 1
;( AR 30 o 1



Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesién que buscamos

1 1 n—1 1 -1 1 n—1 —1
n=——=+=(-1 2" — = (~1 2" >1
ho= g2 ()" 22 2 (-] n
mientras que
yo = 0

Podemos comprobar que para n =1y n = 2, se obtienen los valores de las condiciones iniciales

1 1, a0 1oy 1, a1, 1 1 1 1

— L4 Z(-1 Sol-l_—Lpltloi-lo 22422
m=-gtg=) 43 3D 6673 3
1 1, o logy 1, o1y, 1 1 2 2

-S4 I(-1 e N G AU S e e R U |
p=-gtg)T 43 3D 6 6t3"3

Con las oportunas simplificaciones es posible expresar la solucién como

=7 @ = 1) 1+ (1))

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la parte de Ejercicios
Bdsicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.
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