Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T. Industrial (Electricidad)

Examen de operaciones bdsicas, 12 de septiembre de 2009

1. Expresa el nimero complejo z = —% — z? en forma polar o exponencial.
Solucién:
2
1 3 1\? 3 [1 3 [4 2
Moédulo: |z| = |—= — z£ = —Z) + _£ — =4+ ==, ===Z
5 5 5 5 25 25 25 5
—\/3/5 A

T
Argumento: 6 = arctan — arctan v/3, como z estd en el 3° cuadrante, = §+7r ==

-1/5
2. Calcula el inverso de z = 5 + i y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Aplicamos la definicién de inverso

1 z 5—1 d—1 ) 1.

- = — —1

: 2P pHf ®+12 26 26

(1 —53)(1+1)
(1—1)
Solucién: Utilizando las propiedades de los médulos
. . v/ (1)7 + —52> V1212
:|(1—51)||(1—|—Z)|:( W7+ (=57 ) ( ):\/%\/5
1= ( 14 (—1)2) V2

3. Calcula el médulo de z =

(1 —54) (1+1)

1—1) = V26

\zr:\

4. Calcula z = (—1 + i\/§)4 expresando el resultado en forma binémica.

Solucién: Ponemos en forma polar o exponencial

Modulo: 2] = |~1+3V3| = \/(—1)2 + (\/§>2 —VIt3=Vi=2

3 s 2T
Argumento: 6 = arctan = arctan —v/3, como z estd en el 2° cuadrante, 6 = —§+7r =75

y por tanto z = 2¢*>7/3. Si ahora elevamos a 4

A (2€i27r/3)4 _ 94,i87/3

1



por otra parte

87?_67r+27r_2 +27r
3 3 '3 ‘773
luego
. . 2 2 1 3
94pi8m/3 _ 94si2n/3 _ 16 (cos % + i sen %) =16 (—5 + z%) — —8+1i8V3

. Calcula z = v/4 y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el niimero 4 en forma polar z = 4:

Moédulo: |z| = 4] = /(4)* + (0> = V16 + 0 = V16 = 4

Argumento: Como z es un nimero real positivo 8 = 0
Las raices cuartas de z son

0y +2kn 0+ 2km
4 4

por tanto, teniendo en cuenta que |z| = 4 y por tanto |wy| = V4 = /2

wo = V26 = /260 = /2

wy = V2e =/2e"? = \/2i
wy = V2 =2 = -2
wy = V2% =/2eP2 = _\/2i

wy, = v/ |z]e"* siendo @, =

con k=0,1,2,3

1414 o
. Calcula z = 3, y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Para dividir ambos complejos, multiplicamos numerador y denominador por
el conjugado del denominador para obtener
1+i 1+i(3—1—@')_(1+i)(3+i)_3+i+3i—1_2+4, 2.
3—1 (3—4)(3+4)  |3+4*  9+1 10 10 5 5

. Calcula (1+14) (3 —14) y expresa resultado en forma binémica.

Solucién: Operamos normalmente
(1+4)(3-i)=3—i+3i— ()’ =4+2i

(,l'33 _ Z’SO)

. Calcula V4 :m

y expresa el resultado en forma bindmica.

Solucién: En primer lugar reducimos los exponentes teniendo en cuenta el comporta-
miento ciclico de las potencias de i.

33 = 4-8+1=iP=i"=j

30 = 4-7+2="=4=-1

100 = 4-2540=4¢%=¢"=1

403 = 4-100+3 =% =i*=—;



por tanto
(1% —*)  i—(=1) i+1 14i
(6100 — j403) 1 — (—4) 144 144

9. Calcula y expresa z = (—1 —41/3) (1 +4) en forma polar o exponencial.

Solucién: Como el resultado se pide en forma polar, lo mejor es utilizar la forma polar
para cada uno de los complejos. Para z; = (—1 — 2\/3)

Moédulo: || = )—1 —i\/§‘ - \/(—1)2 + (—\/§)2 —VI+3=V1=2

T
= arctan \/g, como 27 estd en el 3° cuadrante, 0,, = —+7 = —

A to: 8,, = arct
rgumento: 0, = arctan — 3 3

Para zo = (1 +14)
Modulo: |z] = |1+ = /(1)*+ (1) =vVI+1=V2

1 T
Argumento: 6,, = arctan — = arctan 1, como 2z, estd en el 1° cuadrante, 0,, = —

1 4
Finalmente realizamos el producto en forma exponencial

2z = (2ei47r/3) (ﬁemm) — 9\/2eitr/3tin/4 _ o, [5im19/12

1—1)
10. Calcula y expresa z = (— en forma polar o exponencial.
Y (—1+iV3)
Solucién: Como el resultado se pide en forma polar, lo mejor es utilizar la forma polar
para cada uno de los complejos.

Notar que (1 —1) es el conjugado de 1 + i, cuya representacién exponencial ha sido
calculada en el ejercicio anterior, por tanto

n=>0-1)=(1+1) = V2ein/4 = /2e— /4

El complejo del denominador (—1 + \/gz) también es el complejo conjugado en este caso

de (—1 — zx/g), cuya representacion exponencial también ha sido calculada en el ejercicio
anterior, por tanto

2= (—14+V3i) = (=1 V3i) = 2e7) = (2¢74719)
lo vnico que queda por hacer es el cociente de complejos en forma exponencial:

a \/56_”/4 \/56477/47(44#/3) _ ﬁemn/lz

2 (2e=47/3) — 2 92

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la
parte de Ejercicios Basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.



Variable Compleja y Transformadas

Segundo Curso, I.T.l. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 12 de septiembre de 2009

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:

1.- Responde razonadamente. Las preguntas contestadas correctamente sin incluir el desarrollo
necesario para llegar a su resolucién podran ser valoradas con 0 puntos.

2.- Se valorard el correcto uso del vocabulario y la notacién empleada; asi como la claridad
y la presentacién de los resultados.

3.- Los errores importantes de célculo o errores simples reiterados pueden conllevar una puntuacién 0
en el apartado correspondiente.

4.- Utiliza resultados exactos, sin decimales, recuerda que no esta permitido el uso de calculadora.

1. (1 punto) Resuelve en C la ecuacién de segundo grado en e*

e — 2% 4+2=0

Solucién: En primer lugar realizamos el cambio
e =w
este cambio transforma la ecuacién anterior en una ecuacién de segundo grado:
w? — 2w +2 =0

que resolvemos

2£v4-8 2E£v—-4 2£2
w = = —=

=147
2 2 2
Para obtener el valor de z deshacemos el cambio anterior
1
w=e* &2z =log (w) & 2 = alog(w)

siendo en este caso la funcién log (), el logaritmo complejo de un nimero complejo que

como sabemos es
log (w) = In |w| + ¢ (arg (w) + 2km)

siendo In () el logaritmo neperiano real.

Para los valores de w obtenidos tendremos

w = 1+i:\/§ei”/4:>z:%10g(1+i):%{1n\/§+i<g+2kﬂ>}:iln(2)+i(g—l—lm)

w = 1—2':\/56i”/4:>z:%log(l—i):%{ln\/i—!—i(—%—l—%‘ﬂ)}:iln(2)+i<—g+kw>



2. (1.25 puntos) Encuentra, demostrando su existencia, una funcién v(x,y), de manera que la
funcion f(z) = u(z,y) +iv(z,y) sea entera y se cumpla f(0) = 1, con u (z,y) definida por:

Re (f (2)) = u(@,y) = ** cos (2y)

Solucién: Primero debemos comprobar que la funcién v (x, y) existe, para ello tendremos
que comprobar que u (x,y) es arménica, es decir, cumple la ecuacién de Laplace: ug, +
uyy = 0, lo que hacemos facilmente derivando parcialmente respecto a x e y de forma
adecuada

Uy = 2€2* cos (2y) = Uy, = 4 cos (2y)
= UgyFUyy = 4€* cos (2y)+ (—4€* cos (2y)) =0
u, = —2e* sen (2y) = uy, = —4€*® cos (2y)

Para encontrar el valor de v (z,y) y puesto que queremos que f (z2) sea entera, tendremos
que aplicar las ecuaciones de Cauchy-Riemann

u; = v, = 2€* cos (2y)

uy = —v, = —2e** sen (2y)

En la primera ecuacién integramos respecto a y (se puede comenzar por la otra si se
prefiere)

v = /Uydy = /26290 cos (2y) dy = e** sen (2y) + C ()
siendo C' (z) una funcién constante respecto a y.
Derivando v respecto a x y utilizando la segunda ecuacién de Cauchy-Riemann

v, = 2e* sen (2y) + C' ()
= 2e*"sen (2y) + O’ (z) = 2¢** sen (2y)
vy = —u, = — (—2e* sen (2y))

de donde se obtiene
C'(z)=0=C(z)=K

)
donde ahora K es una constante. La funcién v (x,y) buscada pertenece a la familia
v(z,y) = e sen (2y) + K
Y la funcién f (z) es
f(2)=f(z+1iy) ={e*cos(2y)} +i{e* sen (2y) + K}
que podemos expresar fiacilmente como
f(z) =e* +iK

Para obtener el valor de K tendremos que aplicar las condiciones del enunciado: f (0) =1

JO+i-0)=1+0-i= {e*%cos(2:0)} +i{c*"sen(2-0)+ K} =1+iK =1

y por tanto K = 0.



3. 2.0 puntos) Calcula dentro de los conjuntos indicados, el desarrollo de Laurent centrado en

Zop de la funcién
z+2

(z—1)(z—2) (¢ —3)
(a) En el Anillo 4;(0,2,3) ={z€ C| 2<|z| <3}; centrada en 2, = 0.
(b) Enel Anillo A3(2,0,1) ={z€ C| 0<|z—2|<1}; centrada en 2y = 2.

f(z) =

Solucién: En el primer apartado buscamos el desarrollo de Laurent de f (z) en potencias
de z dentro del anillo A;, mientras que en el segundo apartado buscamos el desarrollo de
Laurent de f (z) en potencias de (z — 2) dentro del anillo Dy. En ambos casos hacemos
la descomposicién de f (z) en fracciones simples de la forma

zZ+2 A n B n C
(z—=1)(z-2)(2-3) z—-1 2z—-2 2z-3

Al final del ejercicio obtendremos los valores de estos pardmetros, sin embargo lo intere-
sante ahora es expresar cada fraccién simple en la correspondiente serie de potencias. Lo
haremos de forma individual y para cada uno de los anillos, utilizando como siempre la
suma de una progresion geométrica con razén menor que la unidad

1
T Zz” siempre que |z| <1
n=0
(a) Dy ={z€C|2<|2| <3} y2=0.

En este caso buscamos desarrollos en poten(nas de (z —2) =(2—0) = 2.
1

i. Fraccion =: Como 2 < |z|, entonces r | < 2 <1y larazén debe ser 1
1 1 1 1 & AR NS RNy |
z—l_z(l—%)_; —%_;Z(> ;(Z) _nzlz_”
ii. Fraccién =5 : Como 2 < |z|, entonces = | < 1y la razén debe ser 2
1 1 = 2" =2t
Z_z—z(l_g)—zl__——z() DICEIE
z n=0 n=1
iii. Fraccién —: Como |z| < 3, entonces Lzl | <1y y larazén debe ser £
00 3
11T 1 1 ( ) 2"
-3 3i-1 31 g 32 2_%3%1
El desarrollo para f (z) buscado es
z 42 A B C — 1 —2" s 2
= =AY —+B -C
(z—=1)(2—2)(2—13) z—1+z—2+z—3 ;z"+ ; Zn ;3”“



(b) DQI{Z€C|O< |Z—2| <1}y20:2
En este caso buscamos desarrollos en potencias de (z — zp) = (2 — 2).

i. Fraccién —1 Como buscamos potencias de z — 2, el primer paso serd intentar
que dicho factor aparezca en la fraccién y para ello sumamos y restamos en el

denominador la constante 1
I 1
z—1 1+(2-2)

Como en el conjunto D, ocurre que |z — 2| < 1, emplearemos (z — 2) como razén

1+ -2 ; "(z—=2)"
1

ii. Fraccién —: En este caso ya es una potencia de (z —2) y su desarrollo es

2
directo
1

2—2 z—2
iii. Fraccién Z—3 Como buscamos potencias de z — 2, en primer lugar intentamos
que aparezca el factor (z — 2)
I 1 B -1
z—3 —14+(:z-2 1-(2-2)

Como en el conjunto Dy ocurre que |z — 2| < 1 entonces este factor es de nuevo
la razén buscada
r -1
2—-3 1-(z2-2)

MS

(z—2)"

3
Il
=)

El desarrollo para f (z) buscado es:
z+2 A B

(z—l)(z—?)(z—3)_z—1+z—2 z—3

"(z—2) —l—BL—C’Z z—=2)"

Mg

:O

Finalmente lo unico que queda por hacer es calcular los valores de A, B y C. Para ello
utilizamos la descomposicién correspondiente
z24+2 A n B n C
(z—=1)(z-2)(2-3) z—-1 2z—-2 2z-3

y sumando las fracciones e igualando numeradores

A(z=2)(z2=3)+B(z—=1)(z=3)+C(z—1)(2—2)=2+2

Y dando a z los valores de las raices 1,2 y 3
3
z = 1:A(1—2)(1—3):1+2@2A:3<:>A:§
z = 2=B(2-1)(2-3)=2+2< -B=4<B=-4
5
z = 3:(](3—1)(3—2):3+2(:>20:5<:>A:§



4. Calcula en funcién de r > 0, cada una de las siguientes integrales; indicando, cuando proceda,
las singularidades y su tipo.

(1.25 punto) /ﬁdz v (t) =re; tel0,2n]
v

23—622+112—6

(a) (1.25 punto) / <e_ + sen G))dz Y (t) =147t tel0,2n]

(b) (1.25 punto) /Re (2)Im (z)dz siendo v (t) el segmento que une z; =0 con 2z, =

. Y
T+ ar.

Solucién: Resolvemos cada integral de forma independiente:

(a) Se trata de la integral de una funcién racional a lo largo de una curva cerrada
(circunferencia de centro ¢ y radio r). Como las funciones racionales s6lo tienen
singularidades aisladas, el método que tenemos que emplear es el teorema de los
residuos. En primer lugar buscamos las singularidades de la funcién, que serédn los
ceros del denominador y que podemos calcular fiacilmente por la regla de Ruffini

211:1
B —6224+11z2—-6=0{ 2z,=2
2’3:3

Luego la funcién del integrando se puede expressar como

z—2 (z—2)

2B —622+112—6 (2—1)(2—2)(z—3)

de donde se deduce que 1 y 3 son polos simples, mientras que 2 es una singularidad
evitable.

Teniendo en cuenta que zo = 2 es evitable, por una parte Res (f (z),2) = 0 y por
otra la funcién puede expresarse, para z # 2, como

1
(z—1)(z—3)

A continuacién calcularemos los residuos en cada una de las restantes singularidades

Res(f(2),1) = limy (== 1) f () = lime o = —

Res(f (2),3) = lim,.5(2—3)f(2) =lim,3 PSR



Para finalizar el ejercicio tendremos que ver qué singularidades estdn dentro de la
curva; como esta curva depende del radio r, tendremos que distinguir cada uno de
los casos. Para ello calculamos las distancias del centro zp = 0, a cada una de las

singularidades
7 = 1=|n—2|=1-0=1=1
2o = 2:>|22—ZO|:|2—0|:|2‘:2
29 = 3=|2m—2|=3-0/=|3|=3
Por tanto:
( 1
0<r<1=>zl,z2,z3§§’y:>/i,)dz:0
i

z1 €Y 2 1

l<r<2= :>/;(—+>dz—2m(Res(f 1)) =2mi (—3) = —mi
° 22(z — 1

L 22,Z3¢’7 2

;

2<r<3=

21,29 €9 241
/ i dz =2mi > a_ Res (f, ) =2mi{—5+0} = —mi

22(z —1)

Z3 ¢% ol

1
r>3= 2z, 2,23 E%yi/%dz—?wzzk lRes(f,zk):%m'{—%—FO—i-%}:O

\

(b) Utilizando la linealidad la integral se puede poner como

/ (ez_ll + sen (1)> dz = /ez_lldz + /sen (l) dz
z z
v ¥ ¥

La funcién e'/#~! tiene una unica singularidad, z; = 1, que es aislada y ademads por
estar dentro del argumento de una funcién exponencial es esencial.

La funcién sen% también tiene una unica singularidad z; = 0, que por estar dentro
del argumento de una funcién sen (z) también es esencial.

En ambos casos para encontrar el valor del residuo tendremos que encontrar el
desarrollo de la funcién correspondiente alrededor de su singularidad.

Estos desarrollos son muy sencillos utilizando el desarrollo en series de potencias de
las funciones e* y sen (z)

2, Zn 1 1
D D D eV



sen (2) = z“j —<_1)” 22" = sen 1) i ()" 1
“~ (2n+1)! z £~ (2n + 1)1 2241
Para econtrar el residuo buscaremos en cada serie el coeficiente que acompana a la

potencia (z — 20)71 = L Parael caso de e/~ y la singularidad z; = 1 obtenemos

z—z0 "

por tanto

Para el caso sen (%) y 25 =0

por tanto

1
Res (sen—,O) =1
z

Para finalizar el ejercicio tendremos que ver cuando cada singularidad estd dentro
de la curva, como esta curva depende del radio r, tendremos que distinguir cada uno
de los casos. Calculamos las distancias del centro zy = 1 a la singularidades

Zo = O:|22_ZO|:|0—1|:|—1’:1

Por tanto:

21 €Y : 1
0<r<l= = /e:dz—l— /sen (—) dz = 2mi Res (el/z_l, 1)+O = 2mi

Z
22 ¢% v 0

o 1
r>1= 2,2 €y= /f (2)dz = 2mi {Res (el/zfl, 1) + Res <sen—,0> } =2 {1+ 1} =4mi
z
8!
La funcién dentro del integrando es
f(z)=Re(z)Im(z)=ay=2ay+i-0=

Utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy =Y
vz:O} S Uuy=v,y=0
Uy = T
UZ:O} S uy=—-v, =0

10



vemos que el inico punto donde f (2) es derivable es el (0, 0), por tanto serd necesario
utilizar la definicién de integral de una funcién compleja a lo largo de una curva.
Necesitamos conocer la expresién (parametrizacion) de la curva; al ser un segmento
lineal es muy sencilla utilizando la definicién correspondiente

y(t)=(1—t)z1 +tze t€][0,1]
con z; = 0y 23 = r + ir, obtenemos
y(t)=t(r+ir)=rt+irt te]|0,1]

Para aplicar la definicién de integral a lo largo de una curva necesitamos el valor de
v ()
Y () =7r(1+14)

Ya estamos en condiciones de aplicar la férmula correspondiente para f (z) = Re (2) Im (2)
b 1
/f (2)dz = / f Oy @) (t)dt = / Re (7 (£)) Im (v (£)) ¥/ (t) dt
o a 0
1

= /Re(rt—i—irt)lm(rt—i—irt)r(l—i—i)dt:/1(rt)(rt)r(1+i)dt

Realizamos las operaciones correspondientes e integrando se obtiene el valor buscado

t=1 3

3 r

1 1
r3(1+z‘)/ t2dt:r3(1+i)/ tht:r3(1+i)§
0 0

t=0

5. Elige uno, y sélo uno, de los problemas siguientes sobre la transformada Z

OPCION A.- Resuelve cada uno de los siguientes apartados:

(a) (1 punto) Calcula la transformada Z de la siguiente sucesién x,, = (n? + n) 2"

(b) (1 punto) Calcula la transformada Z inversa de la funcién F'(z) = Wig)(z%)

OPCION B.- (2 puntos) Utiliza la transformada Z para resolver la ecuacién en diferencias

Yn+3 + 2yn+2 —Yn+1 — Qyn =0

con condiciones iniciales yo =0, y1 =0 e y2 = 1.
Solucién: OPCION A. Resolvemos cada apartado de forma independiente

(a) Utilizamos las propiedades de la transformada Z. Primero la linealidad para poner
Z[za] (2) = Z [(n® +n) 2"] (2) = Z [n°2"] (2) + Z [n2"] (2)
Y ahora utilizamos la propiedad de la potenciacién

2 [run] (2) = (—di) (21 (2)

11



Para el primer sumando

.t } = Z[n°2] (2) = (—di) (Z[2)(2))

para y, = 2" es muy fdcil, utilizando la definicién (o la propiedad correspondiente),
calcular su transformada Z

el =353 (3) -y Ak

oz Z 1-2 z-=2
Sustituyendo
2= () () =2 (2 ()
O €en pasos
€(2> - W(fz_); 1:<z:22>2
z —2 2z
_z%(z—2> - <<z—2)2>:<z—2>2
d 2z 2(z—2°—=2(2-2)22 2(z—2)—4z —2z—4
§(<z22>2> B 2<z—42>4 N :2) -2 (-2
z —2z — z(z+
‘Z%<<z—2>2> - ‘Z<<z—2>3): (=~ 2)°
y 2 ] ) - 22

Para el segundo sumando

w22 = (<) (E 1)

Y podemos emplear el apartado anterior para obtener ficilemente que
2z

(Z[n2"] (2)) = 2y si|z] > 2

Por tanto la respuesta buscada es

Z [n22n + n2n] (2) = 2(Zz(i_|2—)z) * (2 iZZ)Q - <z4—22)3

12



6. Para calcular la transformada Z inversa, hay que hacer la descomposicién de la funcién
racional en fracciones simples

z+2 A B C
F<z):(z—1)(z—2)(z—3) :z—1+z—2+z—3

y encontrar los desarrollos de Laurent de cada fraccién en conjuntos de la forma A (0, r, 00),
es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma
operacion, transformar la fraccién para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 1 11 1 /1" &1 o

z—1 - z(l—l):;1_1222(2> :szm:z; |z| > 1
‘ i n=0 n=0 n=1

1 1 1 1 1 © 2 n o on O°2n—1

2—2 z(1—2)221_2222(;> :Zan:Z p 2] > 2
z z n=0 n=0 n—1

1 1 1 1 1A /3\" . 3 > gn-1

2-3 z(1_§)221_§:;2(;> Zzgznﬂzz; — >3

Ahora tocarfa calcular los valores de A, B y C pero como podemos comprobar, esta
descomposicién ya se realizo en el ejercicio 3, ya que la funcién f (z) es la misma, asi que

A= 3
2
B = —4
5
C = -
2
Por tanto ) 5 1 4 ]
F(2) = - S +2

utilizando las series

o0 ©_ gn-1 ©_ an-1
gzil_sz—ngiZ’;:g;%_ Z; g;i”
agrupando en un unico sumatorio
§ii_z2n+l +§i3”—1 :i(§_2n+l+§3nl) 1
2n71 2 = 2n:1 " — 2 2 "
Como . , g - ,
Z 2] (2) = ;xnz_n _ ; (2 — 23“) L

13



la solucién buscada es identificando elementos
Tog = 0

3 )
n = s 2n+1 _3n—1
’ (2 T3

. OPCION 2: Para resolver la ecuacién en diferencias

Yn+3 + 2yn+2 — Yn+1 — 2yn =0

junto con las condiciones iniciales yo = 0, y; = 0 e yo = 1, aplicaremos la transformada
Z vy sus propiedades: linealidad y desplazamiento

Z (Yn+3 + 2Unt2 — Ynt1 — 2un) [2] = Z(0)

Primero la linealidad

Z (Ynt3) [2] + 22 (Yny2) [2] = Z (yn11) [2] = 22 (yn) [2] = 0

y a continuacion la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Z (ynta) [2] = 33 (n) [2] = 2%y — 2°y1 — 22 = 2° 2 (ya) [2] — 2
Z(yn2) 2] = 22 (yn) [e] — 20 — 251 = 2°Z (yn) [2]
Z (Y1) [2] = 22 (yn) [2] = 200 = 22 (yn) [2]

Z(yn) 2l = Z(yn) 2]

Sustituyendo en la ecuacién

(°Z (yn) [2] = 2) +2(2"Z (yn) [2]) — 22 (ya) [2] =22 (ya) [c] = O
(2 +222—2-2)Z(y)[e] —2 = O

(2 +222—2-2)Z(ya) [2] = =
y despejando
z
z —
() [2] (23 +222—2-2)

Para obtener el valor de ¥, tendremos que calcular la transformada Z inversa

z
n:Z_l
Y (z3+2z2—z—2)

Para calcular la transformada Z inversa, hay que encontrar las raices del denominador
y hacer la descomposiciéon de la funcién racional en fracciones simples. Las raices se
obtienen muy facilmente mediante Ruffini

P42t —2-2=(2-1)(z+1)(2+2)
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y la descomposicién en fracciones simples serd

F(z) = z A n B N C
DT DG (2 21 211 z+2

y hallar los desarrollos de Laurent de cada fraccién en conjuntos de la forma A (0, r, c0),
es decir en el exterior de bolas de centro 0 y radio r, en todas hay que hacer la misma
operacion, transformar la fraccién para poder emplear la suma de una serie geométrica

1 1 1 1 IS /1\" & 1 =1
=1 ey s () XX M
1 1 11 1 & 2l = (- & (-
z+1 z(l—l—%) z1+% Zn—o( ) L zntl ; " 2
1 1 11 1 & 22\ (D)2 &N (—1) ot
— = -5 ==Y (D)) =Y =Y >
cr2 214D 2142 ZZ;( )<z) 2 g; T |2

Finalmente lo inico que queda por hacer es calcular los valores de A, B y C. Para ello
utilizamos la descomposicién correspondiente

z A B C

GG+ -1 251 212

y sumando las fracciones e igualando numeradores
Az+1D)(2+2)+B(z—1)(24+2)+C(z—1)(2+1) =2
Y dando a z los valores de las raices 1, —1 y —2
1
z = 1:>A(1+1)(1+2):1<:>6A:1<:>A:6

z = —1=B(-1-1)(-1+2)=-1< -2B=-1<B=

WIN N =

z = 2=C0(-2-1)(2+1)=—23C=-2&C=-—

de donde
1 2 1

1
C-DG+1)(r+2) 6--1 2241 3242

y en forma de serie

z Ienl I n (- o2& (—1)v ot
= — R — — = - 7 2
(z—=1)(z+1)(2+2) 6Zz”+2z 2" ; z" 121>

z 1 1

n=1 n=1 3
/1 1 PR " 1

= — 4+ (-1 —(-1)"2 ) = 2
Z;@+@< 2 (1) )and>

Los coeficientes de las potencias de z son los elementos de la sucesiéon que buscamos
1 1 11

=S (=)
Y 6+2() +
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o también

1 1 1
h==— = (=" +=(=1)"2" n>1
o=z -5 () (12
mientras que
Yo =0
Podemos comprobar que para n = 1 y n = 2, se obtienen los valores de las condiciones
iniciales 1 1 1 1 1 9
= (D' (D2 ==4=—-Z=0
=53 300 623
1 1 9 1 20 1 1 4
= o (=124 o (=)= — - - =1
=55 3D 6 23

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en la
parte de Ejercicios Bdasicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de Problemas.
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