Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, 1.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de operaciones béasicas, 12 de septiembre de 2008

1
1. Calcula — y expresa el resultado en forma binémica.
1

2. Calcula (2 — 32’)3 y expresa el resultado en forma binémica.

3. Calcula (—2+1) (1 —1i) (3 —i) y expresa el resultado en forma binémica.

(1— 2i)
(1+1) (2 — 3i)

4. Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

(V5 — 2i)

5. Calcula el mdédulo de m

6. Calcula y/—64 y escribe el resultado en forma binémica.

7. Expresa —8 — 8; en forma polar, expresando el dngulo en radianes.

(% + 3i*?)
(2'91 _ 22'246)

(1+v/3i)
(1-1)
2ei7r/36ei177r/12

10. Expresa————— en forma binémica.
Je—ir/4

8. Expresa en forma binémica.

9. Expresa en forma polar, expresando el dngulo en radianes.

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en
la parte de ejercicios bdasicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de
problemas.



Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, 1.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 12 de septiembre de 2008

1. (1.25 puntos) Resuelve la ecuacién

cos (iz) + 3isen (iz) +1 =0

Solucién: Tenemos en cuenta la definicién de cos (z) y sen (2)

ez + e 1% ' ez(zz) + e—i(iz) €% 1+ e*
= — = = —
cos (2) 5 cos (iz) 3 5
eiz - e—iz ez(zz) - e—i(iz) e~% — ?
sen (z) 5; sen (iz) 5 5

y sustituyendo en la ecuacién

3 1=0
5 + 31 % +
obtenemos
e % + e —z _ o
3 1=0
2 + 2 *

y multiplicando por 2
y agrupando

Hacemos el cambio

que en la ecuacion

41—2w—|—2:0
w

Finalmente multiplicamos por w (notar que como w = e* # 0) para obtener la ecuacién

de segundo grado
w—w—-2=0

que tiene por soluciones

U)1:2

Wy — —1
a continuacion deshacemos el cambio tomando logaritmos

W =22 et =2 2 :L(2):1n(12|)+z'<0+2/2:7r) = In(2) + 2k

wy=—-1=e?=—-1=20=L(—1)=In(|-1])+¢ (7r + 2l\<:7r> =1In(1)+¢ <7T + 2/2:7?) =1 <7r + 2]}:7r>



2. Calcula las siguientes integrales sobre los caminos indicados en funcién del

valor de r» > 0

dz )
ez o )

) /71 222 — 5iz — 2 7 (t) =re t € [0, 2]
b) fv ﬁd'z v, () =i+ re® t € [0, 2n]

¢) [, 7dz n () =ret  teo,2n]

Cada integral vale 1 punto.

1

222 —5iz—2
ridades son aisladas y coinciden con los ceros del denominador y como la curva es

cerrada, la integral se puede calcular mediante el teorema de los residuos.

e a) La funcién f (z) es una funcién racional, por tanto, sus singula-

Buscamos en primer lugar las singularidades de f, para ello buscamos los ceros de
su denominador, resolviendo la correspondiente ecuacién de segundo grado

5id\/(51)° 42 (-2) 5t TIFT6  Siky=0 5it3i
2.2 B 4 44

222 5iz—2=0& 2 =

tendremos dos soluciones

i3 8
1 = 1 —4—Z

C 5i—3i 2
2T Ty TUT3

y la funcién queda puede escribirse como

B 1
f<z>_2(z—2i) (z—%)

(Hay que notar que el coeficiente de z? de la ecuacién es 2 y por tanto este factor
debe aparecer en la descomposicién en factores del polinomio).

Ambas sigularidades son polos simples y el cdlculo de los residuos correspondientes
es muy sencillo

1 2—1 1 1 1 —
Res —.,2i | = Res 2 2), 20| = - - _
2 (2 — 2i) S (z — 2i) of(o;_ L di—1i K 3
2 2
1 = 1 1 1
Res = Res | 22 20| = . S




Para utilizar el teorema de los residuos, necesitamos saber qué singularidades estédn
dentro de la curva para cada valor del radio r. Para ello calcularemos la distancia
del centro de la circunferencia a cada una de las singularidades

Distancia del centro a z; = |0 — 2i| = 4/(0)* + (2)* =2
, 2
. . ] 9 1 1
Distancia del centro a zo = ‘0 — 5' =4/(0)" + (5) — 5

Notar que % < 2y podemos distinguir 3 casos:

r< %, en este caso ninguna de las dos singularidades estd dentro de la curva y por
tanto

/Vlf(z)dz:() 7’<%

% < r < 2, en este caso solamente la singularidad % estd dentro de la curva, por
tanto

1 ) ) 2 1
/f(z)dz:Qm'Res : ,% :27ri(%):—§ Si§<7“<2
n 2 (z — 2i) (z——)

2

r > 2, en este caso las dos singularidades estdn dentro de la curva, por tanto

/ f(z)dz = 2mi< Res —, 2| + Res —, 20
, 1\ 2 , {
n ) 2(z — 2i) (z—§>

- 27?2'(%—}—(—%)):0 r>2

Los casos 7 = 2y r = 1/2 no se tienen en cuenta, puesto que la curva pasa por las
singularidades y no es posible calcular la integral.

., . z . L, . . .

e La funcién del integrando Zf—l)n tiene una unica singularidad en zy = 1, que es el
lnico complejo que anula ei denominador, ademads es un polo de orden. El residuo
de la funcién en esta singularidad se calcula teniendo en cuenta que

Res ((qﬁi) _ 6"V ()

z—2)" (n—1)!

siendo ¢V (2) la derivada n—1—¢ésima de la funcion ¢, en este caso como ¢V (zg) =
e




Como la integral depende del radio tenemos que encontrar la distancia entre el centro

y la singularidad
1= = /(1) + (1) =2

luego tenemos que distinguir dos casos

r < v/2, en este caso ninguna de las dos singularidades estd dentro de la curva y
por tanto

/f(z)dz:O r<v?2

r > /2, en este caso la singularidad 1 estd dentro de la curva, por tanto

‘ e* 2mie .
/%f(z)dz:QmRes<W,1) :m sir>/2

El caso 7 = v/2 no se tiene en cuenta, puesto que la curva pasa por la singularidade
y no es posible calcular la integral.

e La funcidon
f(z)=%2

no es derivable en ningiin punto, puesto que en el numerador aparece la funcién
conjugada, por tanto no podremos utilizar el teorema de los residuos y hay que
emplear la definicién de integral a lo largo de una curva

[/f(Z)dz:/abf(v(t))v’(t)dt

siendo
v : [a,b) — C
v(t) = re’ tel0,2r] =9 (t) =ire”
Por tanto
2 2 2 o
/ Zdz = / v (b)Y (t)dt = / rettiredt = / re—tiretdt = / ir2dt
V2 0 0 0 0

e integrando directamente

27
. . 2 .
/2r2dt = ir’t 0 = 2ir?

0



3. (1.25 puntos) Dada la funcién

f(z) =

z
22+ iz +2
Construye su serie de Laurent en el anillo A(0,1,2).

Solucion: En primer lugar buscamos las raices del denominador para descomponer la
funcién en fracciones simples

_ i3 _
—i+ /()" =4-2 i+ /9 —i+3i A=y =
P4izA2=0c 2z = _ _ ! Z:>
2 2 2 L il3i o
Z9 = —5 = -2
por tanto
z 1
A Rl S e Rl P Ty Y P
La descomposicién en factores simples es la siguiente:
£(2) 1 A N B A(z+2i)+ B(z—1)
Z) = = =
(z4+20)(z—14) (2—1)  (z+20) (z42i) (2 — 1)
Por tanto

A(z+2i)+B(z—i) =1«

y la funcién es
1 2

T =309 T3+

El desarrollo de Taylor (potencias positivas de z) de cada fraccién es muy sencillo

el

1 1 1 1 I =i\ & i i

e T (5) “ o B[ <1kl
211 —- = z n=0 n=0
(%)

1 1 1 I & Z\" z

242 2(z+1) 20(1+2) 22;:0< &) G d

por tanto

1= i 1 & n{ Z\" .
f(2)2522n+1+£;(—1) (Z) sil<lzl <2

4. (1.25 puntos) Calcula de forma razonada (sin utilizar tablas) la transformada
Z de la sucesién
Tp,=n%2" n>0

Solucién: Aplicando

2 (") =~ { -2 1)



por tanto tenemos que calcular Z [2"]

2" o 2\ 1 z
Z 2" = — = -] = =
[27] nz:%z” nz:%<z) 1-2  z-2
por tanto
d d z (z—2)—2z -2
—Z 12" = — = =
dz [27] dz (z—Q) (z—2)° (z—2)°
y de aht

y repetimos el proceso otra vez con esta nueva funcién

—2z—4

df dopml_df 2 C2(2-2°-2(2-2)22  2(2-2)"—42(z—2)
dz{ dzz[z]} dz{(z—2)2} (z—2)* (z —2)*

y finalmente

Z (n22") = —zdii {—zdiz z [zn]} _ <(—Z2i ;);1> _ 2<zz<i;§)

. (2 puntos) Resuelve la siguiente ecuacién diferencial
y" + 1" = sen (2t)

junto con las condiciones iniciales
y(0) = y'(0)=0
y'(0) =1

Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién, utilizando las pro-
piedades de linealidad y derivada

Llaf ) +bg @) (2) = aL[f ()] (z) +bL[g (1)] (2)
Lly"®)](z) = ZLyB](2) — 2% (0) — 2/ (0) =" (0)

Lly"®)](z) = 2Ly ®)](z) =2y (0) =y (0)

por tanto sobre la ecuacion del ejercicio y utilizando las condiciones iniciales

L +y"](z) = Lsen (20)] (2)

(2 —2)°



por tanto

L")+ LW (z) = Llsen(20)](2)

2
3 _ 2 _
(FLlyO]() - 1) + 2LBE) = 5o
y sacando L [y] (z) factor comin
2
(*+2%) Lyl (2) = e -1
de donde
22 +6 2246

ﬁ — =
S R P B vy P B Sl P By gy P
El cdlculo de la transformada de Laplace de la funcién sen (2t) se hace mediante las
propiedades de la transformada de Laplace o directamente aplicando la definicién

2t _ it 00 00

L [sen (2t)] (z) = /0 sen (2t) e *'dt = /0 eTe’tht =% /. ePe e Pl dt = % . e’

e integrando

c ) 1 et@i=2) |7 1 =t2i+2) | 1 1 1 1 1 1 1
t == _— _— e _— — _ —_— J—
[sen( )](2) By 22’—2’0—'—2@ 2+ 2z |, 22— 2021+ 2 2i<z—2i 2i+z>
1

((2i+z)—(z—2i)> 1 4 2

(z—20)(z+2i) )] 22244 2242

[\
<&

Para encontrar y (t), la solucién de la ecuacién diferencial, tendremos que calcular la
transformada de Laplace inversa de la funcién anterior.

. 2246
v =~ l(z2+4) Elen 1)] )

que calculamos mediante la férmula de Bronwich

£ (22 +Z§;?z + 1)] (t) = ;Res (eZt(z2 +Z§;?z + 1)’Z’“>

siendo z las singularidades de la funcién que en este caso son

zo = 0= Polo doble

z1 = 2i = Polo simple
29 = —21 = Polo simple
z3 = —1 = Polo simple



Calcularemos estos residuos. Para zg = 0

w46 N G G VIR IR VA1) B
R (i) =R 7 0) =S - 4o
siendo (2 1 6)
%)= ZrnGT
y si derivamos
by {te (2 46)+ 22} (22 +4) (24 1) — e (22 46) {22 (2 + 1) + (2° +4)} sy 3t =3
6 (z) = EETTEESTE: =65 (0) =~

Para z; = 2¢

Res (ezt( 22 +6 )721,) — Res (e"‘t (22 4+ 6) / (= + 2i) 22 (z+1)72i) _ 1 (20) _ b, (20)

224+4)22(z+1 z—2i 0!
siendo A
by (2) = e*t (2* 4 6)
! (z+2i)22(z+1)
por tanto
i )2 i
¢y (20) = G (e W
! (2 +20) (20)2 (20 +1)  8i(1+20)
Para z; = —2¢

fos (ezt( 246 )’_22,) e (ezt (224 6) /(2 —20) 2% (2 + 1)722,) _ B2 o

224+4)22 (241 Z+2i 0!
siendo ‘(221 6)
et (2% +
0 = o 2D
por tanto
—2it ((_9; 2 6 —i2t
5y (00 = — 2V H6) e
(—2i — 24) (=2i)? (=20 +14)  8i (1 —2i)

Para z = —1

Res (ezt( 2246 )’_1) ~ Res (ezt (2246) /(22 +4) 227_1> _ (=) by (—1)

224+4)22(z+1 (z+1) 0!
siendo ‘(221 6)
e*t (2 +
¢3 (Z) = 2 2
(22+4)z
por tanto




y sumando todos los residuos

o [(ﬂ +ij;?z -+ 1)] (t) = (?) ! (_&éﬁ 2z‘)> i <8i (ift?i)> ’ Ge_t)

Para expresar la funcién como una funcién real, se suman los residuos en 2i y —2i, que
como podemos comprobar son conjugados

B €i2t e—i2t _ _ei2t (1 _ 22) + e—i2t (1 + 22) _ _€i2t + 2,L'ei2t + e—iQt + Qie—i%
8i (1 + 2i) 8i(1—2i)) 8i (14 2i) (1 — 24) B 8i (12 + 22)
_ (e—iQt _ eiQt) + 72 (ez‘Qt + e—iQt)
N 404
e—i2t _ €i2t 9 2t —12t
_ (o) 2(e e ™)
401 401

1 62'215 _ 67i2t 1 ei2t + efiQt

20 2 10 2

1 1
= —— 2t) + — 2
50 sen (2t) 0 cos (2t)

y por tanto la solucién y (t) buscada sera

o & +f§;?z+ 1)} (t) = <3t—2_3> + (ge_t) - QLOsen (2t) + 1—10008 (2¢)

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas
en la parte de ejercicios bdsicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte
de problemas.
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