Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica

Examen de operaciones basicas, 3 de julio de 2008

1. Calcula (1 — 3i) (5 + 5i) y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Multiplicando directamente y teniendo en cuenta que i = —1
(1 —34) (5+5i) =5+ 5i — 157 — 15 = 20 — 10i

2. Calcula (2 — 32’)3 y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Utilizando la expresion del binomio de Newton

(2 —3i)° = 2° +3(2)* (=3i) +3(2) (—3i)* + (=3i)> = 8 — 36i — 54 4 27i = —46 — 9i

3. Calcula (—2+1) (1 —1) (3 — i) y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Podemos hacer el producto y después conjugar o bien conjugar y después reali-
zar el producto, elegimos la primera opcién. Realizamos la operaciéon dentro de la operacién
conjugacion

(=2+14)(1—d) = (-2+2i+i—14°) =(-143i)

y a continuacién conjugamos y multiplicamos por el tercer factor
(—1+3))(3—i)=(-1-3))(3—i)=—-34+7i—9+3i>=—6—8i

(1— 2i)
(14+14)(2—390)
Solucion: En primer lugar calculamos el complejo del denominador

1. Calcula y expresa el resultado en forma binémica.

(1+i)(2—-3i))=2—-3i+2 —3i*=5—1

y después realizamos el cociente, multiplicando por el conjugado del denominador

(1-2i)  1-2 (1-20)(5+4) 5+i-10i—2> 7-9% 7 9.

(1+4)(2-3i)) 5—i (5—4)(5+i) 25 +1 ~ 726 26 26

— %
2. Caleula ol médulo de Y2~ %)
(—4 + 31)
Solucion: Empleamos las propiedades del médulo del cociente, haciendo el cociente de
modulos

(V5-20)| (VB + (-2

V549




3. Calcula y/—64 y escribe el resultado en forma binémica.

Solucion: Pondremos el complejo del radicando en forma polar (o exponencial)
—64 = 64,

y aplicamos la definicién de raiz n—ésima, en este caso ctibica de un nimero complejo
3
wp = (V61) =4,
Pk

siendo

™+ 2kmw
P = " 5

3

por tanto los niimeros complejos que buscamos son

k=0,1,2

Wy = 44,00 = 47|—/3
w; = 4901 = 47r
wy = 4902 = 457r/3 = 4ﬂr/?)

y en forma binémica

1 3
wy = 4,,/3:4(005%—1—2'861&%) =4 <§+z§) =2+ 2V/3i

wy = 4, =4(cosmHisenmw)=4(-1+i-0)=—4

wy = 4, :4<COS (—g) + isen (—g)) =4 (1—26) =2—2V3i

2 2

4. Expresa —8 — 8i en forma polar, expresando el dngulo en radianes.

Solucion: Calculamos el médulo

=8 — 81 = \/(—8)° + (~8)* = 8v2

y el argumento, teniendo en cuenta que el complejo estd en el tercer cuadrante

-8 5
(9:arctan—8 =arctanl + 7T =7/4d+71 = ZW

por tanto .
—8 — 8i = 8V 25,4 = 8V/2eP™/4



(i* + 3i)
(Z'Ql _ 22'246)

Solucion: Calcularemos cada potencia de 7, de la forma usual

5. Expresa en forma binémica.

7;23 — 7;4~5+3 _ ,L'3 = —

7:52 — 7:4~13 -1

igl — Z'4~22+3 — ,L'3 - —
,L'246 — 7;4~61+2 — Z‘Z —

luego la fraccién puede expresarse como
(1% +3i%%) —i+3
(90 — 2i246) ~ —j + 2
y realizando la divisién, multiplicando por el conjugado del denominador

—¢+3_3—¢_(3—¢)(2+z’)_6+3i—2¢—¢2_7+¢_z+1i
—i+2 2—i (2—i)(2+i) 4+1 5 5 5

(1+v/3i)

6. Expresa ﬁ en forma polar, expresando el angulo en radianes.
—1

Solucion: Como pide el resultado en radianes, expresaremos en primer lugar numerador
y denominador de esa forma

1+ V3i| =1+ (V3) =vIT3=2

1+ \/g’l = = 27r/3 —_ 2ei7r/3

6 = arctan ? = % (estd en el primer cuadrante)

. 2
s [1—i] = /1+ (-1)" = V2 VB e
0 = arctan = = —Z (estd en el cuarto cuadrante)
Y ahora haremos el cociente
(1+ \/gz) B 2¢im/3

(1—i)  2ein/A

7. Expresa% en forma binémica.
Solucion: Realizamos las operaciones en forma exponencial

— /2" (1/3+1/4) — | [9,iTm/12

2ei/36ei /12 _ 2- 6€i7r(1/3+17/127(71/4)) _ 3pim24/12 _ g, in2
Je—im/4 4
y pasamos a forma binémica '
3627r2 =3

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en
la parte de ejercicios bdasicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de
problemas.



Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 3 de julio de 2008

1. (1.25 puntos) Prueba que las tnicas funciones complejas diferenciables de la
forma

f(z+iy) =u(z)+w(y)

donde u y v son funciones reales, son de la forma
f(z)= X+« AeRyaeC

(Observa que u (r) depende solamente de x, mientras que v (y) depende sola-
mente de y)

Solucion: FEl problema se puede resolver de dos formas, aunque en ambos casos y teniendo
en cuenta que la funcién f es derivable se utilizaran las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

(a) Utilizando la armonicidad de v y v: Como f (z +iy) = u (z)+iv (y) es derivable, su
parte real u (x) y su parte imaginaria v (y) deben ser funciones armoénicas, es decir

Upg + Uyy = 0

Vg +Vyy = 0

pero teniendo en cuenta que u () sélo depende de x y que v (y) s6lo depende de v,
se cumple

u(x) = uy,=0=uy, =0

v(Yy) = vV, =0=0v,=0
por lo que al sustituir en la ecuacién anterior se obtiene

Uy = 0

= 0

Uyy

integrando dos veces cada ecuacién, la primera respecto de x y la segunda respecto
de y, se obtiene

Upw = 0= Uy =C=>Uu=cC1T+ Cy

Vy = 0=v,=dy=v=diy+d
con ¢y, ¢a,dy y do constantes. La funcién f (z,y) puede expresarse entonces como

fz,y) =u(x)+iv(y) = (ax + c2) + i (d1y + da)
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Pero como f(x,y) es derivable, u y v deben cumplir las ecuaciones de Cauchy-
Riemann

Uy = Uy & cp=d
u, = —0,<0=0

y se deduce la igualdad entre ¢; y d; (la segunda ecuacién se cumple siempre). Este
resultado nos conduce a que f (x,y) debe ser de la forma

f(2,y) =u(z)+iv(y) = (az+c) +i(cy + do)
o agrupando términos
f(z,y) =c1(z+iy) +co +idy

si llamamos A =¢; € Ry a = ¢y +idy € C y tenemos en cuenta que z = = + iy se
obtiene el resultado pedido

f(r,y)=c (z+iy)+ (2 +idy) = A2+«

Directamente utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann: Como f es derivable,
u y v cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann

Uy = Uy

Uy = —Uy
Pero como u (z) depende sélo de = y v (y) depende sélo de y, por una parte estd

claro que
Uy =V =0

y se cumple la segunda ecuacién de forma trivial; mientras que la primera solamente
se puede cumplir si

ug (2) = vy (y) = &1

con ¢; constante, ya que obviamente u, depende sélo de z y v, depende sélo de y.
Integrando cada ecuacién por separado

u, = g =>u(x)=cr+a

u, = ca=>v(y)=cy+b
y la funcién f se puede poner como
f,y) =u(x) +iv(y) = (r+a) +i(ay +b)
Reagrupando y tomando A = ¢; y a = a + ib obtenemos el resultado buscado

flay)=f(z) =X z+a



2. (1.5 puntos) Dada la funcién
1

f(z):az3—(a2+1)z2+az

encuentra y di de qué tipo son las singularidades de f (z) en funcién del pa-
rametro a.

a e C,

Solucion: En primer lugar factorizaremos el denominador de f (z)
@’ — (P +1) P +az=0&z2(az”— (& +1)z+az) =0
de donde

o O O

0422—(042—4—1)2+a =

De la segunda ecuacién distinguimos dos casos: Si a = 0, entonces la ecuacién es de
primer grado y tiene como solucién

—2=0=2=0

Si a # 0, la ecuacién es de segundo grado y sus soluciones son

(@ + 1) /(02 + 1) —40? (g2 11) & VaT 7207 T T =40
Z = =
2c 2c

@2+ 1) +£vVaT—2aZ11 (@@ +1)£4/(a? ~ 1)
2¢ N 2c

(@ +1)+ (a?—1)
2a

es decir hay dos raices

2 2 2
Zl:(oé +1) + (« 1):2a .
2x 200

B (@®>+1)—(a?—1) 2 1

= 2a 20«
En resumen, hemos visto que si a = 0, entonces z; = 0, es un cero de orden dos del
denominador y por tanto es un polo de orden 2 de la funcién. Para el caso a # 0, hay 3
singularidades zyp = 0,27 = @ y 22 = 1/a. No obstante hay que distinguir los casos a = 1

y a = —1 puesto que en estos casos ocurre z; = 2s:
(

a = 0= z; = 0 polo doble

1
a#l,—-1= {O,a, —} polos de orden uno o simples
o
a#0=

1
a=10a=-1= {0} polo simple y {a = —} polo doble
a



3. Calcula las siguientes integrales sobre los caminos indicados en funcién del
valor de r» > 0

dz :
1.25 punt __ B =(1+i it telo,2
(125 puntos) o) [ g (0= (40 e 0,21]
(1.25 puntos) b) / Zdz vy (t) =ret  te|0,2n]
2
T2
Solucion:
1
a) La funcién f (z) = 357 5, —5 s una funcién racional, por tanto, sus singularidades
22 — 5iz —

son aisladas y coinciden con los ceros del denominador y como la curva es cerrada,
la integral se puede calcular mediante el teorema de los residuos.

Buscamos en primer lugar las singularidades de f, para ello buscamos los ceros de
su denominador, resolviendo la correspondiente ecuacion de segundo grado

22— 5iz—2=0& 2 =

5id /(517 —4-2-(-2) 5t /THTT6  5ityTD  5it3
2-2 B 4 44

tendremos dos soluciones

L B3 8,
Y4 e

C5i-3i 2 i
2T Ty T4 T

y la funcién queda puede escribirse como

B 1
f(z)_2(z—2i) (z—%)

(Hay que notar que el coeficiente de z? de la ecuacién es 2 y por tanto este factor
debe aparecer en la descomposicién en factores del polinomio).

Ambas sigularidades son polos simples y el calculo de los residuos correspondientes
es muy sencillo

1 2—1 1 1 1 —
Res —.,2i | = Res 2 2), 20| = - - _
2 (2 — 2i) S (z — 2i) of(o;_ L di—1i K 3
2 2
1 = 1 1 1
Res = Res | 22 20| = . —




Para utilizar el teorema de los residuos, necesitamos saber qué singularidades estédn
dentro de la curva para cada valor del radio r. Para ello calcularemos la distancia
del centro de la circunferencia a cada una de las singularidades

Distancia del centro a z; = [(1+14) —2i| = |1 —i] = /(1 =2
G 1y’ \/5
2 2

r < ‘/_, en este caso ninguna de las dos singularidades estd dentro de la curva y por

tanto
/ f(z)dz=0 7“<E
Y1

Distancia del centro a z, = '(1 +1i) — ;‘

Notar que v/2 > 1/5/2 y podemos distinguir 3 casos:

2

% < r < 4/2, en este caso solamente la singularidad % estd dentro de la curva, por tanto

1

i e 2r b
1)75 —271'7,(5)——? 7<7‘<\/§

2 (2 — 2i) <z—§

r > /2, en este caso las dos singularidades estan dentro de la curva, por tanto

/ f(2)dz = 2mi Res

/f(z)dz = 2mi< Res ! : ! + Res ! ,
2(2—2i)<z—%>

2 (2 — 2i) (z—%>72
= 2Wi<%+<—§)) =0 r>V2

Los casos 7 = v/2 y r = v/5/2, no se tienen en cuenta, puesto que la curva pasa por las
singularidades.

20

b) La funcién

z

z) = —

flz) =~

no es derivable en ningiin punto, puesto que en el numerador aparece la funcién
conjugada, por tanto no podremos utilizar el teorema de los residuos y hay que
emplear la definicién de integral a lo largo de una curva

[/f(Z)dz:/abf(v(t))v’(t)dt



siendo

oo [aab] — C

v(t) = re" tel0,2r] =4 (t) = ire”

Por tanto
2 2m — 2 " 2
_ t 7 ) —1 . .
/Edz: /MW’ (t) dt:/m. ireztdt:/m, ire'tdt = /ire_”dt
z v (t) rett rett
Yo 0 0 0 0
e integrando directamente
2m
/z're_“dt = —re " (Q)W =re " —re M = —r =
0
4. (1.25 puntos) Dada la funcién
1
2)= ——"——
/() 22 —3z2+2
Construye su serie de Taylor centrada en z; = 0, indicando su circulo de

convergencia.

Solucion: En primer lugar buscamos las raices del denominador para descomponer la
funcién en fracciones simples

341
. n= =2
z2_32+2:0@Z:3i\/9 42:3j:ﬁ:3j:1:>
2 2 2 _3-1 _
ZQ—T—l
por tanto
1 1
f(z)—z2—32+2_(z—2)(z—1)
La descomposiciéon en factores simples es la siguiente:
1 A B A(z—1)+B(z—2
o _ A B _AG-D+B(-2
(z=2)(z2—=1) 2z-2 z-1 (z—=2)(z—1)
Por tanto
A=1
A(z=1)+B(z—-2)=1<+=
B=-1
y la funcién es
O
z) = —
z2—2 z-1



El desarrollo de Taylor (potencias positivas de z) de cada fraccién es muy sencillo

1 1 — > 2, 2 |z
z—2:2(§—1):7 —: Z() _;Q"H ot ‘§‘<1j|z|<2

z
2 n=0

1 ~1 -
= :—Zz sifz] <1
z—1 1-—=z o

por tanto

o0 oo o0 1 . '
f(z)=- Z2n+1 Z = ( 2n+1>z si|z] <1
n=0

n=0 n=0

Donde la condicién |z| < 1 se obtiene para que los dos desarrollos sean ciertos.
. (1.5 puntos) Resuelve la siguiente ecuacién en diferencias
Yn+2 + 3yn+1 - 4yn =3" n Z 0

para condiciones iniciales nulas (yo = y; = 0)

Solucion: Aplicamos la transformada Z a ambos lados de la ecuacién, utilizando las
propiedades de linealidad

Zax, + by,) (2) = aZ [2,] (2) + 02 [y,] (2)
y de traslacién

Z [Yns2) (2) = ZZ [yn] (2) — ZQ?JO — 2y

Z [ynt2l (2) = 2Z[yn] (2) — 200

Por tanto
Z [Ynsz + 3Yns1 — 4] (2) = Z[3"] (2) & 2°Z [ya] (2)+32Z [yn] (2)—4Z [yn] (2) = Z2[3"] ()
donde se han utilizado las condiciones iniciales yo = y; = 0.
Sacando Z [y,] factor comun
(2% + 32 —4) Z[ya] (z) = Z[3"] (2)
Queda por calcular Z [3"] (2), bien por las propiedades de la transformada Z o bien por

la definicién .
Wl 3\"
D —n—z(z)

n=0

que es una progresién geométrica de razén <. Podemos calcular esta suma siempre que
la razon sea menor que la unidad, es decir

1 3
Z[3") (2) = == H<1;»\z|>3




y la ecuacién transformada es

(22 +3z— 4) Zlya) (2) =

despejando Z [y,] (2),

que puede factorizarse como

z

(z=3)(z—=1)(2+4)

Zynl (2) =

Obtendremos el valor de y, mediante la transformada Z inversa

Yo = 27 ((z —3) (zil) (z+4))n

Los valores de y,, se obtienen a partir del desarrollo de Laurent de la funcién en un anillo
de centro 0, y radios r y oo, siendo r el radio de una circunferencia que contenga a todas
las singularidades de la funcién.

Como necesitamos el desarrollo de Laurent, realizamos en primer lugar la descomposicién
en fracciones simples de la funcién racional

z A B C

C-3)G-1(+d (=3 =10 (+a

por tanto
A(z=1)(2+4)+B(z—3)(z+4)+C(z—1)(2—3) ==

Como las raices son distintas, podemos calcular los coeficientes A, B y C' fécilmente
tomando para z, los valores 1, 3 y —4

z=1 = B(1-3)(1+4)=1 = B(-2)(5)=1 =B=-1

2=3 = AB-1)(3+4)=3 =  A@Q((M=3 =A4=3%

z=—4 = C(-4-1)(-4-3)=-4 = C(-5)(-T)=-4 =C=3
por tanto

z 3 1 1 1 4 1

(z=3)(z=1)(z+4) 14(z—-3) 10(z—1) 35(z+4)

El desarrollo de Laurent buscado, se obtiene sacando z factor comun en cada fraccién

3 1 1 1 4 1 3 1 1 1 4 1
14(z—3) 10(z—1) 35(z+4) 14z1-3 10z1-1 3521+
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y empleando la serie geométrica en cada fraccién

z 3 1 11 4 1
(z=3)(z—1)(z+4)  1421-3 10z21-1 352141
3 =3\ 1 &/1\" 4 &[/-4\"
-5 () wx(d) w23

M8

1 /3\"" &1 /1" &1 4\
1) ‘;1—0(;) > 5 (7)

gn+l B i N (_4)n+1 1
14 10 35 zntl

y cambiando n + 1 por n en el sumatorio

n=0

M8

n=0

z =31 (=M 1
(,2—3)(2—1)(2—1—4)_nzo(ﬂ_l_()jL 35 );

luego
3t 1 (—4)"

n= s — i 022
VIR TIRENETIN
ademads podemos comprobar que para n = 1
3 1 4 0
NT1 10 35

luego también es cierto para n = 1.

. (2 puntos) Resuelve la siguiente ecuacién diferencial

y' =2y +2y = f(1)
donde

junto con las condiciones iniciales
y(0)=y'(0)=0

Solucion: Aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién, utilizando
las propiedades de linealidad y derivada

Llaf (t) +bg ()] (2) = aL[f ()] (2) +bLIg (1)] (2)

y de traslacién

L") () = ZLIy®)](2) =2y (0) —y(1)

LIy ®](z) = 2Ly (H)](z) —y(0)
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por tanto sobre la ecuacion del ejercicio y utilizando las condiciones iniciales

L' =2 +2](2) = L[f ()] (2)

por tanto

Ly (z) =2L0y](2) + 2Lyl () = LIFB](2)

PLIY )] (2) = 22LIY] (2) +2L Y] (2) = LIf(B)](2)

y sacando L [y] (z) factor comin

(222 42) Lyl (2) = LI (9] (2
de donde LI[f )] (z)
£l () = GRS

Calculamos el numerador utilizando la definicion de transfrmada de Laplace (como siem-
pre), teniendo en cuenta que la funcién estd definida a trozos:

LI (2) = /O T F () et = /O Ctertas + /4 T ge

La primera de las integrales se hace por partes, tomand u =t y dv = e ?'dt y por tanto
du=dtyv=—e?/z

4 4 —zt —zt |4 —zt |4 —4z —4z
e e e e e 1
/ te #dt = —te”/z‘é—l—/ dt = —t +—— = (—4 )+(— 5+ —2)
0 0 2 Z o 2|, z z z
La segunda integral es directa
/oo 46—ztdt _ _4e—zt S _ 46—42'
4 Z |, z

y la transformada de Laplace de f () serd sumando ambas integrales

1— e—4z

L[f®)](z) = / 4te—ztdt+ / h de”*dt =

0 4 22

y el valor de L [y] () serd
1 —e %
E[y] (z) = (22 _ 2Z+2)Z2

Para encontrar y (¢), la solucién de la ecuacién diferencial, tendremos que calcular la
transformada de Laplace inversa de la funcién anterior.

1— 6_4Z

y(H =L [(22 ~2.19) 22] Q
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y empleando las propiedades de linealidad y de traslacién de esta transformacion

1 1
t) =Lt t) — L1 t—4)hy (t
y(*) [(22—2z—|—2)22](> [(22—22—#2)22]( ) Da (1)
Por tanto solamente necesitamos calcular cuanto vale
1
L1 t
[(22 — 22+ 2) 22} ®)

que lo haremos mediante residuos. Para ello descompondremos el denominador en facto-

res:
2:|:\/ 2:|:\/—4_2:t2z'
2 2

2 —242=0&z =1+

por tanto
1 1

(22 —224+2)22  22(z— (1+1i))(z — (1 —1))

y mediante la férmula de Bronwich

El[( —2zl+2 } ZRGS( —2:+2)z2’ ’“)

siendo z las singularidades de la funcién que en este caso son

zo = 0= Polo doble
z1 = 141 = Polo simple
zy = 1—1 = Polo simple

Calcularemos estos residuos. Para zp = 0

Res(( et ) ,0):Res<62t/(z2—22+2)70>ZQSE)(O):%(O)

22 — 22+ 2) 22 z2 1!
siendo
ezt
%)= Z =2, 59)
y si derivamos
) te?t (22 — 22+ 2) — e* (22 — 2) ) t+1
= = 0) =——
Para z; =1+1
e e*'/2? (z — (1 —1)) ¢y (1 +19)
1+i) = 1+1) = = ¢ (147
Res((22_22+2)22, —I—z> Res( P P —I—z) ol ¢y (1 +1)
siendo
ezt
¢1 (Z) = 2

22 (z—(1—1))



por tanto
o1+t et (1+1)

R Iy s R

Para zo =1—1

Res(( e )22,1—1') :Res(62t/22(z_(1+i)),1—i> Y ) N

22 —22+42 z—(1—1) 0!

siendo .

62

)= Fnoar)
por tanto
(1—i)t t(1—)
. e e
#a(1 =) = (I—if(1—i—(1+i) 4
y sumando todos los residuos
1 t+1 et1+9) et1=1)
-1 _ _ .
o emmms) o= () (50) ()

desarrolando
1

= B t+1 _eteit_etefit
£ l(z2—2z+2)22]<t)_< 2> 4 4

Para expresar la funcién como una funcién real, se saca factor comin —e’/2 para obtener

. 1 o (tH1N e et e (41 1 i
£ l(z2—2z+2)z2](t>_< 2) s\ T ) =T ) g s =5 (t+ 1 —efcost)

y por tanto

—4z 1

£ [(% —5T 2) 22] 6 =£7 [(22 —2%+2

)22} (t_4>:%((t—4)+1—e(t_4)cos(t—4)) >

la solucién y (t) buscada serd

1
E(t—l—l—etcost) t<4

1
§(t—i—1—etcost)—§(t—3—et_4cos(t—4)) t>4

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas
en la parte de ejercicios basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte
de problemas.
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