Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica

Examen de operaciones basicas, 8 de febrero de 2008

. Calcula (2 + z')3 y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Operando de forma directa mediante el binomio de Newton:

2+1)° = (3) (2)°% + G) (2)hd% + (2) (2)%4' + @) (2)* 10
= —i—64+124+8=2+11i

23 e .
. Calcula (—i)” y expresa el resultado en forma binémica.
Solucion: Teniendo en cuenta que

1 =1
siendo 7 el resto de dividir n entre 4, tendremos:

(_Z->23 _ (_1)23 Z-23 — —i4*5+3 — _1'3 —3

. Calcula (3 —2i)- (1 +1) y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Operando directamente
(3—2i)-(14+4)=3+3i—2i—2°=5+1

1—4

. Calcula T

y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Multiplicando por el conjugado del denominador:

1—i (1=i)(1—d) (1—i)? 14+¢-2

- = . = = = = —i
I+i (449 (1—-d) |14+ 2

171./4271./3 _ leiw/4_2eiﬂ'/3
. Calcula 5.0 e

y expresa el resultado en forma binémica.

Solucion: Ponemos los complejos en forma binémica antes de realizar las operaciones

. 2 2

| 1 /3
9em/3 — 9. <§+i§> —14iV3

3e? = 3



por tanto

Leint geins (B +iE) (1+iVB) i(@ N ¢g‘2>

3ein/2 N 3

Teniendo en cuenta que

finalmente tenemos

(53
3i 2 2

y la solucion es

+1

V6 V2\ (Y62
6 6 6 6
También es posible resolver el problema de la siguiente forma: Utilizamos operaciones en

forma exponencial
i7r/4 . iT&'/S
1772677 2 in(3+3-3) — 2ei’r/12

3¢z 3° 3

y a continuacion expresamos el resultado en forma binémica teniendo en cuenta las férmu-

las del angulo mitad
0 14 cosf
sz = {/—F——
2 2
0 1 —cos6
sen- = {/——
2 2
que aplicadas a este caso

T /6
(cos—+zsen—> = - cos——l—zse T

N

2 .
_e'm/12 —

2
3 3

2 \/l—f—cos%_'_,\/l—cos% 2

-3 2 ! 2 3
24+v3 . [2—3 V2+vV3  V2—-V3

E ) e

Es facil comprobar que este resultado es idéntico al obtenido anteriormente.

| Do
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. Calcula el médulo de /2 — 4s.

Solucion: Teniendo en cuenta las propiedades del médulo

\5/2—4¢):\5/\2—4i\:\5/\/m:\5/\/2_: V20

. Calcula el argumento de 1 — /3i y expresa el resultado en radianes.

Solucion: El argumento ¢ del nimero (1 — \/gz) se encuentra en el cuarto cuadrante, y
se calcula como

3
Y= arcta,n—% = arctan —V/3 = —g = arg (1 — \/gz) = —% +2kn kel

. Calcula v/i y escribe los resultados en forma polar o exponencial, con el argu-
mento en radianes.

Solucion: En forma polar, el niimero complejo ¢ puede ponerse como

]-7r/2
luego las raices cuartas de i seran
( ]_ﬂ—/g ]{3 — O
Lnjonomy/a = lons k=1
11/4 B (m/2+2m)/4 5m/8
/2 + 2k

1 Linj24amy/a = logg k=2

\ Lir/246m)/a = lizess k=3

. Expresa —2—2i en forma polar o exponencial, expresando el &ngulo en radianes.

Solucion: El argumento ¢ del nimero —2 — 2i, que se encuentra en el tercer cuadrante,
se calcula como

2 5%8
p = arctan§ +rm=arctanl+7=7n/4+7= T
Entonces, dicho nimero en forma exponencial se escribe como

—2 — 2 = | — 2 — 2i[e" = 2/2¢P7/4

. Calcula (—1—+/3i) - (2—2V/3i) y expresa el resultado en forma polar o expo-
nencial con el argumento en radianes.

Solucion: Podemos observar que

a = (-1-VE) = - (1+5i)
7 = (2—2\/§i>:2<1—\/§i>:—2-z_1

3



Por tanto
2= (—1 - \/§z) : (2 - 2\/§z') = o= 2|nP=—2-4=-8
luego como es un nidmero real positivo en forma polar o exponencial serfa
—8 =8, =8¢
Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en

la parte de ejercicios basicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de
problemas.



Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 8 de febrero de 2008

1. (1.25 puntos) Demuestra que
|z4+1| > |z — 1] <= Rez >0
Solucion: Como |z| > 0, entonces
lz+1>|z—1|<= |z+ 1> |z - 1)?

y teniendo en cuenta que |z|> = z - Z, la desigualdad anterior nos lleva a

(z4+1)-(z+1)>(2—1)-(2—1)
y utilizando ahora las propiedades del conjugado de una suma o diferencia de complejos
(z4+1)-(z41) > (2—1)- (z-1)

Si ahora tenemos en cuenta que 1 es un mimero real y por tanto coincide con su conjugado,
obtenemos
2ZZH+z+Z+1>22—-—2—-Z+1

Simplificando
Z2+Z>—2—7%2

pero

por tanto la desigualdad anterior queda
2Re(z) > —2Re(z) <= 4Re(z) >0 <= Re(2) >0
tal y como querfamos demostrar.
2. (1.25 puntos) Demuestra que la funcién
v(z,y) =32’y —y® —day +y

es armdénica, y encuentra todas las u(z,y) tales que f(z +iy) = u(z,y) + iv(x,y)
es holomorfa.

Solucion: Demostramos en primer lugar que v (x,y) es arménica. Para ello derivamos
respecto de z e y

v, = bzy—4y

Vy = 3% — 3y® —4dx + 1



y volvemos a derivar

Vg = 6y

Vyy = —0y
Por tanto v es arménica ya que cumple la ecuacion de Laplace

Vge + Uyy = 6y + (—6y) =0

A continuacién encontraremos u (z, y) utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann. Uti-
lizando la primera ecuacién, obtenemos

uz:vy:3x2—3y2—4x—l—1

y al integrar respecto de x
u:/uwdﬂc:/(3x2—3y2—4m+1)dx:m3—3y2m—2m2+x—|—90(y)

donde ¢ (y) es constante respecto de z, pero puede depender de y. Para encontrar su
valor, utilizamos la segunda ecuacién de Cauchy-Riemann, junto con la expresiéon que
hemos encontrado para u

uy = —v, & —byr + ¢’ (y) = — (62y — 4y)
de donde

e integrando
p=2y"+C

en este caso C' es constante respecto de x e y. La funcién u (z,y) buscada serd
u=1x—3r — 22"+ + 2 +C
y la expresion para f (x,y) es
fz,y) = (2° = 3y°z —20° +  + 20" + C) + i (32°y — y° — 4wy +y)

Aunque no se pregunta en el enunciado, es muy sencillo expresar f (x,y) en términos de
z
fe)=2*-222+2+C

3. Calcula las siguientes integrales en funcién del valor de r > 0:

(a) (1.25 puntos) fv % dz, v(t) = —1+re' t € [0, 2n].
(b) (1.25 puntos) | _C g, y(t) =ret, t €0,2n]
V(24202 ’ T



Solucion: En ambos casos se trata de integrar funciones, que sélo tienen singularidades
aisladas, a lo largo de circunferencias, que son curvas cerradas simples y diferenciables y
por tanto es posible utilizar el teorema de los residuos.

(a) f(2) =

sen z

2 1) En este caso f (z) tiene 3 singularidades aisladas

2’1:0 Zgzi Z3Z—i

El valor z; = 0 es un cero del numerador de orden 1 y un cero del denominador de
orden 2, por tanto se trata de un polo simple. Otra forma de comprobarlo es calcular
el siguiente limite:

sen z sen z . sen z 1

_— = ]_. 0= = g =
22(22+1) i O 222+ 1) a0 (224+1)

lim,_,o 2
donde se ha tenido en cuenta que

sen z
=1

limzﬂo

Las otras singularidades, z5 y z3, también son polos simples, puesto que son ceros
simples del denominador, pero no anulan el numerador.

Calcularemos ahora los residuos en cada singularidad, teniendo en cuenta que son
polos simples

sen 2 sen z

R€S<f(2),0) = £%2m2£%m21
. ) . senz , sen z sen (7) sen (7)
R = 1 — _— = g _ —
es(£(2),7) = lim(z—7) 22+ 1) i (z4d) 22 2i
, , . senz , sen z sen (—1) sen (7)
R —i) = 1 — =1 = = -
U= = I ) ey T e T G
La integral a lo largo de la curva «y (t) = —1 + re', dependerd obviamente del radio
r. Si calculamos las distancias del centro (—1) a cada una de las singularidades
obtenemos
Paraz; = 0=|-1-0/=|-1|=1
Parazy = iyz=—i=|—1—i|=|-1—(=i) =2

Y para estos 2 valores distinguimos 3 casos:

e Sir < 1, no hay singularidades dentro de la semicircunferencia y entonces

/Wf(z)dz:O



e Sil<r < /2, lacurva contiene a z; = 0, pero ni a 2, ni a z3 y la integral vale
/f(z) dz = 2miRes (f (2),0) = 2mi
.
e Sir> \/5, la curva contiene a todas las singularidades: z1, 2o y 23
/f(z) dz = 2mi{Res(f(2),0) + Res(f (2),i) + Res(f (), i)}
g

— 2mi <1 = Segi(i) = 3622@)

= 2mi (1 +isen(i))

Por ltimo, si r = 1 o 7 = v/2 la integral no tiene sentido puesto que la curva pasars
por alguna de las singularidades.

(b) f(z)= %. En este caso, f (z)solo tiene una singularidad: z; = —2i. El tipo
z+2i

de singularidad de z; es un polo de orden 2, puesto que

COS 2

hmzﬂo (Z + 2Z)2m

=lim, ,gcos(z) =1

y con esta informacién calculamos el residuos de f (z) en ella, teniendo en cuenta
que
Ccos z ¢ (2)

T = am ~ rap

Res (f (2) , —2i) = Res (%, —2i> = M = —sen (—2i) = sen (21)

donde se ha tenido en cuenta que sen (—z) = —sen (z).

La integral a lo largo de 7y (), depende del radio r. Si calculamos las distancias del
centro (0) a la singularidad tendremos

Para z; = —2i = |0 — (—2i)| = |2i| =2

Con este valor distinguimos 2 casos:

e Sir < 2, no hay singularidades dentro de la semicircunferencia y entonces

/Wf(z)dz:()

e Sir > 2, la curva contiene a z; = —2i y la integral vale

/f(z) dz =2miRes (f (2), —2i) = 2misen (2i)



Como en el apartado anterior, si r = 1 o r = 2 la integral no tiene sentido, puesto
que la curva pasard por la singularidad.

4. Calcula las series de Laurent centrada en z; = —1 de la funcién

2

f(z) = 22+ 42+ 3

(a) (1.25 punto) En el conjunto {0 < |z + 1| < 2}.
(b) (1.25 punto) En el conjunto {|z + 1| > 2}.

Solucion: Como el grado del numerador es igual que el del denominador, tenemos que
realizar en primer lugar una reduccién de grado, bien dividiendo ambos polinomios entre
si o bien completando el numerador, sumando y restando el término adecuado

22 22+ (42 +3) — (42 + 3) 42+ 3

fr = :1__
1&) = 2773 2 +4243 2+ 4z+3

A continuaciéon descomponemos la fracciéon que queda en fracciones simples, para ello
buscamos las raices del denominador

—4+422 4.3 —4+/1 —4+2

24+4243=0c 2=

2 2 2
es decir
z = =3
z = —1
y la fraccion correspondiente queda como
4z +3 4z + 3

2+42+3 (2+43)(z+1)
que en fracciones simples se descompone como

4z + 3 A B A(z+1)+B(z2+3) (A+B)z+(A+3B)

(z+3)(z+1) 243 241  (2+3)(z+1)  (z+3)(z+1)
Hallaremos A y B resolviendo el sistema correspondiente

A+B=4

1
= 4=5.8=
A+3B=3
Y la descomposicién de la funcién f (z) es
9/2 12
R T el
/) z+3 * z+1



Buscaremos ahora el desarrollo de f(z) centrado en zy = —1, es decir, el desarrollo de
Laurent de f (z) en potencias de (z + 1). Notar que tanto el valor 1 =1 (z 4 1)°, como
la fraccién 2%21 ya son potencias de (z + 1), por lo que sélo tendremos que encontrar
el desarrollo de la otra fraccién en potencias de (z + 1) para cada una de las regiones

indicadas:

(a) En el conjunto {0 < |z + 1| < 2}:

9/2 9 1 9 1 91 19 1
z+3 2 243 2 (z+1)+2 2 2 ()41 4 1+z2H
y puesto que en esta regiéon ocurre |z + 1| < 2 = |z—51| < 1 y podemos desarrollar

utilizando la suma de la progresién geométrica

o agrupando términos

f<z>:@ —< 42 " (5) )

J/

Parte Singular Parte Regular

(b) En el conjunto {|z + 1| > 2}:

9/2 9 I 9 1 9 1 1
2+3 2 243 2 (z+D)+2 2 (e+1)1+ %
y puesto que en esta regién ocurre |z + 1| > 2 = [ES] +1 < 1 y podemos desarrollar

utilizando de nuevo la suma de la progresion geométrica

9 1 1 9 = o 2\ 9= (-1)"2m
~. . = —1 == -~ 7 =
2 (z+1) 1+ 2(z+1);< ) (z+1) 2§(z+1)"+1

La funcién en esta region es

Parte Singular

10



5. Elige uno de estos dos problemas

e (2.5 puntos) Calcula la solucién de la ecuacién diferencial

0 si telo1),
v'+2y +y=< 1 si tell,2),
0 si te[2,00)
con las condiciones iniciales y(0) =0 e y/(0) = 0.

Solucion: Utilizamos la transformada de Laplace con el miembro de la izquierda,
teniendo en cuenta su propiedad de linealidad y su comportamiento con la derivacion:

L' +2 +yl(z) = L"(z)+2L[Y](2) + Ly](2)

= [°L[Y(2) = 2y (0) = ¢/ (0)] +2[2L[y] (2) =y (0)] + L [y] (2)

Si aplicamos las condiciones iniciales se obtiene
PLIY () +22LIY) (2) + L) (2) = (2P + 22+ 1) L[] (2) = (2 +1)* L[] (2)

Ahora aplicamos la transformada de Laplace sobre el miembro de la derecha, tenien-
do en cuenta que la funcién estd definida a trozos:

LIFM] () = /0 T F ) et = /0 F et + /1 T F ettt /2 () et

1 00
= / 0-e *dt + / 1-e #dt + / 0-e *dt
0 1 2
2 — ot |t=2 —z
= / 1 e#tdt = & le
1 —Z

Si ahora se igualan ambos miembros se obtiene:

t=1

—z _ 2z

e e

(z+1)* Lyl (2) =

z
y podemos despejar L [y] (2)
[efz _ 6722]

Llyl=) = z(z+ 1)2

Calculamos a continuacion la inversa. Utilizando la propiedad de linealidad

[6 _ €—2z] —z €—2z

o= [ | 0= [ 0 -2 [ ©

11



y si ahora tenemos en cuenta las propiedad de traslacién
£t [e“’zF (z)} (t) = hy (t) - L7TH[F (2)] (t — a)

s6lamente es necesario calcular la inversa de s que podemos obtener mediante

1
z(z+1)
residuos en sus dos singularidades z; =0y 2o = —1:

El valor z; = 0 es un polo simple

Res (etzm, o) — Res (“Olsz) , 0) —(0)=1

donde

El valor —1 es un polo doble, por tanto:

Res (et'z;)?, —1) — Res (% —1) 1 Gl B (1+1t)e?

z(z+1 z+1) 1!
donde . (1) .
er? e?) z —e*?
e — : e
() =S = () =
Luego

L1 l;] t)=1—e'(t+1)=f(t)

z(z+1)
y empleando la propiedad de traslacién

£ L<ze—;1>2] (1) = fE=Dhi(t)=(1—te ) by (1)

L£! {L] ) = fE=2h(t)=(1—(t—1)e ) hy ()

z2(z+1)

y la solucién buscada es

0 0<t<1
y(t) = (1—te 1) 1<t<?2
(1—te D) — (1= (t—1)e =) t>2
y simplificando
0 0<t<l1
y(t) = (1 —te 1) 1<t<2
(t—1)e 2 — e~ (-1 t>2

12



e (2.5 puntos) Calcula mediante la transformada 7 la solucién de la ecuacién

en diferencias
Tnyz + o1 + 520 = 1+ 5
con las condiciones iniciales zo =0 y x; = 1. Calcula también lim,, . x,
al miembro de la izquierda, utilizando la

Solucion: Aplicamos la transformada
propiedad de linealidad de esta transformada
1
+ 72 2] (2)

1
2 |tnsa + i + 30| (2) = 2l () + Z o] () + 3
Aplicamos ahora la propiedad de traslacién a cada sumando para expresarlo en
términos de Z [z,] (2), y empleamos las condiciones iniciales del enunciado

Zanso] (2) = 222w, (2) — 2220 — 221 = 22 Z [2,] (2) — 2
Zxpi](2) = 2Z[x,](2) — 2z = 22 [2,] (2)

Con estas operaciones la expresién a la izquierda de la ecuacién queda

](z) _ <22+z+i)2[9@n](z)—z

z |:xn+2+$n+1+1$n
1 2
_ <z+§> Z (2] (2) — 2

Ahora utilizamos la transformada Z con el miembro de la derecha
1 1

2+ 5| (D) =2 (=) + 2 |5 | (2)

podemos calcular cada transformada facilmente mediante la definicién, teniendo

y
en cuenta que son ambas progresiones geométricas

[e.e]
1. —
; % z—1
[e.e]
1 1 1 2z z
z[ } IR S
Z:; 2n  zn -5 2z-1 z-3
Y la expresiéon de la derecha de la ecuacion queda
1 z z
Z |1 =
[ +2”1< ) z—1+z—%
Al igualar ambos miembros entre si obtenemos
oz N 2z
Cz—-1 2z-1

(Z+%)2Z[$n] (2) — 2

13



y podemos despejar Z [ z,] (z)

z n z n 2z
(z+1)" -1 (z+1)" @-1(z+1)
2(z=1)2z2=1)+2(22—1)+2z(2—1)

(z-1) (22— 1) ( + 1)°
223 4+ 2% — 2z
2(2—1) (22— 1) (2 +1)°

Zlan) (2) =

Para encontrar la transformada inversa Z~! descomponemos en fracciones simples

2[2](2) :3{

A n B n C n D
1 G G0 D)

y desarrollamos cada fraccién en potencias de z en el exterior del circulo de centro
0 y radio 1, puesto que todas las singularidades de Z [z,] (z) caen en el interior del
circulo radio 1:

IR T b VR B N G )
z—l—%_z(l—kl)_zz( D 2nzn _22"2"“0011 221 > 1

1 1 ITe=/1\" < 1

z—l—z(l 1)_;;<;) :Z_;W con [z] > 1
1 1 T 1 >
z—%:z(l—i):;;%znzgﬁnﬂ con |2] >1

. 1
= Z o (n—l—l)m con [2z] >1

n—

[e=]

Sustituimos en la expresién de Z [ z,] (2)

1 = (=" 2 (=) (n+1) | =1
Z(n,) <z>:§{AzW+Bz V)oY LY s
n=0 n=0 n=0 n=0

14




Agrupamos los coeficientes asociados al mismo exponente y obtendremos

zmm:g{Az;m by oS ey

n=0 n=0 n=0 0
_ (=) (n+1) O 1 5 > 1
- Z 2n+1 n+1 Z n+1 on+2 + 9 Z ot + Z ont+1yn+l
=0 n=0 n=0
= )'(n=1) O 1 =
= —A 2B YN L
Zzn i Z 2n e D
n=1 n=2 n=1 n=0
A C D\1 XA 2B(-1)"(n—1) C D| 1
= (5*5*5);*2 R T T

Y la solucién v, de la ecuacién en diferencias viene dada por

Yo = 0

_ (4.9, D0y
o= \3 Ty "9~

_1\n+1 _1\" _

2n 2n 2 2n

Solamente faltan por determinar los valores de A, B, C'y D. Para ello se tiene en
cuenta que

22° 4+ 2° — 22 1) 4 B c . D
2(:-1)(2:—1) (243> 2|2+35 (z+1)? (-1 (:—3)
podemos sumar e identificar coeficientes

223422—22
2(z—1)(2z—1)(z+%)2

1
2

(z—1)(2z-1)(2+1)”

{A(z+g)(21)(z%)+3<zl>(z%)w(ﬁ%) (==3)+D (=44 }
)

{ A(z?’fzzf%z«#%>+B(zzf%z+%)+0(z3+%z27% —

1
2 (z=—1)(2z-1)(z+1)”

(A+C+D)2%+(—A+B+1C)2%+(-1A-3B-1C-3D)2+(1A+1B-1C-1D)

2 { (=—1)(2z-1)(z+3)”

15
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por tanto

—A+B+1iC =
14 3B 10 _3p= 2
1A+3B-10-1D=0
cuya solucién es
1
A = =
9
2
B = -
3
8
c = -
9
D =1

Finalmente sustituimos estos valores en la expresién de v,

Yy = 0
n =1
(=)™ 4(-D)"(n—-1) 4 1
L= — = > 2
Y, ( 9. on + 3. 9n —|—9+2n para n >

Con algunas operaciones més es posible hacer una simplificacién mayor del tipo

13 (1\" 4 (1N f4 -
=< —— | = -n | — -+ — r
Yn 9 \ 2 3"\ 2 g " gn( PATAT =

Podemos ahora calcular el limite cuand n — oo

4

hmnaoo Yn = =

9

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas
en la parte de ejercicios bdsicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte
de problemas.
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