Examen resuelto Variable Compleja y Transformadas 13-9-2007

Examen de operaciones basicas, 13 de septiembre de 2007

—_

. Calcula i - (1 — 27) y expresa el resultado en forma bindmica.

Solucién: Operamos
i-(1—20)=4—2i"=i—2(—1) =2+

2. Calcula (2 — i)? y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Aplicamos la formula del cuadrado

(2—i)P=2"-2-2i+i"=4—4i—1=3—4i

3. Calcula 3 —¢/(1+1) y expresa el resultado en forma binémica. Multiplicamos el deno-
minador por su conjugado
340 (B3+i)(1—i) 3-3it+i—i® 4-2i

1+i 12+ 12 2 2 !

3—i/(1+1) =

1
4. Calcula T y expresa el resultado en forma binémica.

i
Solucién: Multiplicamos por el conjugado del denominador

1 1—1 11—z 1 1.

1+i (1+i(1—4) 12112 2 2

5. Calcula v/i y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos en notacién exponencial ¢ = 1 - ¢™/2. Entonces las dos raices son

V1-e™* =1 (cos(m/4) +isen(m/4)) = LQ + %z
Vi =
V1 - em/44m = 1 . (cos(5m/4) + isen(5m/4)) = —iz - %z

17r/427r/12 _ 1 eiﬂ/4 .9 eiﬂ/lQ

= s en forma bindmica.
37r/6 3 €“r/

6. Expresa

Solucién: Primero simplificamos en notacién exponencial
1 6i7r/4 ) eiﬂ/12

ST — (2/3) - V/AFY12-1/0)mi _ (9 /3) . orifS
617’(’

Por 1ltimo escribimos en forma bindmica

(2/3) - €™/6 = (2/3) - (cos(w/6) + i sen(n/6)) = (2/3) <_ + %1) 1. %1

“l%
5
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7.

10.

Calcula el argumento de —1 4 v/3i y expresa el resultado en radianes.

Solucién: A la hora de considerar el arcotangente, tenemos que tener en cuenta que el

namero complejo esta en el segundo cuadrante.

N Im (—1+ v/3i) -
arg(—1+\/§2) = arctan (Re (—1+\/§i)>+ﬂ_

= arctan (—\/g) +7=-m/3+7=
= 27/3

. Expresa —v/3 — i en forma polar o exponencial con el argumento en radianes.

Solucién: Nuevamente hemos de tener en cuenta en el arcotangente que el ntimero

complejo se encuentra en el tercer cuadrante.
arg (—v/3—1i) = arctan(1/V3)+7=m/6+m=Tr/6
VB = ) o

Por lo tanto el resultado buscado es —v/3 — i = 2 - ¢™™/6,

Expresa i'!! en forma polar o exponencial con el argumento en radianes.

Solucién: Simplificamos la potencia

Expresa (2 — 2i) - (=5 + 5v/3i) en forma polar o exponencial con el argumento en
radianes.

Solucién: Escribimos en forma exponencial antes de multiplicar, teniendo en cuenta a
la hora de aplicar el arcotangente que el segundo factor esta en el segundo cuadrante.

2-2i] = /22+(-22) =v/8=2V2

arg(2 —2i) = arctan(—1) = —7/4

~5+5v3i] = /(=572 + (5v3)" = VI00 = 10
arg (—5 + 5\/§z) = arctan (—\/g) +71=-nw/3+7=271/3

Entonces | |
(2 —26) - (=5 + 5V/3i) = 2v2e7™/* . 10e*™/* = 20v/2e™™/12
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Examen resuelto

Variable Compleja y Transformadas 13-9-2007

Examen de problemas, 13 de septiembre de 2007

1. (1 punto) Calcula los ceros del coseno hiperbélico

e“+e’?
coshz = ——
2
Solucién: Tenemos que resolver
e +e* _ _ -
T:O—>ezz—e s effet =1 — ¥ =—1=¢"

Tomamos un logaritmo complejo, y deducimos que 2z = wi+2kmi. Por tanto la solucién
buscada es z = (1/2 + k)mi, k € Z.

. (1 punto) Se considera la funcién u(z,y) = 2zy. Encuentra las funciones v(x,y) que
satisfagan que u + ¢ - v es holomorfa.

Solucién: En primer lugar comprobamos que u(z,y) es armonica.

o, P,
8x_y or? *u  0%u

A= T g0
ou 5 9*u 0 dx%  Oy?
oy o

Entonces u(zx, y) es arménica, y tiene sentido aplicar las condiciones de Cauchy-Riemann

_Ouy) . Ovlzy) _ Ou(z,y)
ox oy oy ox

dv(z,y)

De la primera ecuacién deducimos que

v(z,y) = /de:/—%dx: —2? + ¢(y)

Aplicamos la segunda ecuacién para deducir ¢(y).

ov(z,y)
y

dy dy

— ¢'(y) =2y = o(y) =y*+ C

Por lo tanto v(z,y) = —a? + y* + C, con C' € R.

Nota: No es complicado identificar a u y v como las partes real e imaginaria de la
funcién holomorfa f(z) = —iz? + C'.
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3. Calcula las siguientes integrales en funcién del valor de r > 0:

)

eiz
1 punto
(1 punto) /7 P

dz, y(t) =re' t € 0,27].

Solucién: Descomponemos el denominador para hallar las singularidades

Prz=202+1)=2(2—19) (2 +1)

Asi pues tenemos tres polos simples z; = 0, 20 = i y 23 = —i. Calculamos los
correspondientes residuos

%1

g(z) =z f(z) = — Res (£,0) = ¢,(0) =1

2241
0(2) = (2 =1) [(2) = s = Res (1) = gafi) = —¢7/2
g3(2) = (2 +1) - f(2) = ﬁ — Res (f, —1) = ga(—i) = —¢/2

Queremos aplicar el teorema de los residuos, para lo que necesitamos distinguir
cuando las singularidades estan dentro de la curva. Como la primera singularidad

z1 = 0 coincide con el centro de la circunferencia zy = 0, estd dentro de la
curva para cualquier radio r > 0. Para las otras dos se obtienen las distancias
|za — 20| = |1 = 0] =1, |23 — 20| = | — ¢ — 0] = 1. Asi pues, si r < 1 s6lo z; = 0

estd dentro de la curva, pero si r > 1 estarian en el interior las tres singularidades.

Entonces
el 21 sir<l1
/3 dz =
N2t 2ri-(1—e /2 —¢/2) sir>1

(1 punto) [ e () = et e 0,27
Y

Solucién: Tenemos una tnica singularidad z = ¢, que es un polo doble. Construi-
mos b
o Ny 21 .
2)=z—1) - flg)=(z—1) - ——5 =2+1
o2) = (=P f2) = (=

Como ¢'(z) = 1, entonces Res (f,i) = ¢'(i)/1! = 1. Hay que distinguir casos, en
funcion de si la singularidad estd dentro o fuera de la circunferencia. Como la
distancia del centro de la circunferencia a la singularidad es |0 —i| = 1, aplicando
el teorema de los residuos deducimos que

/z—l—i p 0 sir<l1
y (2 —1)? omi sir>1
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¢) (1 punto) /sen(l/z) dz,y(t) =i+re, t €0,2n].
v
Solucién: Tenemos una unica singularidad z = 0, que es de tipo esencial. Cons-
truimos la serie de Laurent
= (=1 11 1
1/2) = — = - — —— 4+ ——— } ...
sen(1/2) ; 2n+ 1)l 2z 623 * 12025 T

El residuo de la funcién es claramente Res (f,0) = 1. Hay que tener en cuenta si
la singularidad esté dentro de la curva, lo cual ocurre si r > |i — 0| = 1. Asi pues

/sen(l/z)dz:{ Vot

y 21 sir>1

d) (1 punto) /(E—i— |z])dz, y(t) = re', t € ]0,27].

Solucién: La funciéon no es holomorfa, asi que hemos de aplicar directamente la
definicion.

/Vf(z)dz = /al[)j'ﬁ(v(lf))dlf:/027r (W—i—‘re“‘)%re“dt:

= / (re_it—i—r) ciret dt = ir? /QTF (1+€it) dt =
0 0

ot 27 e2mi 0
= irz{t——,] :ir2<27r— — =0+ =)=
7 0 ) 7

t=

= 2mir?
4. (1 punto) Calcula en el anillo A(0, 1, 3) la serie de Laurent de

zZ—1

(z—1) (2 + 3i)

f(z) =

Solucién: Descomponemos en fracciones simples

Z—1i A n B A(z+3i)+B(z—1) (A+B)z+34i—-B
(z—1)(z+3i) z—1 2+3  (z—1)(z+31))  (z—=1)(z+ 30
El sistema queda

A+B =1
3Ai— B = —i

Sumando las dos ecuaciones despejamos

. , 1—i (1-)(1-3) -2-4i 1 2
1+31)A=1—1i<<— A= = - - _-_=Z
(1+30) ' 1+ 3 12 4 32 10 5 5
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Despejamos la otra constante

2 6
( 5 5Z> 575
Ahora desarrollamos las series
A A 1 A &1\ & —1/5-2/50
= == - 1
z—1 z 1-1/z =z ;(z) % ontl si|z| >
B B 1 B K[ z\" &=(6+2i)" .
z4+ 3 3i 1—2z/(—3i) 31 Z (—31') Z 15i(—34)" si |2]

Ambas series son validas en el anillo 1 < |z| < 3, por lo tanto la serie buscada es

[e.e]

~1/5—2/5i (6 +2i)2"
N TP Lraz A(0,1
f(2) ; il + 2 T5i(—3iy si z € A(0,1,3)

5. Resuelve los siguientes apartados

a) (1 punto) Calcula la transformada de Laplace de f(t) = ¢* sen(2t).

Solucién: Podemos aplicar dos veces la féormula de derivacion

Llt- f0)(z) = = LI (B)](2)

lo que nos llevaria a

Lt f0))(2) = (-1)* = LIf(B)](2)

Tomando f(t) = sen(2t) se tendria que

L[t*sen(2t)](z) = %E[sen(%)](z) = % (ﬁ)

Si tomamos g(z) = 2/(2* + 4), entonces

. —4z ” —4(22+ 4 +42-2(22 +4)22 122216
g (Z) = T2, N2 g (Z) = 2 4 = 2 3
(22 +4) (224 4) (22 +4)
Por lo tanto la solucién buscada es
1222 — 16
2 _
L[t sen(2t)](z) = m

Nota: También se podia haber aplicado la definicién de transformada de Laplace,
descompuesto el seno en exponenciales complejas, y haber integrado cada suman-
do aplicando dos veces partes.
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b) (2 puntos) Resuelve mediante transformadas de Laplace la ecuacién diferencial

y'(1) + 3y (1) + 2y(t) = 9(t)

junto con las condiciones iniciales y(0) = 2, ¥/(0) = —1, siendo
1 sitelo,1]
g(t) = .
0 sit>1

Solucién: Aplicamos la transformada de Laplace a la ecuaciéon
Lly"+3y +2y] = 2°L[y] — 2 y(0) —y'(0) + 3(2L[y] — y(0)) + 2L[y] =
= (224+32+2)L[y] —22+1—-6=
= (22+32+2)Ly] —22-5

Para el término independiente se puede aplicar el segundo teorema de traslacién,
o integrar directamente

1 —zt
L[g] :/ et dt =
0

—Z

t=1 _
1—e77

z

t=0
Igualando términos deducimos que

E[]_22’2—1—52—1—1—6‘3_2z2—|—5z+1—e_z
vI= 22243242  zz+1D(z+2)

= f(z)

Tenemos como singularidades simples z; = 0, 20 = —1, z3 = —2. En el nume-
rador aparecer una exponencial, que proviene de que el término independiente
esta definido por trozos. Entonces separamos en dos partes

222 +52+1
filz) = 2(z+1)(2+2)
folz) = -

2(z+1)(2+2)
[(z) = filz) + e f2(2)

Buscamos la transformada inversa de cada uno de los sumandos. Empezamos por

la parte que no lleva la exponencial e™*.

2.0245-041,, 1

e ==
0+ 1)(0+2) 2
2. (=1)2+5- (1) +1

Res (e*' f1(2),0) =

et =2e!

Res (e* f1(z), —1)

D1+
2t _ 2- (_2)2 +5-(=2)+1 o0 Lo
Res (e fi(z),—2) = e e =—ge
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Encontramos entonces una parte de la solucién buscada
yi(t) = L7 fi(2)] =1/2+ 27" —e7/2

Para calcular la otra parte, comenzamos calculando los residuos sin tener en cuenta
la exponencial e™*

t — —1 0t _ 1
Res (£2(2).0) = GIpo+2° ~ 2
t — —1 -1t _ —t
Res (e fo(2),—1) = (_1)(_1+2)e =e
R 2t 2) — —1 -2t _ -
s (R 72) = eyt T

De aqui deducimos facilmente que
L f2(2)] = —1/2+e" —e )2
Aplicando el segundo teorema de traslacién,
ya(t) = L7 e f(2))(t) = L7 () = 1) - ha(t) =
= (=1/24 e D — 201 /2) . hy (1) =
= (=1/24+e-et—e2e/2) hy(t) =
0 sitel0,1]
{ —1/2+e-et—e?e /2 sit>1
Sumando las dos componentes calculamos la solucién buscada
1/2+2e "t —e /2 site|0,1]

2+e)-et—(1+e*)e /2 sit>1

y(t) = ni(t) +yo(t) = {
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