Examen de operaciones basicas, 25 de junio de 2007

1. Calcula (—2 — 7i) - (5 — 3i) y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Multiplicando

(—2—7)-(5—3i) = —2-5—2-(=3i)—Ti-5—Ti-(—3i) =
= —10+6i — 35i — 21 = —31 — 29i

2. Calcula (—1 + )% y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Podiamos escribir la base en forma exponencial, pero también es sencillo usar
el binomio de Newton

(—1414)? = (g>@n?w+(§)enlﬂ+<g)entﬂ++<g)@nmﬁ

— —143i+3—i=2+42

3. Calcula (3 —1) - (2+14)/(1+ 1) y expresa el resultado en forma binémica.

€

Solucién: Podemos conjugar antes o después de multiplicar, porque zZ-w = Z -

B=i)-(2+i)  (B+i)-(2-i) (6-3i+2+1) (T—i) (T—i)(1—1)

(1+1) (1+1) (1+1) (144 (1414 (1—19)
(T—7i—i—1) 6—8i .
= = =3—-4
5 5 3—4i
4. Calcula (1—7) y expresa el resultado en forma binémica.

(24 3i) (2 —1)
Solucién: Realizamos en primer lugar el producto del denominador

(1—1) 1—i 1—i 1—i

(2+3i)(2—4)  A—2+6i—232 4-2+6i+3 T+4

y ahora multiplicamos por el conjugado del denominador

(1—))(7T—4) T7T—4i—-Ti+4* 3 11

(7 + 4) (7 — 4) 14 65 65




(=2+iv5)

5. Calcula el médulo de .
—4 + 31

Solucién: Aprovechamos que |z/w| = |z|/|w].

—2 445
—4 + 3t

\—2+zﬂ 2+ V5 VIt5 3

|—4+32|_\/(_4) L V1619 5

6. Calcula v/—i y escribe los resultados en polar o exponencial.

i-3m/2

Solucién: Escribimos el radicando —i =1 -e en forma exponencial.

V1.3t = eS8 = cog 3T 4 jsen 3T

V1 et Br/2H2m/4 — i Tn/8 — cog I8 4 jsen I

YT - @i (Br/2+4m) /4 _ gilln/s _ (o Lin 117r + i sen HTW

\ WA . @i (3n/246m)/4 _ gid5n/8 _ (g Lom 157r + isen 15T7r

7. Expresa /3 — i en forma polar o exponencial, expresando el éngulo en radianes.

Solucién: Calculamos médulo y argumento, teniendo en cuenta que el nimero complejo
pertenece al primer cuadrante

= \/<\/§>2+(—1)2+ =V4=2, arg (\/g—z) :arctan\_/—% = —%

Por tanto v/3 — i = 2 56 = 2e~*7/6_ También se admitirfa como vélido el argumneto

‘\/5—1'

11
om— LT
6 6
22'83 - i26
8. Expresa 361 5 16 en forma bindémica.
i i

Solucién: Vamos a simplificar las potencias

Z'83 -20%4+3 -3

= 1 =1°=—1
26— e6+2 _ 2
iGl — (i)4*15+1 — il =
46 a2 _ 2 g



Entonces, simplificando y utilizando el conjugado del denominador,

283 — 2% 2(—i)—(=1)  1-2  (1-2)(-1-3) —1-3i+2+62
361 4446 3(3) 4+ (=1)  —1+4+3i (=1+3i)(—-1—-3i) 1+ 32
B 7 1
100 10
2 —2i . ) .
9. Expresa en forma polar o exponencial, expresando el dngulo en radianes.

~5+5v/3i
Solucién: Calculamos médulo y argumento de numerador y denominador

-2
12— 2 = /22 + (—2)° = V8 =22, arg(2—2i)= arctan7 = —%

=5+ 5V3i| = /(=5)° + (5V3)* = V25 + 75 = 10, arg (=5 + 5v/3i) = arctan % ~3

En el denominador hemos tenido en cuenta que pertenece al cuarto cuadrante para calcu-
lar su argumento. Finalmente se obtiene

2—20 2y/2e71 ﬁ —im/4—i-2m/3) _ ﬁeﬂ;-nw/lz _ ﬁei-l&r/lQ

54 53i 10ei2r/3 5 5 5

97r/4 : 87r/12 B 9611'7"/‘1 . 8€i-7r/12

= — en forma bindémica.
67r/3 6eim/

10. Expresa

Solucién: Operamos

962'-7r/4 . 86i-7r/12 B (9 .8

im/Atim/12—im/3 _ 0 _ 19 _ .
T 5 ) e 12e 12=12+10

Examen de problemas, 25 de junio de 2007

1. Encuentra el conjunto de puntos en el cual es holomorfa la funcién compleja:

p
flz +iy) =22y +i (:v+ gyS)

Solucién: Tenemos que estudiar en qué puntos se cumplen las ecuaciones de Cauhy-
Riemann. En este caso

u(z,y) = 2xy
v(z,y) =z + 3y°
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Por tanto si calculamos las derivadas parciales de u y v respecto de z e y, obtendremos

Uy = vy<:>2y:2y2

Uy = —Up2x=-—1

De la primera ecuacién
2y =2 =y=0 o y=1

mientras que de la segunda

1
r=—=
2
por tanto tendremos solamente dos complejos donde la funcién f (z,y) sea holomorfa
1 , 1
zZ1 = —5 + 07 = —5
L +i1 ! +1
29 = —=—+il=—=+41i
? 2 2

. (2 puntos) Calcula para a > 1 la siguiente integral real
2
cost
/ o5ty
o a-+cost

Solucién: Transformaremos en primer lugar la integral real anterior en una integral com-
pleja a lo largo de circunferencia unidad, para ello realizamos el cambio e = z
; —i 1
et+e ™ 245 Z2+1

t: P— pr—
o8 2 2 22

con este cambio .
1z

y la integral real puede expresarse como

/2” cost i@ / % 1 J / 2+1 1 it
- — — _ dz = -
0 a+cost ya+ Stz S 2az+ 22+ 1iz

siendo v la circunferencia de centro 0 y radio 1. Segin el teorema de los residuos y
puesto que la funcién del integrando solamente tiene singularidades aisladas, ya que es
una funcién racional:

241 1
Ty —9mi
/72az—|—z2+1z‘zdz m} :Res(f(z),zk)

o
z2LE€Y

siendo
22+1 1

f(z):2az+z2+1a
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Las singularidades de f (z) son los complejos que anulan el denominador.
zZ0 — 0
(2az+22+1)z:0<:>
22+4+2az+1=0

Resolviendo la ecuacién de segundo grado

—2a+4/(20)° =4 94+ I? —4 —2a+./2(a® 1
2242z+1 = 0& 2= 5 = a4 5 a = ¢ 2(a )

—2a£2y/(a®>—1) 5
= : =—a+/(a?-1)

luego tenemos dos singularidades més

7 = —a++/(a®?—-1)

29 = —a—+/(a®—1)

De estas tres singularidades tendremos que tener en cuenta aquellas que estén dentro de
la circunferencia unidad, mientras que zy = 0 estd claramente dentro de la curva, para
encontrar si z; 0 zo 0 ambas estdn dentro de la circunferencia unidad, tenemos en cuenta
que una es conjugada de la otra y que ademas

2129 = (—a ++/(a? — 1)) <—a - M) = (—a)Z—( (a® — 1))2 =a’—(a®*—1) =1

por tanto

1
|2120] = |21] |22 = 1 = 21| = —
| 22|
‘—a— V(a? — 1)) =a+Vva®-1

a>1=ad’-1>0=>vVa2—1>0

ademads estd claro que

y como

de donde
\22|:)—a—\/((ﬂ—l)‘:a—l—V(12—1>a>1

luego z no estd dentro de la circunferencia unidad y tomando inversos
1
|22] > 1= — <1
E>

pero como |z1| = \2_12| entonces

’Zl| <1

y 21 si estd dentro de la circunferencia unidad.
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Hay otra forma de comprobar que z; estd en el interior de la curva . Teniendo en cuenta
que a > 1, entonces
a*>>a*—1>0

y tomando raices

a>vVa?—1

luego

0>—a++va2—1
y su valor absoluto cumple (por definicién de valor absoluto)
‘—a + \/m ’ =a— \/m
para comprobar que este resultado es menor que la unidad
a—+/(a?>—1)<lea—-1<4/(a?—-1)
y tomando cuadrados
(a—1) < ( (a2—1))2<:>a2—2a+1<a2—1<:>—2a+1<—1<:>2<2a<:>1<a
lo cual es cierto.

Luego

/Z—Hl d :/ z +1 dz = 2mi (Res (f (2),0) + Res (f (2),21))

Daz+ 2+ 1iz i(z—21)(2—29) 2

Calculamos a continuacién ambos residuos. En primer lugar para zo = 0
,0) = 0
) P ) ¢1 ( )

2241
i(z—21)(2— 2o

Res(f(z),O)zRes(

siendo 2 ) )
27+
= ¢, (0) = - = =

i(—21)(—22) 212

S

¢ (2) = =

i(z—21) (2 — 29)
donde se ha tenido en cuenta que z12o = 1.

Después calculamos el residuo para z;

211
Res (7 (2).2) = Res (5 ) = a2
siendo > 24 L2
_ % A _ 1A
b2 (2) = iz (2 — 29) = 0:1(0) = i (22— 2z) iz —1

donde de nuevo tenemos en cuenta que z;z5 = 1. La integral buscada es entonces

241 (1 1241
- dZ = 2m —,—f——,2
Li(z—21) (2 — )2 i izi—1

2 1 2 2 2
= oor (1A ) Cop (L) —gp (2
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0 en términos de a

/2“ L (zat Va1
o a-+cost (_a+\/m)2_1

Sin embargo es factible realizar una simplificacién mayor

2 2
Z z 21
A | — L = 4r 2—1 =4r =
27— 1 2] — 2172 21 — %9

y la integral serfa

2T
t 2_1_
/ _cost s vel-l—a ([, @
0 a + cost a2 —1 a2 —1

3. Calcula las siguientes integrales en funcién del valor de r > 0:

eZ

(a) (1 punto) [ dz, y(t) =re’, t €0, 2n].

Solucién: Puesto que la funcién del integrando solamente tiene singularidades aisla-
das podemos utilizar el teorema de los residuos para el cdclulo de esta integral. El
residuo de la funcién del integrando son los ceros del denominador, luego

T, — 22

m’—2z:0<:>zgzgi

que es un polo simple y el residuo de la funcién en 2o = 71, es

z

fim— g (Z N %) fz) = lmeg (Z - %) i - 22
! ( s ) e* ’ e? el
= lm, ) |2 — <) ——————~ =lm, 7 — = ——— =
: 2/ —2(2— %i) -2 2

Sin embargo, el valor de la integral dependera del radio de la circunferencia. Teniendo
en cuenta que ‘%z‘ = 7, obtenemos:

i. Sir < 7, entonces la curva no contiene a la singularidad y por tanto

/ ’e dz=20
77rz—2z

ii. Sir > 7, entonces la curva contiene a la singularidad zp y por tanto

e® e® m 1
dz =2m R —i | =21 | —= | =
/Vm' T, 4F T AR (m' -2z’ 21> m ( 2) m




iii. Si » = 7/2, entonces la curva pasa por la singularidad y la integral no puede

calcularse.

(b) (1 punto) [ Zpmdz, y(t) = 1+re, t € [0,2q].
Solucién: Puesto que la funcién del integrando solamente tiene singularidades aisla-

das podemos utilizar el teorema de los residuos para el caclulo de esta integral. El
residuo de la funcién del integrando son los ceros del denominador, luego

(z—i)’ =02 =i
que es un polo doble y el residuo de la funcién en zy = i, es

d d
Res ((;2, Z) = hmzﬂl % ((Z — 2)2 rzly) = hmz—»l E (Z) = hmzﬂz 1=1

z—1)
Sin embargo, el valor de la integral dependerd del radio de la circunferencia. Teniendo
en cuenta que la distancia entre el centro de la curva (1) y la singularidad es |1 — i| =

v/2, obtenemos:
i. Sir < /2, entonces la curva no contiene a la singularidad y por tanto

/Vrzi)zdz:()

ii. Sir > /2, entonces la curva contiene a la singularidad z, y por tanto

/yﬁdz = 2mi Res Res <rzl)2,’l> = 2mi (1) = 27
iii. Si 7 = v/2, entonces la curva pasa por la singularidad y la integral no puede

calcularse.

4. Se considera la funcién p

16 = e =G =)

(a) (0.5 puntos) Realiza la descomposicién en fracciones simples de f(z).

Solucién: Descomponemos en fracciones simples
A B n C
z— 43

(z—14)(z — 2i)(z — 41) BT R

_ A(z —2i)(z —41) + B(z —i)(z — 4i) + C(z — i) (2 — 2i) _
(z—1i)(z — 2i)(z — 4i)

Los denominadores deben coincidir

Az —2i)(z—4i)+ B(z —i)(z —4i) + C(z — i) (2 — 21) = 2z



Teniendo en cuenta que las raices son simples, podemos obtener los coeficientes
buscados, sustituyendo cada una de ellas

1
e=i= A= 20)(i-4) =i= 3A=i=>A=—gi
2=2 = B(2i—i)(2i —4i) =2 = 2B =2 = B=i

2
2 =4i= Cdi —i)(4i —20) =4i = —6C =4i = C = —3i

La solucién es A = —%i, B=i(C= —%i, y por lo tanto

p i i 2
f(z) = C—i)(z—20)(z—4i)  3—1i) (z—2i) 3(—4)

(b) (0.75 puntos) Construye la serie de potencias centrada en 2z, = 0 vélida para |z| < 1.
Solucién: Desarrollamos en serie ahora cada uno de los tres sumandos. Puesto que

i i1 i1 1

T3G=0) 3i—: 3i(l—zj) 3% () s |3

<1

i 1 i 1 1 K/z\" ., 2
—_ —7 . = —— = —— . e 1 |— <1
c— 2 22 2(1—z/2) 2 ;(m) o

3

2i 2i 1 2i 1 1 «— z
2 =2 - = P12 <1
3(:—4) 3 44—z 34(l—z/4) 6 Z( ) sIgl<

n=

Los desarrollos anteriores son vélidos cuando

z 2| _ [¢]
—|<le—=—<1&|2/<2
21" 2i] ~ 2 12
2] _ |2
<le — <l&e <4
42 143 ~ 4 12

y para |z| < 1, estd claro que los tres desarrollos son vélidos
2| <1<2<4

La serie buscada es la suma de las tres anteriores

3z . L B 1 1 o
=) = (z—i)(z —2i)(z — ) 2= (3z'n 2. 20" 6 (4¢)">




(c) (0.75 puntos) Construye la serie de Laurent centrada en z; = 0 vélida para |z| > 4.

Solucién: Procedemos de forma andloga, aunque buscamos las series con potencias
negativas de z, puesto que en este caso

2] >4>2>1

i i1 i i\" 1
3(z—1) 3z1—1i/z 3z £\ z z
i i1 i (20\" |2
z—2 z1-—2i/z z%(z) 1z
2 2 2 o (4" |4
S S - <1
3(2—42') 321—42/2 3znzo< )

Los desarrollos anteiores son validos cuando

i || 1
—-l<le—=—<lel<|?|
z 2l 2]
21 21
—Z<1<:>M——<1<:>2<\z|
z 2l Il
47 47
—Z<1<:>M:—<1<:>4<|z|
z 2l Il

y para |z| > 4, esta claro que los tres desarrollos son vélidos. La serie buscada es la
suma de las tres anteriores

3z - 1 4n et
fz) = (z—i)(z—2z')(z—4i)_z(_§+2 76 )znﬂ

n=0

Resuelve los siguientes apartados
(a) (1 punto) Calcula para a € R la transformada de Laplace de

£ = { sen (at) t € 0,7]

0 t>m

Solucién: Utilizamos la definicién de transformada de Laplace

= /0 h f(t)e *dt

teniendo en cuenta que f (t) es 0, para t > 7, la integral queda como
CIF ()] () = / sen (at) et
0
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teniendo en cuenta que
eiat _ e—iat
sen (at) = ,
21

la integral queda

LIfH)](z) = /7T e e Pt = 1 /7T etem dt — /7T e et
A 2i 2 \ o 0
— l (/ﬂ e(iafz)tdt . /ﬂ e(ia+z)tdt>
21\ Jo 0

ambas integrales son inmediatas, si z # ia y z # —ia

LIF®)](2) = i ! elia—2)t ;e -

21t — 2 o+ 2

—(ia+2)t

t=0

y evaluando en 0 y m

1 1 . 1
L ¢ _ (ia—z2)m (fat-z)m
S 1) i{(z’a—ze +ia+z o=z Zoz+z

1 1 . 21

= — : e(zafz)w — —(ia+z)m + o
2i | i — 2 otz a? 4 22
1 1 .

- (ia—z2)m (fat2)m
Zi{(ia—ze +ia+z >} <a2—|—z2)

[0

B l(z +Z)eiaw ZTr—{—(Oé—Z)@ zaﬂ'e +( Q )

2i (i — 2) (i + 2) a? 4 22
1 ic (eiom + efiom) e 2T + 2 (eiom _ efiom) e AT Qa
- 9 32 T\ e
v (ta)” — 22 a?+z
_ lia2cos(am) e + z2isen (am) e™*" a
2 a? 4 22 a? 4 22
B e _ (acos (am) 4 zsen (am)) e "
 \a?2 22 a? 4 22

(b) (2 puntos) Resuelve mediante transformadas de Laplace la ecuacién diferencial
y'(t) + 4y(t) = sen (at)

junto con las condiciones iniciales y(0) = 1, y/(0) = —2.

5. Solucién: Aplicamos la transformada de Laplace a la ecuaciéon

. 4
22Lly] — z - y(0) — /' (0) + 4L[y] = L[sen 4t] = FERT —
4 z—2

— (DL -2 = ol T Yy oy

2+16
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Tenemos como singularidades z; = 2i, 20 = —21, 23 = 41 y 24 = —44 para la primera
fraccién (polos simples) y 23 = 2i y zp = —2i para la segunda fraccién. Teniendo en
cuenta la linealidad de la transformada inversa de Laplace

y(H) =L~ ((z2 T 1631(% T (;2_+24>) - (W + 16;l<z2 + 4>>+£_1 (<;_+24)>

Para la primera inversa

£ <(z2+164 2+ 4) ) ZRGS( +16;L(z2+4)’2k)

La funcién puede ponerse como

4

F(z) =e” (z — 2i) (z + 20) (z — 4i) (2 + 4i)

y los residuos son
4€2Zt 1 0t
= —e i
(20 + 2i) (20 — 40) (20 + 40) 124

Res (F (z),2i) =

Res (F (), ~2i) de L o
eS 2 — 21 = —_
! (—20 —20) (—2i — &) (—2i + 40) 12
4642'15 1 At

Res(F(2).4) = opmromics 24"

Res (F (2), —4i) — de _ L
’ (4 —20) (—4i + 26) (—4i — 4i) 244

y sumando todos los residuos

7 4 1 , o 1 , Y sen (2t)  sen (4t)
L 1 — _ (p2it _ 26t [ 4it dat) _ -
((z2 +16) (22 +4)> o () g (=) 6 12

Para la segunda inversa

o () - S ()

La funcién puede ponerse como

ot z—2
(z —2i) (2 + 29)

y los residuos son

_ o) L2t . .
Res [ e Z. 2 _ 9 = (2 . 2)? _ (4 .l)emt
(z —2i) (2 + 29) (20 + 24) 2i

(z — 2i) (2 + 21) (—2i — 217) 21
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y sumando todos los residuos

_ 4 (i—1) 0y 41 oy 0 oy o Ly
L 1 — 2it 2t _ 7 (2 26t (21t 24t
((z2+16)(22+4)) 5 ¢ T ¢ () =gy (e =)

= cos(2t) — sen (2t)

luego la funcién buscada es

Al 4 1 2—2 '\ sen(2t) sen(41)
y(t)=L ((22 16) (2 +4))+£ <(22 +4)) T +cos (2t)—sen (2t)

o simplificando

Y (1) = cos (2¢) — % sen (2¢) — 1—12 sen (41)
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