Examen resuelto Variable Compleja y Transformadas 5 febrero 2007

Examen de operaciones basicas, 5 de febrero de 2007

1. Calcula (2 + 7i) - (3 — 5i) y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Multiplicando
(247i)-(3—5i) = 2-342-(=bi))+T7i-3+7i-(=bi)=
= 6—10¢+21¢+ 35 =41+ 117
2. Calcula (—1 + )" y expresa el resultado en forma binémica.

Solucién: Podiamos escribir la base en forma exponencial, pero también es sencillo
usar el binomio de Newton

(=144 = <§>@D%W+(%)PU$#+(g)enlﬁ+
(3)emes (1)r

— 1—4i—6+4i+1=—4

3. Calcula (3 —1)-(2+14)- (1 +14) y expresa el resultado en forma binémica.
Solucién: Podemos conjugar antes o después de multiplicar, porque z-w =7 - w
B—4)-2+1)-(1+4) = B+4)-2—0)-1+4)=(6—-3i+2i—i*)-(1+1)=
= (T—4)-(1+0)=7+Ti—i—i*=8+6i

1—12)-(2—1
4. Calcula ( 2Z)+ E)) ) y expresa el resultado en forma binémica.
7

Solucién: Multiplicamos por el conjugado del denominador

(1—1)-(2—1) 2—i—24+7 1-3i (1-3i)(2—30)

2+ 3i 243 2+3 (2+30)(2-3i)
_2-3i-6ik9? T 9
22 4+ 32 1313

2 +iv56

5. Calcula el médulo de

4430
Solucién: Aprovechamos que |z/w| = |z|/|w|.
2
2+iVvB|  [2+iVE]  y22+V5 3
4430 | |[4+3i]  JE2Z+32 5
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6. Calcula v/—1 y escribe los resultados en forma binémica.

Solucién: Escribimos el radicando —1 = 1 - €*™ en forma exponencial.

(- . 11
\/I'@l'w/4:61'w/4:—+—'2

V2 V2

\4/I . 6'L'-(71'Jr27r)/4 — ei~37r/4 - _

\4/I . 6'L'-(71'Jr47r)/4 — ei~57r/4 - _

Sl Sl

W1 . e (mt6m)/4 — i Tr/a L _ i ¥

\ V2 V2

7. Expresa 1+ v/3i en forma polar o exponencial, expresando el dngulo en radianes.

Solucién: Calculamos médulo y argumento, teniendo en cuenta que el niimero complejo
pertenece al primer cuadrante

3
‘1—}—\/52" = 12+\/§2:\/1:2, arg (1—|—\/§Z’> :arctan4 :arctan\/gzg

Por tanto 1 4 v/3i = 2, /3 = 2¢"™/3.

22'84 _ Z'247
8. Expresa ErTemr en forma binémica.
Solucién: Vamos a simplificar las potencias
Z'84 — (_1)42 — 1, ’i247 — (_1)123Z' — _'i, 7;24 — (_1)12 — 1’ Z’45 — (—1)22Z =3
Entonces, simplificando y utilizando el conjugado del denominador,
28 — 27 244 (24+0)(3—4) 6—20+3i—1° 7+. 1
— g —= —_— — 3 P
324 444 3414 32 +12 10 10 10
2 — 2v/3i : ) .
9. Expresa T en forma polar o exponencial, expresando el dngulo en radianes.
— 7

Solucién: Calculamos médulo y argumento de numerador y denominador

‘2 — 2\/32‘ =4/22 + (2\/3)2 = /16 = 4, arg (2 — 2\/32) = arctan _22\/3 =

il
3

2 3
| —242i] =22+ 22 =B =22, arg(—2—|—2i):arctan—2+7rz—%+7rzzﬂ

En el denominador hemos tenido en cuenta que pertenece al segundo cuadrante para
calcular su argumento. Finalmente se obtiene
2-2V3i  de /3

242 224 V2e BT = ([Tt IBTZ = (/9P T2 = /21, s
_ 7 el' s
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5TI'/4 : 777r/12 _ 5ei'7r/4 . 7672771'/12

27r/3 o 2¢iT/3

10. Expresa en forma binémica.

Solucién: Operamos

56T/ T 5T ietainss _ 3D g 35 <\/§ , 1) _35v3 35

2ei/3 2 2 2

2 '3

——

4 4

Examen de problemas, 5 de febrero de 2007

1. Se considera la funcién v : R? — R
v(z,y) = ar® — 6zy*, a€R

(a) (0.5 puntos) Estudia para qué valor del pardmetro a existe una funcién holomorfa

flz+iy) = u(z,y) +iv(z,y).

Solucién: Tenemos que estudiar cuéndo v(z,y) es armonica, es decir, cuando se

anula su laplaciano para cualquier (z,y) € R

0*v 0*v
Av(z,y) = =—(z,y) + = (z,y) = 6ax — 122 = (6a — 12)x
(@,9) = 55 (,y) ayQ( 0) ( )

Deducimos que v(z, y) es arménica, y por lo tanto parte imaginaria de una funcién
holomorfa, si y sélo si a = 2.

(b) (1 punto) Para este caso encuentra la parte real u(zx, y) que cumple f(2—i) = 2+4i.

Solucién: Consideramos a = 2 y buscamos u(x,y) a partir de las condiciones de
Cauchy-Riemann

ou ov ou

- - - _ _ oo 2
g 0 Y) o (#,y) = —12zy — u(z,y) oy (1Y) dr = =627y + 6(y)
De la otra ecuacién de cauchy-Riemann
ou ov
a2 o A — Y __ov (G2 _ 2 o — 2
6+ /(1) = 5 (2.9) = () = ~(62% = 6) — /() =

Integrando

¢'(y) = /¢(y) dy = /6y2 dy =2y° + C — u(z,y) = —62"y + 2° + C
Ya sélo falta por determinar C, de la condicién
244 = f2—1i)=u(2,-1)4+i-v(2,-1) =
= —6-22(-1)4+2(-1P4+C+i-(2-22-6-2(-1)%) =
= 24+C+4 —C=-20

Por tanto la funcién buscada es u(z,y) = —622y + 2y* — 20.
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2. Se considera la funcién 3
z

-1z -2)(—-9)

f(z) =

(a) (0.5 puntos) Realiza la descomposicién en fracciones simples de f(z).

Solucién: Descomponemos en fracciones simples

3z A n B n C
(z—1D(z—2)(z—4) z—-1 2z—-2 2z-4

Az = 2)(z —4) + B(z = 1)(2 — 4) + C(z — 1)(2 — 2)
(z=1)(z=2)(z —4)

(A+ B+ ()22 + (—6A —5B —3C)z+ (84 + 4B + 20)
(z—=1)(z—=2)(z —4)

Resolvemos el sistema

A+B+C = 0 A+B+C = 0 A+B+C = 0
—6A—-5B-3C = 3 — B+3C = 3 — B+3C = 3
8A+4B+2C = 0 —4B—-6C = 0 6C = 12
La solucién es C =2, B= -3, A= 1, y por lo tanto
3z 1 3 2
f(z) = = +

z—1)(z=2)(z—4) 2z—-1 2z-2 z—-4
(b) (0.5 puntos) Construye la serie de potencias centrada en zy = 0 vélida para |z| < 1.

Solucién: Desarrollamos en serie ahora cada uno de los tres sumandos.

1 1 -
- — :—Zz”si|z|<1
z—1 1—-2 o

[e.9] n

3 3 1 3
o IS <o

La serie buscada es la suma de las tres anteriores

o0

3z 3 1 n
f(Z) = (2_1)(2_2)(2_4):Z(_1+2,2n_2-4n)2

n=0

[ee) _22n+1+3_2n_1 L
= Z SEnTT 2" si|z] < 1
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(c) (0.5 puntos) Construye la serie de Laurent centrada en zy = 0 vélida para |z| > 4.

Solucién: Procedemos de forma andloga, aunque buscamos las series con potencias
negativas de z.

o0

1 1 1 1 1
= —. = — — si > 1
z—1 2z 1-1/z znzzoz”81|z|
3 3
— = —— = —— — > 2
z—2 z 1—2/2 Z st |2
2 2 1 2 o 4™
= —. = — — si >4
z—4 z 1—-4/z znz:;z” si |21
Sumando estas tres series
3z > 1
= (1-3-2" 22ntly L gilz] >4
f(Z) (2_1)(2_2 ; + ) Zn+1 SZ’Z|

3. Calcula las siguientes integrales siempre que tengan sentido

27 1

(a) (1.5 puntos)/

Solucién: Tenemos que reescribir como una integral a lo largo de la circunferencia
|z| = 1. Tomando (t) = e't, v/(t) =i - e"* =i -v(t), y entonces

27 1 27 1
o D—4sent 0 5—4(55—)

/ZW5_4<M) | (z%%) dt = [, f(2)dz

24

—dt
o o—4sent

para la funcién de variable compleja

24

1 1 1
J) = 5_ 4 <Z*1/Z) . (z : z) =222+ biz + 2

Calculamos las singularidades

—22245iz42=0— 2z =

2. (—2) —4
i/2
B3 /
- 22
2
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Asi pues podemos factorizar

f(2) 1 1
Z) = =
—2224+b5iz+2 —2-(z—1i/2)- (2 —29)
De las dos singularidades la tinica que estd dentro de la curva v(t) = €'t es

21 =1/2, y por lo tanto hay que calcular Res(f,i/2). Para ello construimos

9 = ) (o= f2) = = o s s g0/

y entonces

Res(f,i/2) = g(i/2) = 9. (1/12 —2) %

Concluimos finalmente que

2

1 . .
0

dz para v, (t) = 2+re’, t € [0,2n], 7 > 0.

1
(b) (2 puntos) / N P ey Py

Solucién: Vamos a aplicar el teorema de los residuos y a distinguir casos en funcién
de r. Esta claro que las singularidades son z; = —1 y 25 = 1 (polos de orden 2) y
z3 = 2 (polo de orden 1).

g1(2) = f(2) - (2 + 1)* = =iy

—(2(z—1)(z=2)+(2-1)?)

_ _ —3z45
91(z) = (z—1)%(z—2)2 - (z—1)3(1_—2)2
3(=1)+5
Res(f,—1) = ¢1(-1) = (-1 1()3(2Y72)2 - —29 - _%

) REDGEDHED?) g4
(Z) - (z+1)4(z—2)2 - (z+1)3(z—2)2

Res(f,1) = g5(1) = 5522 = 0

g3('z> = f(Z) ) (Z - 2) = (z+1)21(z—1)2 = (z2i1)2
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La curva v, es la circunferencia de centro zp = 2 y radio r > 0. Asf pues, el punto
z3 es el centro y siempre estd dentro de la circunferencia, el punto z, = 1 solamente
sir>|z—2|=|—1=1yelpunto zy = =1sir > |z — 2| = | — 3| = 3.
Distinguimos entonces tres casos

27 -i-Res(f,2) =2m-i/9sir <1
/ f(z)dz=1< 2m-i-(Res(f,2)+Res(f,1)) =2m-9/9si1l<r <3
21 -0 - (Res(f,2) + Res(f,1) + Res(f,—1)) =0sir >3

(c) (1 punto) f LRl — /(z 2 dz para v,(t) = re't, t € [0,2n], r > 0.

Solucién: Claramente la tnica singularidad es z; = 4. Como la singularidad es
esencial tenemos que construir la serie de Laurent, para lo cual partimos. Toma-
mos w = 1/(z — 4) la serie de potencias de la exponencial

1/(2—4) +1
f(Z) = ezj4 :u)‘ew:u)'zzo:o%:zzoo :l' :Z?:Om:

St Trer e T

z

Entonces Res(f,4) =1y z; = 4 estd dentro de la curva v, si r > 4, de donde

Osir<4

21 -i-Res(f,4) =2m-isir >4
4. Resuelve los siguientes apartados

(a) (1 punto) Calcula la transformada de Laplace de f(t) = te cost.

Solucién: Hay varias formas de calcular esta transformada. Por ejemplo, podemos
descomponer el coseno en exponenciales complejas

t-el-cost=t-e (e +e7)/2 = (t MVt 170 /2
Sabemos que L[t](z) = 1/2?, y en virtud del primer teorema de traslacién

Llt-et] = LIz~ (1+1) = =

(z—1—14)2

Llt-et] = Lz~ (1-9) = =
B 1/2 1/2  _ ((z=149)2+(z—1-9)%)/2 _
£ {t . et + COS t] - (zflfi)2 + (z71+i)2 - (zflfi)2~(zfl+i)2 =

((z=1)24+2i(z—1)+i2+(2—1)2—2i(2—1)+i%)) /2 __
((z—1)%2—i2)? B

22—2z
G-1P 417
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También podia haberse calculado esta transformada derivando

Llcost](z) = =
Let-cost](z) = Llcost](z—1) = (Zfl_)%H
Lltetcost](z) = ~Z (L[ cost] (2) = 2 () =
_ (z=1)241—(2—1)2(2—1) __ 222z
= G-D7H2 (DRI

(b) (1.5 puntos) Resuelve la ecuacién diferencial
y"(t) + 4y(t) = cos 2t
junto con las condiciones iniciales y(0) = 0, y/'(0) = 0.
Solucién: Aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacién

22Lly] — z - y(0) — ¥/ (0) + 4L[y] = L[cos 2t]

— z
=y T

z

_ (22 4 4)5@] = Z2—14 — E[y] = (22j4)2 — (z—2i)2(212i)2

Tenemos como singularidades z; = 2i, zo = —2i (polos de orden 2)

tz

91(2) = e“Lly|(z — 20)* = F5p

/<Z) _ (et? +tzet?)(2421)2 —2et#2(2+21)

% (=207
. . e2it 4 24te2t)(24424)2 —2ie2112(2i+2i
Res(e*L[y], 2i) = ¢} (2i) = {2 )((2:?+2)i)4 (2i42) _
teZ’Lt t eZit
— T8 4 2%

g2(2) = e Lly|(z + 20)? = e

et?tzet?)(z—2i)2 —zet22(2—2i
() = Lttty

. . e~ 20t _9ite—2it)(_9;__9:)2 4 950—2it9(_9; 9
Res(e!"Lly], —2i) = gh(—2) = 2 TUEo e Mt
__te?t ¢ e—2it
- 78 a4 <_ 2i )

y(t) = Res(e*L[y], 2) + Res(e*L]y], —2i) = L . €= _ Lsen2t
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