Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica

Examen de operaciones basicas, 2 de septiembre de 2005

1. Calcula en radianes el argumento que /3 — i tiene en el intervalo [0, 27|

Solucion: El mimero complejo v/3 — i estd situado en el cuarto cuadrante. El argumento
¢ se calcula teniendo en cuenta que

—1
= arctan —
7 V3
Y sabiendo que
¢ s 1
an— = —
6 V3
y que
tan (—a) = — tan («)
entonces .
p € ——+2km
6
como buscamos el argumento que se encuentra en el [0, 27|, tomamos k = 1, para obtener
T 49 117
e —— T = —
LG 6

2. Calcula el inverso de 4 + 6; en forma binémica.

Solucion: El inverso 2! de un miimero complejo z estd definido como

41
==
z

con esta definicién podemos poner

. 1 (4—-6i))  4-6i 4-6i 4 6. 1 3

T 41+6i (4+6i)(4—6i) 42+62 52 52 52 13 26

i (24 3i)
(1+56)
Solucion: Utilizando las propiedades del médulo

3. Calcula el médulo de

i2+3)|  lill@+3) 1(v2+3) VI3 VI3 1
(1+55) | J1+5)]  VIZ+52 V26 v2x13 V2




4. Calcula (1 + i\/§)3, expresando el resultado en forma binémica.

Solucion: Podemos utilizar la expresién en médulo y argumento del niimero complejo
para encontrar el valor de esta potencia

Como estamos en el primer cuadrante ¢ = arctan T =

T
3
2
1+iva] = iz (VB) =2
Luego la expresion en médulo y argumento de este complejo es

27r/3

Si utilizamos las propiedades de las potencias enteras de nimeros complejos, al elevar al
cubo
2§7T/3 =23 =8 (cosm+isenm) = —8

También es posible encontrar la solucién utilizando la expresiéon del binomio de Newton
3 0 1 2 3
(1+iv3) = (g) 12 (iV3) + (?) 12 (iV3) + (g) 1 (iV3) + (g) 19 (iv3)
3
— 1+31v3+3%+i (V3) = 1+i3V3-0-i3V3 - —8

5. Calcula v/—1 y escribe el resultado en forma binémica

Solucion: En forma polar, el mimero complejo —1 puede ponerse como

17
luego las raices cuartas —1 seran
( 171//111 =cosi t+isenf k=0
14 =cos3® +isenr k=1
14 B (m+2m)/4 4 4
™+ 2km
1 1%7&477)/4 :cos%-l—isem%7r k=2
\ 127&6”)/4 = (:os%r —Fisen%7r k=3
que en forma binémica son
1y =R+ k=0
1/4 o b} -\/2 o
Lrsomys = _% + Z% k=1
1/4 N2 N2 g
1(7T+47r)/4 =773 ~ iy k=2
1/4 _ V2 N2 _
Liiemn =% —%% k=3

[\)



i en forma bindémica.
1

Solucion: Multiplicando numerador y denominador por el conjugado del denominador
tendremos

6. Calcula 31+ 8

348 _ (3+8)(1-d) 1450 _11 5
R— —_— _ /L_

1+i (144 (1—4) 2 2 2

7. Expresa —2 — 2; en forma exponencial, expresando el angulo en radianes

Solucion: El argumento ¢ del nimero —2 — 2i, que se encuentra en el tercer cuadrante,
se calcula como

-2
gpza,rctaun—2 +rm=arctanl + 7 =w/4+7=>bn/4

Entonces, dicho nimero en forma exponencial se escribe como

—2 =2 = | — 2 — 2i|e" = 222,
8. Expresa M en forma binémica.
(2434 — §40)
Solucion: Expresamos las potencias de i en médulo 4:
(3% —4'%) JadrTH2 A3 3P —i® =341 =341 -3 i 1k
(2134 —§40) 24842 _ 410 952 1 21 -3 = -3 3 3
(1+iv3)
9. Calcula ﬁ en forma modulo-argumental, expresando el dangulo en ra-
0
dianes.

Solucion: En primer lugar ponemos cada uno de los nimeros en forma modulo-argumental

(1—1—2'\/3) = 2.3

(1 + Z) = \/ir/4

y ahora hacemos la divisiéon

(1+iv3) 23 2 in/12
(T+i) \/i/r/z; - (ﬁ>n/3n/4 - <\/§>’T/12 v

10. Calcula (2 + 3i) - (2 — 57)

Solucion: Multiplicando elemento a elemento

2+4+3i)-(2—5i)=4—10i + 67 — 15:2 = 19 — 44
( ) ( )

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas en
la parte de ejercicios bdasicos y obtener una puntuacién minima de 5 puntos en la parte de
problemas.



Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, 1.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 2 de septiembre de 2005

1. Responde de forma razonada a las siguientes cuestiones:

(a) (1 punto) Resuelve la siguiente ecuacién: 2cos(z) —isen(z) =1
Solucion: Utilizando las definiciones de cos (z) y sen (z)

eiz + efiz
cos(z) = ——
=) .
eiz _ efiz
sen (z) =
(2) 21
la ecuacién queda ' ' ' ‘
e’LZ + 67’1,2 ] e’LZ _ e*ZZ )
20— )| —i|——— | =1
y operando se obtiene
zz+ —iz+e_iz_eiz = 1 zz+3 —iz .
e e —— =1= —¢ —e ¥ =9
2 2 2

Si llamamos )
e =w=>e ==
w
tendremos, puesto que w # 0
1 N 31 .
—w+=-—=1
2 2w
y multiplicando por 2w obtenemos la ecuacién
w? +3 =2wi & w® —2wi+3=0

Ecuacién de segundo grado que se resuelve mediante la férmula correspondiente

2% \/(=20)" —4%3 94 /TI—12  2i+\—16 2i+4i
2 N 2 B 2 2

w =
por tanto

u)1:3i

Wy = —1
Como e*”* = w tendremos

¢ = 3ieizn=L(3)=In(3)+i (g —|—27rk> = 2 = —iln3+ (g —|—27rk>

o2 — —i<:>iz2:L(—i):1n(1)+i(3;+27rk) = 2= (37%—1—27%)
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(b) (1 punto) Encuentra todas las funciones analiticas f (z,y) = u (z,y)+iv (z,y)
con
u(x,y) =2 + axy? acR

Solucion: Como se dice que f (x,y) es analitica, su parte real u (z,y) debe ser una
funcién armoénica y cumplird la ecuacién
Uy + Uyy = 0 (1)

Derivando u (z,y) respecto x e y, una vez

uy, = 32+ ay?
uy, = 2axy
y otra
Upy = 62
Uyy = 20T

Al sustituir en 1 se obtiene
6x+2axr=0< (6+2a)r=0<a=-3
luego u (x,y) debe ser de la forma
u(z,y) = 2 — 3xy?

Para el célculo de la parte imaginaria de f (z,y) (funcién v (z,y)), tenemos que apli-
car las ecuaciones de Cauchy-Riemann, utilizando de nuevo que f (z,y) es analitica.

Uy = Uy

Uy = —Ug
Utilizando la primera de estas ecuaciones
uxzvy<:>3x2—3y2:vy
e integrando respecto a y obtenemos la siguiente expresién para v (x,y)
v= / (32% — 3y%) dy = 32y — y°* + ¢ (2)
Para encontrar la funcién ¢ (z) derivamos respecto de x

vy = 6y + ¢’ ()

expresién que debe coincidir con —u, = 6xy, gracias a la segunda de las ecuaciones
de Cauchy-Riemann. Por tanto

6zy + ¢’ (z) = 6y

)



de donde
¢ (x) =0
e integrando se obtiene
p(z)=ceR

Finalmente la expresién para v (z,y) es:
v(z,y) =32y —y’ +c
y f (z,y) es de la forma
f(zy) = (2° = 32%) +i (32%y — y* +¢)

Notar que si z = z + iy, entonces podemos expresar f (x,y) como una funcién de z

f(z)=2*+ic
2. Calcula las siguientes integrales
2m [e%¢)
a) (1.5 puntos) [ %ﬁ(ﬁ(t)dt b) (1 punto) [ %ﬁz)dm
0 —0o0

Solucion:

(a) Este apartado se puede resolver de dos formas. En la primera de ellas, a partir de
la integral

7COS2 (t) — sen? (t)

dt
5—4cos(t)
se hace el cambio
0 2241
cos (t) =
2z
22 -1
t) =
sen (t) 2iz
1
1z

para obtener la integral

siendo v (t) = €, ¢ € [0, 27] la circunferencia unidad.

Desarrollando los cuadrados y realizando las operaciones correspondientes se obtiene

1 4
—./ : (z*+1) i
i J, 2% (102 — 422 — 4)




Por 1ltimo si multiplicamos por ¢ y cambiamos el signo al polinomio del denominador

la integral queda como
4
) / (2*+1) &
4 22 (422 — 10z + 4)

422 — 102 +4=0<2=20z2=1/2
y el denominador puede ponerse como

70082 (1) sen® (1) , L CRBV o)

5 — 4 cos (1) 422 (2 =2) (2 — 3)

Ahora bien

Para el calculo de esta integral, podemos emplear el teorema de los residuos, uti-
lizando solamente los residuos de las singularidades que estén dentro del circulo
unidad

zg = 0 que es un polo doble

a = g que es un polo simple

mientras que z; = 2, no estd dentro del circulo unidad y no serd considerado para el
calculo de la integral.

La integral en términos de los residuos es

. (z*+1) o
1/7422 ) (Z_%)dz—lQW@{RGS(f(Z),Zo)+Res(f(z),z1)}

El célculo de residuos es muy sencillo. Para zg = 0, que es un polo doble

Res(f(2),0) = %1(!0)

siendo
(z*+1)

S00(2)24(2—2) (2 —3)

2

derivando ¢, (z)

©o (0)

En z; = %, la funcién tiene un polo simple y entonces

e (10-4) -0 (3
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siendo ¢, (z) la funcién
(4
¥1 (Z) - 422 (Z _ 2)

que evaluamos en z, = £ para obtener el residuo de f (z)
(1) (3 +1 17
Yl ) =772, N T oa
2/ 430 G-2) A

Utilizando la informacién anterior el valor de la integral es

27

/ COSS (_75)4;08;3)@)& = 1/7 o (Z(Z_ ; 2 — %) dz = i2mi (Res (f (2) , 20) + Res (f (2), 21))

_ s 5 17\ 5 -2\ 4r 7

-8 )T T ) T 6
Solucién 2: Otra forma de obtener el valor de la integral es por una parte utilizar
relaciones trigonométricas conocidas para transformar el numerador de la funcién

cos? (t) — sen (t) = cos (2t)

y después utilizar la férmula de Euler

i —i i2 1 i it\4
COS<2t>:e2t+e 2t:6 t+e¢2t:e4t+1_(et) +1

2 2 22t 9 (eit)?
El cambio es entonces A
cos (2t) = 52
22+1
cos (t) = 5
dt = ,idz
12

La integral se transforma en

2 2

Z4
/ cos? (t) — sen? (t) gt — / cos (2t) gt — / 2;2:2“ ,idz
J 5 —4cos(t) 5 —4cos(t) v 5 —4x iz

0

que al operar nos da la integral dada en 2 y que resolvemos como antes.

(b) Para obtener el valor de esta integral hay que tener en cuenta que

e} e}

z sen (2z) i — Tm ze'® i
2 +1 x2 41

—00 o0




Y la integral

T i
xe
dx
/ x?2+1

la podremos calcular mediante residuos.
El denominador del integrando puede descomponerse en C como

21 = (2+i) (2 — 1)

Solamente necesitamos el residuo en z; = i, puesto que zo = —i tiene parte imagi-
naria negativa. Con estos datos la integral es

[e.e]

xeiZm
/ i = 2miRes (£ ()1
siendo :
2) ze?  _ p(z)
241 z—i
con ¢ (x)
Zein
@) = zZ+1
Como z = 7 es un polo simple
o2 2
R ) — ) — —_ —
es(f(z)7z) SO(Z) Z+Z 2
y la integral es
i —2
/ e = i = ime”?
Por 1ltimo la integral pedida es
T zsen (2x) [ ze T
————Fdr =1 dr | = =
/ 21 T /x2+1x €2

—o0 0

3. Calcula fv f(2)dz en funcién de r, a lo largo de 7 (t) = 7, (t) U, (t), siendo v, (t)
y 75 (t) las curvas dadas en la figura

) =r@-1), te (0,7]



para cada una de las siguientes expresiones para f (z)

2 1

a) (0.5 ptos) f(z) = (i—t)?s b) (1.5 ptos.) f(z) = T ¢) (1 pto.) f(z)=ze=1

Solucion:
2242 ., .. . . .
(a) f(z) = ﬁ : Solucién trivial, puesto que la tnica singularidad de f(z) es
Z+1
zg = —1, que siempre estard fuera de la curva cerrada, independientemente del radio
de ésta. La integral es 0 para cualquier valor de 7.
(b) f(2) = sz?%' En este caso las singularidades son z; = 7, 29 = —1, 23 = —24,

z4 = 21, que son todas de tipo polo de orden 1, es decir, polos simples. Los complejos
25V 23 no van a estar nunca dentro de la curva, luego solamente tenemos que calcular
los residuos de f (z) en 21 y 24

Res (f (2),21) = mﬁg@%nzggg—@(%+1;ﬁ+®
. 22 i2 1.
- e e @D 6

2

Res(f (), 1) = Res(/(2),20) = lig (= 20) g
oy 22 B 442 1
T o211 (2 +2) (@A2+1)(2i+2) 3

e Sir < 1, no hay singularidades dentro de la semicircunferencia y entonces

(Lﬂ@@:o

Si 1 < r < 2, solamente estd dentro de la curva la singularidad 7 y entonces

1 21 ™

/Vf(z) dz = 2mi[Res(f,1)] = 27rz'6i == =3

e Sir > 2, todas las singularidades z; = i y z4 = 2¢ estardn dentro de la semicir-
cunferencia y se tiene entonces que

1 1
/f(z) dz = 2mi[Res(f,i) + Res(f, 2i)] = 2mi (—z' - —z') _
” 6 3 3
e Sir=106r=2,laintegral no tiene sentido puesto que la curva pasard por una
singularidad.

(c) f(z2) = ze=1. En este caso la tnica singularidad es z; = 1, que es esencial. Sin
embargo, dicha singularidad se encuentra sobre el eje OX, de ahi que cuando el radio
de la semicircunferencia sea > 1, la curva pasara por la singularidad y la integral no
podré realizarse, para el caso de que el radio de la semicircunferencia sea < 1, no
existirdn singularidades en el interior de la curva y por tanto la integral valdra 0.
Resumiendo:

10



e Sir < 1, no hay singularidades dentro de la semicircunferencia y entonces

[/f(z) dz =0.

e Sir > 1, la curva pasa por la singularidad y la integral no puede calcularse.

4. (1.5 puntos) Sea un objeto de masa 1 sujeto mediante una fuerza externa, f (t)
para t > 0. Si y(¢) es el desplazamiento de la masa respecto a la posicién de
reposo, la segunda ley de Newton afirma que:

y' () +4y () = f(t)

Encuentra y (t) si f (t) = cos (t)

Solucion: Utilizando las propiedades de la transformada de Laplace tenemos
(2Y (s) — 2y (0) — ¥ (0)) +4Y (2) = L (cos (t)) (2)

ademaéds

L(cos(t))(z) = /000 e *cos(t)dt = /000 e (@) dt =

t=00
t=0

—(z+i)t

y la ecuacién queda

z
2241

(22Y (s) — 2y (0) — ¢/ (0)) +4Y (2) =

utilizando las condiciones iniciales y despejando Y (z), se obtiene

U P Y R PR T P T T P Ly

Podemos ahora utilizar la férmula de inversién de Bromwich para obtener

y(t) = Z Res (™'Y (s) , 2x)

11



en nuestro caso

21 =21 2p=—-21 zZ3=1 2Z1= —1
y los residuos son
Res (e*'Y (2),2i) = ﬁe% = —%e
Res ('Y (2),—2i) = —(_4i)(’_2i§(_3i)e_2it = —%e‘igt
Res (e*'Y (2) ,14) = me“ = et
Res (e?'Y (2),—1) = —(i)(—?;§(—2i) et =ge "
y por tanto
1. 1 . 1 . 1 .
y (t) — _Eez% _ 66—1225 + gezt + ge—zt

que debe representarse en forma trigonométrica

1

y(t) = 3 (cos (t) — cos (2t))

ya que la ecuacién diferencial implica a senales reales y la respuesta debe ser real.

. (1 punto) Construye la serie de Laurent centrada en el origen y convergente
en % de la siguiente funcién

23

(z-1)(z—-2)

f(z)=
Solucion: Buscamos un desarrollo de Laurent de la forma

Z cn (2 —20)"

n=—oo

donde en este caso z5 =0

o0
E 2"

n=—oo

Podemos poner la funcién f (z) como

160-2(=56=g)

y podemos descomponer en fracciones simples la fraccién que hay dentro del paréntesis
para obtener

A B A -B 1 B 1
_ .3 _ .3 — 3 _ _—
() == (z—1+z—2)_z <1—z+2—z>_Z<Al—z 21— )

12




—— =3 2" siempre que |z| <1
ad e n o 00 n+1
10 = 2 (X326 - (S -e (3) )
n=0 n=0 n=0 n=0
- ooo (_A o 251) 2" = i (_A - QnB2) 2"

n=3

Calculamos ahora Ay B

A N B 1 <:>A(z—2)—|—B(z—1)_ 1
z—1 2-2 (2-1)(2-2) (z—-1(z—-2)  (z=-1)(2—2)
y por tanto
A+B = 0
—2A—-B 1

sistema, que tiene por solucion

y sustituyendo en la funcién

0 n—2
> )7
n— T on—2
n=
Otra alternativa: Existe otra soluciéon que consiste primero en realizar la divisién entre
los dos polinomios

n=3

23 T2 —6

= ey I o -9

Descomponemos en fracciones simples la fracciéon que queda

7z —6 A N B A(z-2)+B(z—-1)
(2—1)(2—2)_(2—1) (2—2)_ (z—1)(z—2)
de donde
7z—6=(A+B)z— (2A+ B)
Igualando
A+B =7
244+ B = 6

13



cuya solucion es

A -1
B 8
La funcién queda
-1 8
= 3
que podemos transformar en
1 1

8
&) =439+ a5~ 5

y como buscamos el desarrollo que pueda aplicarse sobre 1/2

oo

1 n
1, = Zz |z] <1
n=0
L oY) fl<rspil<e
= - = z
1-32 = \2 2

Como }%| < 1 < 2, los desarrollos son vélidos para z = %

f(z):<z+3)+§:zn_4§:(g)”

Se puede comprobar facilmente que este resultado coincide con el anterior. Desarrollando
hasta el orden 3 y operando

flz) = (z+3)+(1+z+z2)+Zz"—4<1+§+zz2+z(g)"> _

= (z+3)+(1+z+z2)+Zz”—4—22—z2—4z<§>n
n=3 n=3

- izn_QQiG)n: ) Zn_izr}?zn
n=3 n=3 n=3 n=3

1 n
- > (1-55):
tal y como se obtuvo con el cédlculo anterior.

Nota: Los requisitos para aprobar la asignatura son: tener al menos 7 preguntas correctas
en la parte de ejercicios bdasicos y obtener una puntuaciéon minima de 5 puntos en la parte
de problemas.
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