Variable Compleja y Transformadas 12 de febrero de 2005

Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T. Industrial (Electricidad y Electrénica)

Examen de operaciones basicas, 12 de febrero de 2005

1.- Calcula el médulo de 4 — <.
Solucion: [4 —i| = |4+ (—1) - 4| = /42 + (=1)2 = V1T.

2.- Calcula el argumento de 3 — 3v/31.

Solucién: Como 3 — 3v/3i estd en el cuarto cuadrante obtenemos el argumento directamente
del arco tangente.

arg(3 — 3v/3i) = arctg(—3v/3/3) = —arctg(V/3) = —1/3.

3.- Escribe —1 + ¢ en forma exponencial.

Solucién: Obtenemos el médulo | —1+i| = | —1+1-i| = /(=1)2+ 12 = /2. Como —1 4
esta en el segundo cuadrante necesitamos desplazar media vuelta el argumento que devuelve
el arco tangente, ya que éste estara en el cuarto cuadrante.

arg(—1+14) = arctg(1l/(—1)) + 7 = —arctg(l) + 7 = —7w/4 + 7 = 37 /4.
Entonces —1 4 i = v/2eB3™/9)1,

4.- Escribe 2e®7/3)i en forma bindémica.

Solucién: Se tiene que

2eWm/3i = 2(cos(4m/3) + i - sen(4w/3)) = 2(— cos(w/3) — i -sen(n/3)) =

= 2(—1/2—iV3/2) = -1 —/3i

en forma bindmica.

1
5.- Escribe -
3

—2i
Solucién: Multiplicamos por el conjugado
1 3+ 2 3+ 2 3

o2
5-9 (3-20)3+2) Fi(22 13 13

6.- Escribe (—4)'®7 en forma binémica.

Pagina 1 de 12



Variable Compleja y Transformadas 12 de febrero de 2005
Solucién: Sacamos potencias de los exponentes
(_Z')157 — (_1)157 X 2‘157 — (_1)156 A (_1) A 2'156 L=

= (FDR) (D) ) =1 (1) 1% =

7.- Calcula (—1 4 /34)1?
Solucién: Escribimos la base en forma exponencial. El médulo vale
=1+ Bil = /(12 + (V3P = Vi=2.
Como —1 + /3i estd en el segundo cuadrante sumamos 7 al argumento y
arg(—1 + v/3i) = arctg(vV3/(=1)) + 7 = —arctg(V3) + 7 = —7/3 + 7 = 271/3.

Entonces

(_1 + \/31)123 — (26(27r/3)i)123 — 21236123-(271’/3)1' —
21236827rz' — 2123(627ri)41 _ 2123141 — 2123.

8.- Calcula v/—2 + 2i.

Solucién: Escribimos el radicando en forma exponencial. El médulo vale

| =242 =/(~2)2+22 =8

Como —2 + 2i estd en el segundo cuadrante sumamos 7 al argumento y
arg(—2 + 2i) = arctg(2/(—2)) + 7 = —arctg(l) + 7 = —w/4 + 7 = 37 /4.

Entonces —2 4 2i = v/8eB™Y" y sus tres raices cibicas serdn

( 3/ ReBm/4if3 — \/3e(Bm/12)i
3/_2 + 92 = A / (37r/4 1/34+(2m/3)i \/_6 117/12)5
Y/ \/8eBm/V)i/3+(4n[3)i — | /9,(197/12)i

9.- Calcula (54 1) - (—2 4+ 47).
Solucién: (5+1) - (— 2+4z) 5 (=2)+5-4i+i-(=2)+i-4i=—-104+20i —2i—4 = —14+18i.
5+t
10.- Calcula oA
Solucién: Multiplicamos por el conjugado del denominador
o+1 (5+1)(—2 — 49) —10 — 207 — 2i — 4i®*  —6 — 220 3 11 |
244 (—2+di)(—2-4)  (—22+4 20 10 10"
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Variable Compleja y Transformadas
Segundo Curso, I.T.I. Electricidad y Electrénica
Examen de problemas, 12 de febrero de 2005

1.- Sean u(z,y), v(x,y) y f(z) funciones, talesque u : R* — R, v : R* — Ry f: C — C.

a) (0.5 puntos) Encuentra qué relacién han de cumplir a y b para que sea arménica la funcién

u(z,y) =a-2> +b-y* —ay+22+3y — 1

Solucién: La funcién u(z,y) es arménica si y sélo si

CSw ) =0
Derivando
%<x’y) Sy g_:i(x’y) - 9u 0
ou o2 - @(x>?/)+a_y2($:y) = 2a + 2b.
a—y(%y) =20y —r+3 = a—yQ(x,y) =92
Luego u(x,y) es arménica si y sélo si a = —b.

b) (1 punto) Encuentra v(x,y) de manera que f(x+1i-y) = u(x,y)+1i-v(z,y) sea holomorfa
v f(2 —1i) = —8i, para la funcién

u(z,y) = 2* —y* + 22y —x + 3

Solucién: Aplicamos una de las condiciones de Cauchy-Riemann y

ov ou
a—y(x,y) = %(%y) =2z +2y— 1.
Entonces
ov
v(as,w=/a—y<x,y>dy=/<2x+2y—1>dy=2xy+y2—y+¢><x>.

Usamos la otra condicién de Cauchy-Riemman para determinar ¢(x),

0 0
= (wy) = =5 (@) = —(~2y+20)

Y — ¢(2) = —20 = ¢(z) = —a? + C
ov ,
5 & Y) =2y + ()
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Entonces v(z,y) = 2xy +y* —y — 2>+ C, y como f(2 —1i) = —8i
-8 = f2—i)=u2,-1)+i-v(2,—1)=
= 22— (=1)2+2-2(-1)—=2+3+3-(2-2(-1)+ (-1)> = (=1) =224+ C) =
= (=6+C)i
Concluimos finalmente que C' = =2 y v(z,y) = 22y + y? —y — 2% — 2
¢) (0.5 puntos) Identifica como funcién f(z)
flx+i-y)=-2—2"—y—doy+y*+i (1+x+22% - 20y — 2y%).
Solucién: Agrupamos en potencias buscando la variable z =z 41 - y,
flx+i-y) = (—2®+y*— 2izy) + (2iz? — 2iy® —day) +iz —y —2+i=
= —(z+i-y?+2@x+i-y)?+ilz+i-y) —2+i=
= 224222 +iz—2+14.

Entonces f(z) = (=14 2i)2? + iz — 2 + 4. A este resultado también se podia haber llegado
mediante la sustitucién = = (2 +2)/2, y = (¢ — Z)/(21), si bien este camino es mas largo.

2.- Se considera la funcién 1

22 (22 +22+5)

f(z) =

a) (0.5 puntos) Halla todas las singularidades aisladas y analiza de qué tipo son.

Solucién: Es evidente que del factor 22 que aparece en el denominador obtenemos como polo
de orden 2 a z; = 0. Al resolver 2242245 =0 <= 2z = —1+2-i deducimos que 2 = —1+2i
y 23 = —1 — 24 son dos polos de orden 1.

b) (1.5 puntos) Construye la serie de Laurent alrededor de zy = 0.

Solucién: Vamos a descomponer f(z) en fracciones simples. Aunque se puede buscar una
descomposicion de tipo

1 A B C D

f(z>:z2-(z2+2z+5)_?+z2+z+1—2¢+z+1+2i’

2

si sacamos z° como factor en el denominador y buscamos

f2) : (s
z) = == :
22 (22 42245) 2 \z4+1-2i =z4+1+2
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obtenemos un sistema mas rapido de resolver, que sera
(a+B)z+1+2)a+(1—-20)=0-2+1,

de donde o+ 5 =0y (1 + 2i)a + (1 — 2i)5 = 1. Como por la primera ecuacién sabemos
que [ = —a, la segunda ecuacién se reescribe como 4icv = 1, y por lo tanto a = 1/(4i) y

8 = —1/(4).

£(2) 1 1 /1 1 1 1
zZ) = = — _——— .
22 (22422+5) 22\4 z+1—-2i 4 z+1+2i

I 1 R N o D = C D
z+1—2z‘_1—2i'1—(—z/(1—2z‘))_1—2@’7;(1—2@')71_;;(1—2@%1‘

Hacemos lo mismo con el sumando 1/(z + 1 + 2i) y llegamos a

1 1 1 1 i (=1mzm i (—1)nz"
24142 1+2 1—(—z/(1+2i) 1+2i (14 2i)n 4= (14 24)n+L"

n=0

Si aplicamos todo lo que hemos deducido hasta ahora

R U0 TR O Gt DA TR o U Gt D
fz) = ;(E-Zm‘ﬂzm)_

— nZ:O (42 (1 — Qi)n+1 4i (1 n 2i)"+1
(DM 20— (D)= 20,
= g ( 4i- (1 — 20)m+1 - (1 4 24)n+! ) SN2

(U (20 -2
42'( (4 (~2p) )

4-5nl

(_1)n+3 i
4 . 5n+3

%
=y o (120" — (1 —2i)") - 2" =
2

((1+20)"" — (1 —2i)""?) - 2"

n=—2

Es facil probar que los coeficientes de la serie anterior son nimeros reales, puesto que
C, = Z((l + 2i)n+3 o (1 o 2i)n+3) = ((1 + 2Z‘)n+3 o (1 _ 2i)n+3> —

= i-2Im ((142i)"3)i = —2Im ((1 + 20)"3) € R.

Sin embargo no se aprecia ninguna simplificacion sencilla de la expresion de la serie.
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3.- Sea v el cuadrado de vértices +a £ a -7, con a > (. Calcula en los casos en los que tenga

sentido la integral /f(z) dz
2l

z4+1
1 to) P ==\

a) (1 punto) Para f(z) o P

Solucién: Claramente f(z) es holomorfa en todo C salvo en z; = 0, que es un polo doble, y

zo = 2 — 1 que es un polo simple. Vamos a calcular los residuos en las singularidades. Para

z1 = 0 construimos

2z4+1) z+1

2(z—2414) z—2+1

g(z2) = 2% f(2) =
cuya derivada es

oy le(z=24+0)—(2+1)-1 =341
g(z) = (z—2+i) T2+

Entonces - (L34 0)(2 iy
—o+1 —3+1)(—2—1
R 0) = ¢(0)= = =
es(f,0) 9'(0) (—2+4)2  (=2+1)2(—2 — 1)

(=3 +9)((=2)* + 2(=2)(=4) + (=9)*) _

(27 + 2 -

(=34+14)(3+4i)  —9+3i—12i+44°

(4+1)2 25
—13—%
25
Para zo = 2 — 1, que es polo simple, partimos de

para concluir que

2-i)+1  3—i
(2-192  (2-i*
13 + 9i

= —Res(f,0) = TR

Res(f,2—1) = g(2—1)=

Es obvio que z; = 0 siempre esta dentro del cuadrado, pero zo = 2 — ¢ lo estard si y sélo si
a < 2. Tenemos entonces que distinguir dos casos

m Sia<?2
187 267

z+1
4z =27 Res(f,0) = — — = .
£z2(2—2+i)z mi-Res(f,0) = 55 = 55
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m Sia>2 :
/wﬁ dz = 2mi - (Res(f,0) + Res(f,2 —1)) = 0.
b) (1 punto) Para f(z) = ;;2—%_

Solucién: La aparicién del factor sen(z?) hace que z = 0 no sea un polo de orden 1 sino una
singularidad evitable (es decir, no es singularidad). Las tnicas singularidades que tiene f(z)
son z; =1y 2z = —i, ambas polos de orden 1. Para z; = ¢ construimos

(2 — 1) - sen(2?) _ sen(z2?%)
2(z—1i)(z+1)  z(z+1)

9(2) = (z=1i) - f(2) =

y por lo tanto

sen(i®)  sen(—=1)  sen(l) sen(l)

Res(f)=90) =7y = S~ =2~ 2

Hacemos un razonamiento similar para zo = —t, partiendo esta vez de

(z +1) - sen(2?) _ sen(2?%)
2(z—i)(z4+1)  z(z—1)

9(z) = (z+14) - f(2) =

y deduciendo que

Res(f,—i) = g(—i) = ——F——" = — ~ =

Nuevamente hay que distinguir dos casos

» Si a < 1 tanto 23 = ¢ como 29 = —i estdn fuera del cuadrado. Entonces f(z) es
holomorfa en el interior de la curva y por tanto

2
/ sen(z%) Qs — 0
4 2(22+1)
= Sia > 1 las dos singularidades son interiores a la curva y

sen(ZQ) o ) N sen(1)  sen(1) B .
/7—z(z2 .y dz = 2mi (Res(f, 1) + Res(f, —i)) = 2mi ( 5 T ) = 2w sen(1)i.

6l/z

2z

¢) (1 punto) Para f(z) =
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Solucién: La funcién f(z) presenta su unica singularidad en z; = 0, y es de tipo esencial por
la aparicién del término e!/#. Para calcular el residuo tenemos entonces que construir la serie
de Laurent de f(z) en el punto z = 0. Partimos de la serie de la funcién exponencial

iw 1+ +W2+W3+W4+
—_— w — — —
7 2 6 24
y hacemos la sustitucién w = 1/z para tener que
= 1 1,1 1 1

1/z _

‘ ;n!.zn 2:2 " 623 | 2420
Entonces

— 1

v ;”!‘Z" =1 1111

&)= == s T T T A T s

Entonces Res(f,0) = 1/2, puesto que el residuo es el nimero que multiplica a la potencia
2z~1. Como z; = 0 es siempre interior a la curva deducimos que para cualquier valor de a > 0

el/# 1
/7 P dz = 2mi (Res(f,0)) = 27rz'§ = mi.

4.- (3 puntos) Utiliza la transformada de Laplace para resolver la ecuacién diferencial
y'(t) + 2y'(t) + 2y(t) = Hcost

con condiciones iniciales y(0) = 2 e y/'(0) = 4.

Solucién: Llamaremos Y (z ) L[y(t)](z). Son hechos conocidos que
LIy"0))(z) = 2* - LIy()](2) — 29(0) — y'(0) = 2°Y(2) — 22 — 4.

Lly®(z) = z- LIy@)](2) = y(0) = 2Y (z) — 2

z

L[cost](z) = a1

Aplicando estas propiedades en la ecuacion diferencial deducimos que

5z

(Y () =22 = ) + 2 (2) =2 + 2V (5) = 5

es decir,

(z2+22+2)Y(z)—22—4—4:22+1.
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Despejamos Y (z) = L[y(t)](z2).

Y(2) 2z +4+4 " Dz
z - =
2242242 (22+1)(22+22+2)
(224 8)(22 + 1) 5z

(224+1)(224+22+2)  (22+1)(22+22+2)
2234+ 8224+72+8
(224 1)(22422+2)

La funcién Y'(z) tiene cuatro polos simples, 2y = 4, 20 = —i, 23 = =1+ iy 24 = —1 — i.
Para hallar la transformada inversa podemos sumar los residuos de la funcién e*Y(2) o
realizar una descomposicion en fracciones simples, ambas formas de resolver el problema son
razonables.

= Por el método de fracciones simples buscaremos coeficientes

22° +822 47248 A2+ B Cz+1)+D-1

(22+1)(224+22+2) 2241 (z+1)2+412

y sabremos entonces que y(t) = Acost + Bsent + Ce ' cost + De 'sent. Igualando
numeradores

224+ 8:2+72+8 = (Az+B)(2*+224+2)+ (Cz+C+ D)(2*+1) =
= Az’ 4+2A42* +2A2+ B2* 4+ 2Bz 4 2B+
+C23+Cz+C2*+C+Dz*+ D =
= (A+0)2*+(2A+ B+ C+ D)2*+

+(2A+2B+C)z+ (2B+C+ D).

En el sistema resultante

2 + B + C + D = 8
2A + 2B + C = 7

2B + C + D = 8

restamos la segunda ecuacion a la cuarta y deducimos que B = 2A. Si restamos la
primera a la tercera obtenemos que A + 2B =5, y por lo tanto A =1y B = 2. De
la primera ecuacién despejamos C' = 1 y de la ultima D = 3. La soluciéon de problema
es, por lo tanto,

y(t) = cost + 2sent + e "cost + 3e ' sent.
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Es sencillo comprobar que la solucion es correcta. Derivando
y'(t) = —sent+2cost+ (—1+3)eFcost+ (—1—3)e"sent =
= 2cost —sent + 2e 'cost —4e 'sent =
y'(t) = —2sent—cost+ (—2—4)e cost+ (—2+4)e 'sent =
= —cost—2sent — 6e cost + 2e Fsent.
Entonces, sustituyendo
y'(t)+2y(t) +2y(t) = (—1+4+2)cost+ (—2—2+4)sent+
+(—64+4+2)efcost+(2—8+6)e"sent =
= JHcost.

Adem4s las condiciones iniciales se cumplen, puesto que y(0) =1+2-0+143-0=2
ey (0)=2-0+2—-4-0=4.

= Para resolver mediante el teorema de los residuos tenemos que aplicar que
y(t) = Res(e”Y(2),4) + Res(e”Y (2), —i)+
+Res(e””Y (z), —1 + 1) + Res(e”*Y (z), —1 — ).
Para calcular el primer residuo tomamos

Q(Z)Z(Z—i)GtZY(z):etZ(z 1)(22° + 82" + T2 + ):etz 22+ 82+ Tz +

(z —i)(z +14)(22 + 22 +2) G +2:42)
' 2i% + 8i2 4+ Ti + 8
L, 208 8%+ Ti+
R th . _ N it _
es(e”Y (2),1) gli)=e (1)@ 12i+2)
_ it —2i—8+72’+8_€it 5i B
N (20)(-1+2i+2) (200 +20)
o, O =2 w 5(1—20)
— e’ . — e SV
201+ 2i)(1 — 2i) 212 22)
L 1 =2 L1 2
— it | _ it it 4
= ¢ 5 e 2~|—e 5"
Con un procedimiento analogo calculamos el residuo en zo = —i, donde
) 2 3 8 2 7 8 2 3 8 2 7 8
g(Z)Z(Z+i)etZY(z):etz<Z“)( P A8 ATz 48) 22 82 4Tz

(z—i)(z+1)(22+ 22+ 2) (z—1i)(z2+22+2)
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y
. . L 2(—i)® +8(—i)2 + 7(—i) + 8
R th _ — _ 5 — U, —
es(eY(z),~) = 9= = LT e 12
_ it 20—-8-Ti+8 it —bi B
B (=20)(=1—2i+2) (—26)(1 —2i)
e 50420) L 5(142)
B 2(1 —20)(1+2i) 2(12 + (—-2)2)
_ efit_1+2@:6—z‘t'l_e—z‘t_z.‘
2 2 21
Para z3 = —1 4 ¢ la funcién g(z) es
g(z) = (z+1-90)e"Y(z) =
T2 4822+ T2+ 8)
B (2+D(z+1—d)(z+1+14)
2284822+ 7248
(24 D)(z+1+4)
Sustituyendo en el punto z3 = —1 41

Res(e®Y (2),—1+1) = g(=1+1) =

Crpip 21407 +8(=14+0)* +7(=14+14) +8 _
(1402 +1)(-1+i+1+79)
o 2143043 —i)+8(1—20—-1)—7T+Ti+8
' ((—=1)2 — 2i +42 + 1)(24) B
A+4i—16i —THTi+8
(1 — 24)(24) B
B S 5=5i L 31— +2i)
- a2y ¢ a2+ 2020
gt S(L—i)(1+2) _ oy (1=i)(1+2i) _
B (12 4+ (—=2)2)(26) 2i B

. . .2 .
e 1 +2i—i—2 7t€it.3+z

= €

- e 21 —¢ 21

L1 L3
— —t it =t it |
e ‘e 5 +e e _22"

Ya sélo falta un residuo, el correspondiente a zy = —1 —i. En este polo la funcién g(z)
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ha de ser
9(z) = (z+141)e"Y(2) =
L2+ 1440)(22° +822+7248)
(2+D(z+1—9)(z+1+14)
228+ 822 + 7248
(22+1)(z+1—1)

El cuarto residuo buscado es
Res(e"*Y (2),—1—1) = g(—-1—1i) =

iy 21—+ 8(-1 i)+ T(-1 i) +8

— el
‘ (1 =2+ 1)(-1—i+1—19)
o q2(-1=3i+3+i)+8(1+2i—1)—7—"T7i+38
= e’e _
((=1)% + 20 + ()2 + 1)(—2i)
oy A 4160 —T—Ti+8
(14 24)(—2)
gt 9Dy (DA -2)
B (1+20)(~2i) 1+ 2001 —20)(—20)
et DDA =2) L (L)1 20)
(12 + 22)(—240) —9i
_ . . _ .2 ) . .
= ptemit. 1 -2 +Z. 27 _ otoit 3 L
—2i —21
— e tlemit, 1 _eteit i
2 21

Sumando los cuatro residuos deducimos que la solucién de la ecuacion diferencial es

y(t) = Res(e”Y(2),i) + Res(e”Y (z), —i)+

+Res(e”Y (2), —1 4+ ) + Res(e”*Y(2), =1 — i) =

cgtegt 2 ¢ 9
| L3 1 .3
+€—t€zt 4 eftezt L=+ eftefzt L eftefzt = =
2 21 2 21
eit 4 it it _ it eit 4 ot it _ it
= + 2 - et 4 3t ——— =
2 21 2 21

= cost+ 2sent+e‘tcost+ 3etsent.

Como no podia ser de otra forma, la solucién coincide con la que se obtiene mediante
la técnica de descomposicion en fracciones simples.
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