Variable Compleja y Transformadas 2 de julio de 2004
Solucion del examen de Variable Compleja y Transformadas
[. T. I. Electronica y Electricidad
2 de julio de 2004

1. Encuentra todas las funciones holomorfas en C que tengan como parte imaginaria

Im f(x+i-y) = 4o — 42® — 3y — 22y + 32’y + 49° — o°.

Solucién: Llamamos v(z, y) = 4o —42* — 3y — 2wy +32?y +4y> —y3, y nos piden buscar
funciones u(z,y) que verifiquen las condiciones de Cauchy-Riemann. De la primera de
ellas deducimos que

0 0
a—Z(ﬂc,y) = 8—Z(x,y) = —3 — 2z + 327 + 8y — 3y,

Integrando respecto de x

u(z,y) = /%(w,y)d»”c:

= /(—3—2I+3x2+8y—3y2)dx:
= =3 —2®+ 2% + 8xy — 3zy* + C(y),
donde C(y) es una funcién que depende de y y no lo hace de x. Entonces

ou ,
a—y(l‘, y) = 8z —6xy+C'(y)

0
a—;(a:,y) = 4—8x — 2y + 6xy

A partir de la segunda condicién de Cauchy-Riemann

ou ov

deducimos que
8z — 6y + C'(y) = —(4 — 8z — 2y + bxy) = C'(y) = —4+ 2y

y, por lo tanto,

C(@/):/C’(y)dyz/(—4+2y)dy=—4y+y2+0
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donde ahora C es una constante de integracién real que no depende ni de x ni de y.
Las funciones enteras pedidas son las de la forma

flx+i-y) = Reflz+i-y)+i-Im f(xa+i-y)=
= 3 — 2%+ 2%+ 8zy — 3zy® —dy +y* + C+
+i - (4 — 42 — 3y — 22y + 3%y + 4y — 3),
con C' € R arbitraria.

2. Se considera la funcion ;

f(z) = (22 — 2z + 2)2°
Halla todas las singularidades aisladas, analiza de qué tipo son y calcula los residuos
en dichas singularidades.
Solucion: Para hallar las singularidades tendremos que buscar los valores que anulan

el denominador.

(22=2242)02=0 <= 2?-22+2=0+=

C—(=2) /(22 —4-1-2

— z= 5 —
2+£v—4

— Z:T<:>
2+2-9

— z= 9

Por lo tanto

zZ) = . . )
o= emarare-—a-or
y de aqui es inmediato que las tnicas singularidades son z; =1+ y 2o = 1 — 4, que
obviamente son aisladas. Como ambas son ceros de segundo orden del denominador y
no anulan el numerador, podemos concluir son polos de orden 2.

Para calcular el residuo en z; = 1 + ¢ partimos de la funcién

z

6z = (= (L) 1) = = g

Entonces
1-(z—=(1—14)*=2-2(2—(1—1))

(z = (1 =2)* ’

1(2) =
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y aplicamos que

¢+
1!
(L4+d)— (1 —0)>— (1 +i)-2((1+4) — (1—1i)
(A +7) — (1 —19)*
(20— 4i(14d)
(2i)*

—4—4i+4

16 N

Res (f,1+ 1)

—1
1
Para calcular el residuo en zo = 1—1 hemos de proceder de manera semejante, partiendo

de la funcion .

$2(2) = (2 = (1 —4))"- f(z) = CEGED)E
y de su derivada

/() = 1-(z—(1+i))2—z-2(z—(1+i)).
2 (z—(1+14))*

Entonces

Res (f,1—14) = —¢2(11! ) =
(1—i) = (1 +)*— (L —1)-2((1 —1) — (L +1))
(1 —1) = (1+4))*
(—20)2 +4i(1—i)
(—2i)* a
—4+4+4
6

7
1

La conclusion final es, por lo tanto, que z1 = 14+ 17y 29 = 1 — i son las dos tunicas
singularidades, que ambas son polos de orden dos y que sus residuos valen

Res (f, 1+ 1) :—%,
1

1—d) =

Res (f,1—1) 1
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3. Sea v la circunferencia centrada en zg = 0 y de radio R (con R > 0y R # 1). Calcula

la integral
/cos(z +1) I
. 2(z+1)

en funcion de R.

Solucion: Llamemos
_cos(z+1)

f2) = ——~
z2(z+1)
Como el numerador es una funcién entera las unicas singularidades saldran de los
ceros del denominador. Trivialmente concluimos que dichas singularidades son z; = 0

y 2o = —1, y son polos simples, puesto que anulan con orden 1 el denominador y no
son ceros del numerador.

Para el residuo en z; = 0 construimos ¢,(z) = z - f(2) para deducir que

cos(z+ 1) cos(0+1) cosl
_ _ _ _ = cos1.
Res (f,0) = ¢1(0) e 01 . cos
Para obtener el otro residuo partimos de ¢o(z) = (2 + 1) - f(2), v
cos(z +1 cos(—1+1 cos ()
Res (f,-1) = go(~1) = CEHD) - _colAr o0y
z=—1

Si 0 < R < 1 lasingularidad z; = 0 es interior a la circunferencia, pero la singularidad
z5 = —1 es exterior. En cambio, si R > 1 ambas singularidades son interiores e influyen
en el teorema de los residuos. Segin este teorema

2-m-1-Res (f,0)si0< R< 1,
JECLE
g 2-m-1-(Res (f,0) 4+ Res (f,—1)) si R > 1.

Por lo tanto el resultado pedido es

cos(z+1) .
[y z2(z+1) dz =

2rcosl-1si0< R <1,
27(—14cosl)-isi R> 1.

4. Utiliza la transformada de Laplace para resolver en funcion del parametro real oo > 0
la ecuacién diferencial
y"(t) +y(t) = sen(a - )

con condiciones iniciales y(0) = 0 e ¢/'(0) = 1.
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Solucién: Gracias a las propiedades de linealidad y derivacién de la transformada de Laplace
sabemos que

L") +y®)] = L' O]+ Lly(1)] =

= (Z°Lly(1)] — 2y(0) =y (0)) + LIy(t)]
= (L") —2-0-1)+ L[y(t)] =
= (+DLy0)] -1

Llamemos
f(t) =sen(a - t).

Entonces es conocido que
Q@

Lft)] =——,
] = s
y por lo tanto, tras aplicar la transformada de Laplace a la ecuaciéon diferencial obtendremos

que
o

22+ a2
Podemos despejar y(t) aplicando la antitransformada, de la que aprovechamos la linealidad,

(=% + DLy(1)] -1 =

y(t) =L Lz n 1} +Lo {(% + oﬂo)é(z2 +1)

Es inmediato que

1
£t [ 2+1} = sent,
z

y por lo tanto sélo hay que calcular la segunda parte. Se presenta una disyuntiva, en funcion
del valor de a. Si @ # 1 aparecerdan 4 polos simples 21 = a -4, 20 = —a -4, 23 =1y 24 = —1,
pero cuando a = 1 se producird un fenémeno de resonancia, debido a la aparicién de los
polos dobles z; =1y 25 = —1.

s Si a # 1 calcularemos la antitransformada mediante una factorizacion en fracciones
simples. Asi pues buscaremos

Q@ _Az+B+Cz+D
(2 +a?)(22+1) 224a>  22+1°

que conduce a la ecuacién
a=(Az+ B)(z*+1)+ (Cz+ D)(2* + o).
El sistema lineal de cuatro ecuaciones e incégnitas final es
A+C=0
B+D=0
A+a’C =0
B+ ao?’D =«
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Restando la primera y la tercera ecuacién por un lado y la segunda y la cuarta por
otra parte, y teniendo en cuenta que o — 1 # 0, deducimos que

(2=1)-C=0=C=0,A4A=0

o o

(ozz—l)'D:a:>D:a2_ ,B:—a2_1

Entonces
@ 1 « @ 1
L1 = — £ £ =
(224 a2)(22 + 1)] a?—1 [22+a2] * a?—1 22 +1
1
= —a2_1sen(a-t)+a2_ sent,

y la solucién del problema, en el caso a # 1, es

1
y(t) = (Sent)+(_a2_1sen(o"t>+a2a_156nt):
1 2 -1
- g+ S et

= En el caso a = 1 aparecen raices complejas multiples. Aunque hay varias formas de
resolver el problema, no es mala idea usar residuos para la funcion

6tz

g(t,z) = m

Para el polo doble z; = ¢ construimos

etz

¢1(2) = (2 —14)" - g(t,2) = (z+14)2

Derivando respecto de z

te(z +1)? — e*2(z + 1)

¢1(2) = (z+14)*

)

y en la singularidad z; = ¢ resulta
Res (g,1) = ¢i(i) =

o te™(20)? —e"2(26)
(20)*
—4te’t — 4e'ty

16
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Para el polo doble zo = —i llamamos

gb?(z) = (Z +i)2 ) g(t’ z) = (Z — Z')27

derivamos respecto de z

o = E e

y realizamos la sustitucién z = —¢ para deducir que
Res (g, —i) = ¢h(—1) =

o te (=202 — e "2(—21)

(—22)*

—4te” " 4 e~

16
. t —it i —it
= 46 + 46 .

Entonces

L1 [ﬁ] = Res (g,7) + Res (g, —i) =
_ (_ieit_ieit) 4 (_;leit_i_% it)
b 1t Uit —it
(i) i)
_ _E.<€”+€ “) L )_
2 2 2

! t—l—l t
= ——co8 —sent.
2 2

Concluimos pues que, para el caso a = 1,

t 1
y(t) = (sent)+ <—§ cost + §Sent> =

! t+3 t
= ——Co8 —sent.
2 2

Agrupando los dos casos deducimos que la solucion del problema es
o +a-—1
a?—1

1
1sen(a-t)+ sent si a # 1

yiy={ *°

3
—§cost+ §sent sta=1
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