Depanameﬁié de
Matematica Aplicada y
Estadistica

Ingenierio Industrial

Asignatura: Optimizacién y Simulacién
Convocatoria de 12 de julio de 2006
Prof.: Silvestre Paredes Herndndez

OBSERVACIONES GENERALES AL EXAMEN:

1.- Responde razonadamente a las preguntas.

2.- Resuelve cada apartado de forma independiente.

3.- Los resultados graves invalidan cualquier resultado posterior.

4.- Expresa los resultados con claridad, evitando excesivas tachaduras.

5.- Si utilizas cédlculos aproximados debes emplear 4 cifras decimales significativas por redondeo.

1. Dada la funcién

(a)
(b)

()

(a)

2 2
flzy)=(y—22)"+(z-2) @C;
(0.6 ptos.) Resuelve el problema de optimizar f (z,y) con (z,y) € RQ
(0.8 ptos.) Tomando como error ¢ = 10~? y como aproximacién inigtahN24 (1,1) realiza una iteracién
del método del Gradiente para conseguir una nueva aproxima . Compara el valor de f (z,y)

en ambos puntos @
(0.8 ptos.) Con los datos del apartado anterior realiza & m", cdlculos para una iteracién del

método de Newton.
Solucién: Resolveremos cada apartado de forma individu@

La funcién es suficientemente derivable y como no hay resttigciones se cumple una de las hipétesis de cualificacion,

por tanto, si hay éptimos globales, serdn locales s tendrdan que cumplir las condiciones necesarias de primer
orden, que para un problema sin restricciones u n a la condicién estacionaria
4(y — 2x) 0
2(y —2x) 0

De la segunda ecuacién obtene ac = 0 que al sustituir en la primera se obtiene

El tdnico punto estacionario es

20 —2)=02z=2

y entonces
y—2r=0=>y=2x=4

Para determinar la naturaleza de este punto recurriremos a las condiciones de segundo orden y por tanto a la
matriz Hessiana de f (z,y)
10 —4
Hf (z,y) =
—4 2

que es constante para cualquier punto (z,y), ademas es definida positiva, y esto indica por una parte que el punto
anterior es un minimo local estricto y por otro que la funcién es estrictamente convexa, ambos resultados implican
que el punto x* = (2,4) es el unico minimo global de f (z,y) y también que no hay maximo global.

Este resultado también puede obtenerse observando la funcién y comprobando que siempre es positiva, por ser
una suma de nimeros positivos (suma de cuadrados)

fley) =(y—22)7+(x—2)°>0



que se hace 0, cuando ambos sumandos son 0

(z—-2° = 0eor=2

(y—22)> = 0o (y—22)=0sy=20=4

(1)

primero comprobamos que no se cumple el criterio de parada, utilizando la expresién del gradiente obtenida en el
apartado anterior

tal y como hemos obtenido antes.

A partir del punto inicial

2
Vf(1,1) = = [|Vf(1,1)] =v8>102
-2

Se obtiene el siguiente punto mediante el método del gradiente utilizando la expresién

x'=x"—aVf(x) (a0 >0)
que en nuestro caso 5

xl_xo—aOVf(XO)—<1)—0‘0( _22)_ @3)

v aq es la solucién del siguiente problema

Co 0 _ 0 _ Co . @ _
ergrznolzar f(x"—aVf(x )) erggmzaﬂ&( 20,1+ 2a) = g ()
La funcién g () es @

gla)=f(1-2a,1+2a) = (1420 —2(1—20))> NY —2a —2)> = (14 20 — 2 + 4a)” + (1 — 20 — 2)°

operando obtenemos una expresiéon més sencil @
g % 1+ 604)2 + (—1 — 204)2

Derivamos g («) para encontrar el min]
: c J) 8 1
g (a)=2(—-\+6)6+2(—1—-2a)(-2)=80a-8=0a=—=—
80 10
<
Podemos comprobar é& inimo utilizando su segunda derivada

g () 80:>g”(1/10)=8020:>a=1—0esunml'nimoyademzis >0

luego oy = % es el valor buscado y el punto buscado es

(1200 ) _ (125 _ 8/10
T\ 1420 )\ 14275 ) 12/10

Evaluamos f (x,y) en cada punto

8 12
1,1)=2>1.60 = —, =
f(1,1)=2>1.60 f(lo,lo)
observa que el valor ha disminuido, como era de esperar.

Para el método de Newton y siendo x° el mismo punto de partida que en el apartado anterior sabemos que no
se cumple el criterio de parada, por tanto procede el cilculo del siguiente punto, utilizando la expresién para el
método de Newton que es:

x!=x"—Hf (xo)_1 V£ (x°)



El Hessiano es constante y no depende de x°

10 —4

por tanto
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Comprobamos que el punto obtenido es el mismo que para el primer apartado, esto no es de extranar, puesto que
f (z,y) es una funcién cuadrética y el método de Newton es exacto para este tipo de funciones.

2. Un viticultor embotella y comercializa 3 tipos de vino: Tintorro, Blanquito y Consiconsd. Por cada cuba
de vino obtiene un beneficio de 500, 250 y 200 euros respectivamente. Cada cuba ha de pasar por
dos fases: llenado y precintado. En la primera fase se pueden emplear hasta un méximo de 640 horas
semanales y en la segunda hasta un médximo de 900 horas semanales. El nimero de horas que una cuba
necesita en cada fase viene dado por la tabla siguiente:

Llenado | Precintado
Tintorro (z1) 16
Blanquito (x2) 4
Consiconsd (3) 6 10

Después de plantear el problema lineal correspondiente

Maximizar 500z,

Sujeto a 162
301‘1
X1,

+250x9
+4$2

+5$2 3
x2, Z 0

pasar a la forma estdndar y utilizar el método simplex

h
0w (P o

350 @%

gg@g?

<900

se obtiene la tabla éptima

z2 | 4 N 1/4

o | 1052

/2 —5/4

5 W 175 125/2

o b
0 | 160
1 100
0 | 40000

Empleando sélo técnicas de anéli <6ptimo responde de forma independiente a los siguientes

apartados:

(a) (0.8 ptos.) El Vitim@t%§ saber si serd rentable la produccién de un nuevo tipo de vino,

Clarete, con un be

150 euros por cuba. Si para la elaboracién de este vino se emplean

2 horas en la fas¢(d do y 4 en la de precintado por cuba, ;cudl deberia ser ahora la nueva

produccién?

(b) (0.8 ptos.) El consejo regulador de la denominacién de origen ha impuesto al viticultor una limita-
cién de 100 cubas en la produccién del vino Blanquito (x2). Con esta limitacién, ;jcudl deberia ser

la nueva produccién de vinos?

Solucién: Resolvemos cada apartado de forma independiente.

(a) Se trata de la inclusién de una nueva variable xg con g =

max

150yA6_<i).

Para resolver el problema se ha utilizado el objetivo de minimizacién de la forma estdndar y por tanto habrd que
cambiar el signo del coeficiente de la funcién objetivo asociado a x¢ y tomar ¢® = —150. Para comprobar si la
nueva variable entra o no en la base, hay que calcular su coeficiente de coste relativo rg respecto a la base actual.
Para ello necesitamos el valor de cg y de B™!, mientras que el primero se obtiene directamente de la funcién
objetivo (minimizar) teniendo en cuenta que las variables bésicas son o y

cp = (—250,0)



el segundo B! se puede obtener directamente de la tabla, en el lugar de las variables de holgura (por ser un
problema de <) o bien teniendo en cuenta que

y calculando

su inversa.

B

Utilizando esta informacién calculamos rg

min

Te = Cg

—cpB71Ag = —150 — (=250, 0) <

U~

= (A27 A:’—')L)

(
)

1/4 0
—5/4 1

2
4

) — —150 — (=250, 0) (

1/2

3/2>=—25<0

que como es negativo indica que la nueva variable puede formar parte de la nueva solucién y mejorar el objetivo.
Habra que realizar los cambios pertinentes en la tabla éptima, incorporando los nuevos cambios

Notar que en la tabla hay que poner B~'Ag y no Ag, puesto que esta tabla se obti

r1 Ty X3 xff xf—} Te b
2 | 4 1 3/2 1/4 0 | 1/2 | 160
@110 0 52 -54 1 |[32]] 100

500 0 175 125/2 0 | —25 | 40000

tabla inicial, a la que pertenece Ag.

Utilizando el criterio de entrada elegimos x4 como variable de entrada, miengra;

o

d

160 100
1/273/2

200
320, —
"3

|

3

pivotamos sobre el elemento correspondiente, para obtener

que es éptima con solucién éptima.

(b) En este caso se trata de una nueva restric

Esta restriccién se transforma en

200

0

e al multiplicar por B~! la

iterio de salida proporciona

T To T3 xZ @ Te b
| 2/3 1 2/3 73 0 | 380/3
6| 20/3 0 5/3 @% 2/3 1| 200/3

2000/3 0 650/3 25Q¢6 50/3 0 | 125000/3

z2 < 100

@Sé que es una imposicién sobre una de las variables
u@%d utilizando una nueva variable de holgura

que incorporamos en la%®

Ty 4 2 =100
1 T2 X3 zh ol |k b
o | 4 1 3/2 1/4 0] 0| 160
#2110 0 5/2 —5/4 1| 0 | 100
ab | 0 0 0 0| 1] 100
500 0 175 125/2 0 | 0 | 40000

En primer lugar hay que actualizar la tabla para conseguir solucién bédsica (identidad) haciendo un 0 en el elemento

recuadrado.

T1 T2 x3 xh ol b
| 4 1 3/2 /4 0 0] 160
10 0 5/2  —=5/4 1 0 | 100
s -4 0 [-3/2] —1/4 0 1| —60

500 0 175 125/2 0 0 | 40000

Vemos que la solucién bésica no es factible, pero es factible dual (todos los coeficientes de coste relativo son
positivos). Utilizamos el criterio de salida para elegir z! como variable a sustituir, mientras que la variable de
entrada, se obtiene utilizando el criterio de entrada

—~500 —175 —125/2
4 73/2° —1/4

min {

} = min {125,116.67,250} = 116.67 = x5 variable de entrada



y pivotamos sobre el elemento correspondiente

T To T3 xf[’ x’g xg/ b
T2 0 1 0 0 0 1 100
1 10/3 0 0 -5/3 1 5/3 0
r3| 83 0 1 1/6 0 —2/3| 40
100/3 0 0 100/3 0 350/3 | 33000

3. Dado el siguiente problema

Optimizar flz,y)=x+y+=z
s.a. (

(a) (2.0 ptos.) Resuelve el problema utilizando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

(b) (0.4 ptos.) ;Cudl es la variacién que deberia tener el término independiente de la primera restriccion

para que el valor 6ptimo en el mdximo aumente una unidad? ;Y para que el valor éptimo en el
minimo disminuya una unidad?

Solucién: Resolvemos cada apartado.

(a) El conjunto factible para este problema es la interseccién de 2 conjuntos %
Q=01N0 @
siendo

Q = { (x,y,2) GRS}

Qy = { (z,y,2) E]RS}

Los conjuntos 1 y 29 son de la forma

L :{g Ky i=1.2
por tanto, si g1 (x) y g2 (X) son convexas mos asegurar que §2; y 22 son conjuntos convexos. Pero este

fa
hecho es muy facil de demostrar, puesto g&‘&

(x,y,z) = (.I— 1)2 +y2

tiene como matriz hessiana <S @

2 0 0
<& Hgl (‘T7 Y, Z) = 0 2 0
\ 0 0 0
que es semidefinida Vg para todo (z,y, 2) ER? luego g1 (x,y, 2) es una funcién convexa y cualquier conjunto
de la forma Ty, = {g1 (2xX k} lo serd, en particular si k = 1.

De la misma forma
92 (2,9,2) = (& — 1)* +¢° + 2°

tiene como matriz hessiana

0
Hg? (Jf,y,Z) = 0
2

< O O N
~ o N O

que es definida positiva para todo (x,y,2) €ER? luego g» (z, es una funcién convexa y cualquier conjunto de
la forma I'y, = {g2 (x) < k} lo serd, en particular si k = 3.

Puesto que 4 y Q2 son conjuntos convexos también serd un conjunto convexo la interseccién de ambos.

, 2

Sin célculos previos podemos dar alguna informacién sobre los médximos y minimos del problema. En primer lugar
vemos que el conjunto factible es cerrado (contiene a la frontera) y acotado (2 = €3 N Qs C Q9, que es una bola
de centro (1,0, 0) y radio v/3), por tanto es compacto y que la funcién es continua por ser una funcién polinomial,
luego por el teorema de Weierstrass la funcién tendrd un méximo y un minimo sobre el conjunto factible.

En segundo lugar vemos que la funcién objetivo es lineal y por tanto es concava y convexa, ademds de continua.
Con esta informacién podemos decir:



i. Por el teorema de Weierstrass, la funcién f (z,y) tiene maximo y minimo (global) sobre el conjunto €.

ii. Como f es convexa sobre €2 convexo y compacto, y por el apartado anterior, tiene maximo = El méximo se
encuentra en la frontera del conjunto.

iii. Como f es céncava sobre ) convexo y compacto, y por el apartado anterior, tiene minimo = El minimo se
encuentra en la frontera del conjunto.

iv. Como f es convexa sobre () convexo = Todo minimo local es global.

v. Como f es céncava sobre ) convexo = Todo méaximo local es global.

vi. Como f es convexa sobre 2 convexo y f € C' = Un punto que cumpla las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
para ser minimo local, automaticamente lo sera.

vii. Como f es céncava sobre € convexo y f € C! = Un punto que cumpla las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
para ser maximo local, automaticamente lo sera.

viii. Como §2 es un conjunto convexo con interior no vacio -por ejemplo, el origen (0, 0) estd en su interior = Todos
los puntos cumplen las hipétesis de cualificacion de las restricciones.

ix. Un extremo global es también un extremo local, pero como cualquier punto factible cumple por el apartado
anterior, las hipdtesis de cualificacién de las restricciones, entonces un minimo o m#ximo global debe cumplir
las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. De hecho, como el maximo y minimo (globales) existen por el
teorema de Weierstrass, los obtendremos utilizando las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Utilizaremos ahora los multiplicadores para construir la funcién Lagranglana y encentrar los puntos extremos.
L(w,y,2)2w+y+z+u1((9«“—1)2+y2—1 +M2 m@z —3

y planteamos las condiciones de KKT:

i. Condicion Estacionaria
0L 9)
— 0 1+ 20,74 2N 0 (1)

ox
" oo
— = 08 =0 2
3y A 240y (2)
OL
5 :@1+2u2220 (3)
ii. Condicion de factibilidad
v —1)% 4 — 1) < 0
@ (@ —1)% 4+ 92 + 22 —3) < 0
. Condicion de poszth %
\ i, e > 0= Para minimo
i,y < 0= Para mdaximo
iv. Condicion de holg
g (x) = 0©u1((w—1)2+y2—1>=0 (4)
g () = 0y ((@=17 432 +22=3) =0 (5)

Las posibles alternativas para resolver el sistema anterior las proporcionan las dos tltimas ecuaciones segin el
siguiente esquema

o =10 Caso 1
=0 =
(z—1P24y>+22—3  Casoll

o =0 Caso 111
(z-1°+y* -1 =

(x—1°+y2+22-3=0  CasolV

Comprobamos cada caso:



Caso I: Este caso es imposible, puesto que sustituyendo en la primera ecuacién del sistema obtenemos: 1 =0
Caso II: Sustituyendo el valor de p; = 0 en el sistema obtenemos

142y (x—1) = 0 (6)

14+2py = 0 (7)

14+2uz = 0 (8)
(z—1°+1y>+22-3 = 0

En el que si restamos la primera ecuacién y la segunda ecuacién obtenemos
(1+2py (2= 1)) = (14 2p9y) =0 25 (x =1 —y) =0

y como i, no puede ser cero puesto que entonces la primera ecuacién nos da 1 = 0 se llega a la conclusién de
que
r—1=y

(14 2139) — (14 2052) = 0 & 2y (yE @}?

Si restamos 8 y 7

que nos proporciona (como fi, 7 0)
y==z

y sustituyendo en la tltima @
(w—1)2+y2+z2—3=0:@ —0e 2=+l

Y por tanto

Despejando i, de 7 o de 8 obtene@
1 1
M2 = —— = q:—

y en este caso obtenexﬁgtos
<

1
P1:(27171) M:<07_§)

1
P2: (07_17_1) n= <07§)

Sin embargo estos puntos no son factibles ya que

Pio= 2L1)= @-1) =@ )+ (1) =241

Py o= (0,-1,-1)= (0-1+y* = (-1’ +(1)° =2£1

y no cumplen la primera de las restricciones.

Caso IIl:Este caso también es imposible, puesto que sustituyendo py = 0 en la ecuacion 3 del sistema volvemos
a obtener una inconsistencia del tipo 1 = 0.



Caso IV: El sistema que hay que resolver es

142 (=1 +2u(—1) = 0
T+2my+2my = 0
1422 = 0
-1+ -1 = 0 (9)
(z—1)°4y>+22-3 = 0 (10)

Y sustituyendo la cuarta ecuacién en la quinta
(z-1) 4+ =1=21422-3=022=262=4/2
Ahora de la tercera ecuacién obtenemos el valor de pq

1 1

1
2770 T TR e <%

Si restamos la primera ecuacién y la segunda ecuacién obtenemos
2 (@ —1—y)+2u (@ —1-y) =0 (1 + —1-y)=0

de donde obtenemos 2 opciones. La primera

M+ o > &
no nos produce ningtin punto, puesto que en este

y los dos multiplicadores tienen distinto Slesto que py # 0 (los minimos y maximos locales tienen
multiplicadores del mismo signo), luego -*- nos queda el segundo caso

Sustituyendo en la ecuacién 9 %
1
<S —1 =121l y=4—
y? Y Y N
y T serd \

1
r=1xy=1+£—

r—1=y

V2
Nos queda por det nar el valor de p;. Despejamos para ello de la segunda ecuacién
1
T+ 20y + 20y =0 = pg = TH Ty
y teniendo encuenta los distintos valores de pq € y
1 1 1
= ——= =—=U=——= A
Mo 2\/5 Yy \/5 251 2\/5 ( )
1 1 3
g s VT AETMToA (B)
1 1 3
Ha 5 \/5 Y \/§ H1 5 \/§ (€)
1 1 1



(b)

4. Responde razonadamente a cada una de é%!}ientes cuestiones:

(a)
(b)
(c)

Los casos (B) y (C) no nos sirve puesto que los multiplicadores p; y iy tienen distinto signo.
Resumiendo tenemos dos puntos

1 1 1 1
P = 1 -, =, —\/§ = —_—,—
! < V2' VR ) : (%ﬁzﬁ)
que son factibles y cumplen las condiciones de KKT para ser méximo local y minimo local respectivamente,

pero como se ha comprobado en el apartado anterior esto implica que son los méximo y minimo globales del
problema.

Por el anélisis previo tenemos
1 1 1 1
Mdximo = Py=(1+—=,—,V2 =
’ ( V2 V2 ) : <2ﬁ Qﬁ)

Hay que aplicar en este apartado la relacién entre las variacién del valor 6ptimo de, lema y los multiplicadores

de KKT obtenidos, tendremos
m P
Af (x*) ==Y NAb - ZMJACD @
j=1 j=1

en nuestro caso solamente hay restricciones de desigualdad y solamen ean cambios en la primera restriccion,
luego

1

Af (Puin) = —iAct = Acy = A@@/ = ( =22

)

Af (Poax) = —pAe; A = f_(Pmin): —1 o3
H1 _(2 )

|)—‘

S

(0.3 ptos.) (Es verdadero o fals@ en el método de la M grande de programacién lineal, el
problema artificial siempre tie i6n?

(0.3 ptos.) Si un problemd\n ne 6ptimos globales, ;puede, no obstante, tener puntos que
satisfagan las condicio% arias de optimalidad? ;y si es infactible?

(0.3 ptos.) Las rest 2(‘&

y el 6ptimo se alcanza en el punto (1,0,0). ;Podremos asegurar que es un punto de KKT?

de un problema son

2% 4+ y? + 22 1
l‘2+y3—24 — 1

IA

(0.3 puntos) Indica si es verdadero o falso el razonamiento siguiente: Tenemos un punto de KKT
en un problema de minimizacién en el que todas las soluciones factibles son regulares y todas las
funciones son de clase C2. Si ademds la funcién objetivo es lineal, podemos afirmar que es convexa,
luego el punto serd de minimo global.

Solucién: Respondemos de forma independiente a cada cuestion:

(a)
(b)
()

Falso, tiene solucion factible bésica inicial pero puede ser no acotado.
Verdadero, puede tener éptimos locales. Falso, si es infactible, no hay soluciones porque Q = ()

En el punto las restricciones son activas

12402+0%2 = 1

12403-0* = 1



Notar que no se cumple ninguna de las hipétesis de cualificacién de las restricciones: Hay restricciones, no son
todas lineales y el interior es vacio (porque hay igualdades). Tampoco se cumple la hipétesis de regularidad,
puesto que al se activas se considera el conjunto

2x 2x
{Vg1,Vh} = 2y || 3y
2z 423
que el punto en cuestién
2 2
{Vg1(1,0,0),Vhy (1,0,0)} = 01],{ 0
0 0

son linealmente dependientes. Como no se cumple ninguna hipétesis de cualificacién por las restricciones no
podemos asegurar que el 6timo tenga que cumplir las condiciones de KKT.

(d) Falso, no se indica nada de la convexidad del conjunto.
5. (1 pto.) Resuelve mediante el método simplex

Ty + 29 + 43
1+ 22 <10
T+ 2x9 + 3 =14
x1 > 0; 29 < 0; x3 libre

Minimizar ;;

Solucién: En primer lugar transformamos a la forma estdndar, cambiand e negativa x9 por —z}, y la variable

libre x3 por una diferencia de variables positivas
—I9 @&9

- !

!
)

€3

Introducimos ademds una variable de holgura en la pr@ restriccién y el problema queda

Minimj

N

9

= 2uh + 4 (w3 — 3)
T —ah—2h <10

ry — 2xh + b —af =14

/ / /!
T1, %y, T3, 23 > 0

la tabla inicial serda @
% vy oxh w2y Ak | b
o \ 1 -1 0 0 1]10
\ T3 2 1 -1 0|14
1 -2 -4 010

actualizando la tabla para ¢

Seguir un 0 en el coeficiente de coste relativo de la variable bésica actual, obtenemos

vy ah ah af x| b
alt -1 0 0 1|10
z3 | 1 -2 1 -1 0 14
-3 6 0 0 0| =56
La variable de entrada serd x; (r; = —3 < 0, es el unico negativo) y como variable de salida tomaremos a /)

(10/1 < 14/1), pivotando sobre el elemento correspondiente obtendremos la tabla

vy oy ah af  ah b
|1 -1 0 0 1] 10
220 -1 1 -1 —1| 4

0 3 0 0 3 | —26

que es 6ptima.




6. Dado el siguiente funcional
1
J(y) = / [4xy — (2y')2 + 5y'y| dx
0

(a) (0.8 ptos.) Resuelve el problema de extremos fijos:

Minimizar J (y)
y(0)=1
y(1)=-1

(b) (0.8 ptos.) Resuelve el problema de extremos variables:
Minimizar J (y)

y(0) libre

y (1) libre

Solucién: Resolvemos cada apartado, en ambos casos necesitamos las ecuaciones de Euler-Lagrange con

2
flayy) =4day — (29) +5y'y
calculamos cada componente de la ecuacién de Euler Lagrange @7@

of /

-4 4

oy T + oy

of _ 4 (0f .

e igualando

A4 (oFr\_9f e ,
e <8y’)_8y© 8y’ =4z + 5y

de donde se obtiene @ "
& 2
e integrando 2 veces &

2

= 1=y(0)=B=B=1

1 23
= —1:>y(1):—E+A+B:—1:>A=—E

(a) Si los extremos son fij & @
2
y (1)

(b) Si los extremos son variables

2—5, =0=5y(0) -8y (0)=0=5(B) —8(4) =0
=0
6f _ / o 1 1 _
8y,gE:1_0:>5y(1) 8y(1)—0:>5< 12+A+B> 8< 4+A)_0
Cuya solucién es
19
A = =
60
B - -3
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