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1. Dada la siguiente funcién
fla)=e"+(x—4)

(a) (1 punto) Utiliza un paso del método de estimacién cuadratica (o método cuadratico) para obtener
una aproximacion del minimo que la funcién tiene en el intervalo [3,5].

(b) (0.5 puntos) ;Cudntos minimos tiene f (z) en R?.

Solucion:

NOTA: Utiliza en TODOS los calculos 4 cifras decimales signiﬁcativ;@%dondeo.

(a) Para utilizar el método cuadratico necesitamos 3 puntos y podemos los siguientes

1@

Evaluamos la funcién en cada uno de los puntos

Utilizando las férmulas correspondil btenemos

fo— O 10183 — 1.0498

a; = = —1.0315
— 4-3
f3 - f 1 1.0067 — 1.0498
= 1.0315 | = 1.0100
%—xg Ir3 — T - 5—4 5—3 +

y el valor aproxima uscado es

x** {171 +£I?2) a1 3+4 —1.0315

- =4.01
2 2ay 2 310100 0100

(b) Podemos comprobar que la funcién es estrictamente convexa

fl@) = e+ (x—4)7
) = —e*+2(x—4)
() = e*+2>0

La derivada segunda f” (z) es estrictamente positiva, luego f (z) es una funcién estrictamente convexa en R, por
tanto si la funcién f (x) tuviera minimo, que lo tiene por el enunciado del problema, este seria tinico. La respuesta
a la cuestion es que la funcién f (x) solamente tiene un minimo en R.



2. Dada la funcién
f (z,y) = cos (z*) sen (y°) (z,y) € R?

(a) (1 punto) Encuentra TODOS sus puntos estacionarios en R2.

(b) (0.6 puntos) ;Cumple el punto (0,0) las condiciones necesarias de segundo orden para ser un ex-
tremo?. ;Y las suficientes?. Estudia el comportamiento de la funcién cerca del punto (0,0) para
determinar su naturaleza (m#ximo, minimo, punto de silla).

(c¢) (0.6 puntos) ;Qué se puede decir de los extremos globales de f (z,y)?
Solucion:

(a) Los puntos estacionarios de f (x,y) € C! (R) son aquellos puntos que anulan su gradiente

- ( 2 )+ (2)

De la primera ecuacién obtenemos

z=0

2x sen (w2) sen (y2) =0 2?*=kn %

Puesto que z2,y? > 0, los valores de k; y ks deben ser positivos, es { k1,ko € N. Llevando estos valores a la
segunda de las ecuaciones anteriores obtenemos

y=0
$—0:>2ycos 2 cos
y2:%+l€3ﬂ'

y=0
2=k = 2y cos cos
v =% +kym
y = ko = 2ycos C(@kgﬂ cos 1)k2 =0 { 12 = % + ksm

donde de nuevo los valores de los paré: 3, k4 v ks deben ser positivos.

Podemos observar ademas que para anulan ambas ecuaciones independientemente del valor de la variable
x, luego los puntos de la forma

= (z,0) reR

son puntos criticos de f (z,y
El conjunto de todos lo rltlcos utilizando los dos valores para la raiz cuadrada y combinando las soluciones
anteriores tomando% ca a ecuacién para que ambas se anulen), estaria formado por los siguientes puntos:

Py (z) = (x,0) z€ER

=(0,0) Ya incluido en la familia P (x)

Py (ks) = (0, V3t k:37r>
_ T
5 (ks) = (07—\154-/4377)
P (k) = ( kym, 0) Ya incluido en la familia Py (z)

Py (k) = (— kym, 0) Ya incluido en la familiaPy (z)



Pt (ki ks) =
Py (k1 ke) =

(

(

Pyt (k1 ks) = (
Py (ki) = (—m,—m)

(

(

(

Pt (ko ks) =

" (Ko, ks)

=t (ko ks) =

Pg_(kg,k5) = (— g+k5ﬂ',—\/k‘2ﬂ' EZC

Como se ha comprobado en el apartado anterior, el punto P, = (0, 0 UR - nto critico puesto que cumple las
condiciones necesarias de primer orden. Para comprobar si cumple l S diciones de segundo orden, obtenemos

el hessiano de la funcién
( —2sen (m2) sen (y ) — 42 cos sen (y2 @ —4xy sen (az2) cos (y

Hf (x,y) ~daysen (22) cos ( E 2 cos (22) cos (y2) — 4y cos (z 2) sen (y?) >:

—2sen (y2) (sen ( ) + 2x cos
—4zy sen (2?) cos (y?) 2

xy sen ) cos (yZ)
08 (x2 cos (y?) — 2y? sen (y?))

y evaluando en P; = (0,0) obtenemos la matrssian
»0>= (02)

Q

0 2
Sin embargo, por el mismo motiv no es definida positiva y tampoco f (x,y) es convexa, de ahi que
Py no cumple condiciones suﬁc mgun tipo. Con estas condiciones no se puede afirmar que P; sea un
minimo.

Para despejar las dudas acerc d
cerca del punto (0, 0

que es semidefinida positiva = P; ¢ @4; condiciones necesarias de seqgundo orden para ser minimo local.
n

naturaleza de Py, se estudiara a continuacién el comportamiento de la funcién

Por una parte la fun 1 vale 0, mientras que los valores de f (z,y) cerca de P; lo obtendremos con el
siguiente anahm@i

sacye \/7\/7}:%%,3/ 6[0 2}@005(2)20,sen(y2)20
luego

f (x,y) = cos (2152) sen (y2) >0=f(0,0)

B

como P; es el centro de ese cuadrado, podemos afirmar que hay una bola de centro P; y radio \/g (que estéd

contenida en el cuadrado anterior) donde la funcién siempre toma valores > 0, mientras que en P; vale 0, luego
en Pj, la funcién tiene un minimo local, que no es estricto, puesto que en los puntos de la forma

(i\/gy) o (2,0)

al menos dentro del cuadrado

la funcién toma el mismo valor que en P;.



(¢) Dado que la funcién f (z,y) es un producto de 2 funciones que estén acotadas en valor absoluto por 1, tendremos

|f (z, )] = |cos (2*) sen (y°)| = |cos (2?)] [sen (y*)| <1-1=1

es decir
1< f(zy) <1

Los puntos donde se alcancen estos valores serdn mdximos y minimos globales de la funcién. Estos puntos son
algunos los puntos criticos obtenidos en el primer apartado. El valor maximo se alcanza cuando la funcién toma

el valor 1
cos(azQ) =1y sen(y ) =1
ﬂ%w=1©{ 6
cos (z?) = —1y sen (y?) = -1
es decir
22 =2k yy? = 5 + 2kgm
6

ﬂ%w—lﬁ{ , . s
2 =2(ki+1)myy =5 +2ker =5+ 2k +1)7

Que podemos comprobar son casos particulares de los puntos del tipo P; tomando valores pares o impares en
ambos pardmetros k.

Mientras que tomara el valor —1 en los siguientes puntos

cos (z?) *1ysen ) =
cos( :—1y
es decir
22 =2kiryy? = + 2k + 1)

f(x’y)__lé{

2 —2 k‘1+& —2+2k277
correspondientes a los valores del tipo P, tomando Valor par y viceversa en sus argumentos.

Notar que en los puntos de la forma Ps la funcién t

3. Sea Q el conjunto de puntos de R? definido como

Q={(z,y,2) 2—|—y2§1;x+y—|—2—1}

Contesta razonadamente a cada uno ctflxﬁ iguientes apartados:

(a) (1.8 puntos) Plantea y resuelv do multiplicadores el problema correspondiente para deter-
minar aquel o aquellos puntos cuyas distancias al origen sean mdxima y minima respectiva-

mente.
ntos de mdxima y minima distancia al origen de los puntos del

(b) (0.6 punto) ;Cudles seran, los—p
conjunto 0Q27. Sien
< Q:{(ﬂfay,z)ER3|w2+y2=1;az+y+z:1}?

NOTA: Para que el(p a esté completo, cualquier resultado obtenido debe estar razonado adecua-
damente, es decir, n punto es extremo se deben dar razones matematicas para demostrarlo. Emplea
en todos los calculos valores exactos de los puntos obtenidos.

Solucion:

(a) El problema que hay que resolver es
Optimizar 22 + y? + 22
s.a. 2+ <1
r+y+z=1

Donde hemos cambiado la funcién distancia al origen, /22 + y2 + 22, por la anterior, ya que como se comenté en
clase este cambio podia hacerse por el teorema de la optimizacién de funciones compuestas.

Se puede comprobar facilmente, calculando su Hessiano, que f (z,y, z) es una funcién estrictamente convexa.

2 00
Hf (z,y,2) = ( 8 (2) (2) ) definida positiva



Y del mismo modo podemos comprobar que €2 es un conjunto convexo puesto que es interseccién de un conjunto
de la forma g (x,y, z) < k con g convexa, y un hiperplano que es convexo.

Q=0:N0
donde
0 = {(z,9,2) eR|2* +¢* <1}
Qy = {(az,y,z) €R3|x—|—y+z:1}
con
2 00
g(x,y,2) =2* +y* & Hg(x,y,2) = 8 % 8 semidefinida positiva = Q; convexo

Luego estamos ante un problema de optimizacién convexa. Ademads la funcién es continua y el conjunto es cerrado
y acotado, por tanto, haciendo uso del teorema de Weierstrass podemos asegurar que el problema tiene solucién,
es decir, existen al menos dos valores en {2 donde la funcién alcanza respectivamente el minimo y el maximo.

Antes de resolver el problema mediante multiplicadores podemos observar que el méximo se encontrard en la
frontera del conjunto, al tratarse de la optimizacién de una funcién convexa sobre un conjunto convexo y compacto
y existir el maximo del problema.

Por tltimo como la funcién es convexa y derivable sobre un conjunto convexo, las condiciones de KKT para

que hay una restriccién no lineal, ni la condicién de Slater, puesto que del conjunto es vacio, ya que
j puesto que este conjunto es una

estamos en R? y no hay ninguna bola enteramente contenida en el conju
superficie.
La tnica condicién que puede cumplirse es la de regularidad. Ve uacién los posibles puntos irregulares

180( d
para las restricciones. Indicamos a continuacién el conjunto ’- ¢s para los que hay que comprobar la
d

minimo son suficientes.

La hipdtesis de cualificacion de las restricciones que se cumple en este caso, i))a condicién de Karlin, puesto
T
)

independencia en los dos casos posibles: cuando g sea activa y, no lo sea

1 2z

CASO I: g (z,y, 2) activa " g = % , 26;
1
CASO II: g@z) no activa = %

En el caso II vemos que la familia de vestores siempre es linealmente independiente, esto implica que los puntos
factibles para los cuales la restriccion % aldad sea no activa, son regulares.

En el caso I, podemos comprobar uando r = y = 0 la familia de vectores es linealmente dependiente, es
decir, para puntos de la forma ( n embargo, como los puntos en cuestién deben ser factibles y en ellos la

0,0.,2)
restriccién de desigualdad debe a, ocurre que para los puntos anteriores deberfa ocurrir
0+04+2 = 1
o 02402 = 1

que como vemosMo ti oluciéon. No hz(a_uiy, por tanto, puntos irreéulares, todos los puntos factibles son regulares

y los posibles ex el problema tendran que cumplir las condiciones de KKT.

Planteamos finalme as condiciones de KKT para este problema: como hay una restriccién de desigualdad y una
de igualdad, utilizaremos Ig Ty A para representar el multiplicador correspondiente. Una vez que se ha determinado
que las condiciones de K proporcionarédn las solucién al problema, indicamos aquf dichas condiciones:

2x 2x 1
2 | +p| 2y |+X1 1 ) =0
2z 0 1

22 +y?
r+y+z

o Condicion estacionaria

o Condicidon de factibilidad

[ IA
—

e Condicion de positividad[negatividad]
w > 0 para minimo [ < 0 para maximo]

recordando que este criterio se aplica para restricciones del tipo g (z) < 0.



e Condicién de holgura
u(xZ—l—yZ—l) =0
El sistema que debemos resolver es

20+ 2uxr + A =
2y + 2uy + A
22+ A

p(a® +y*—1)
r+y+z

Il
— o ocoo

teniendo en cuenta que las soluciones deben ser factibles para la restriccién de desigualdad (esto no es necesario
para la restriccién de igualdad puesto que es una de las restricciones del sistema).
Resolvemos, como se ha visto en clase, para la ecuacién de holgura en sus dos casos

CASOT : u=0

CASOIl : 2244*-1=0

que analizamos a continuacion.

e CASOIL: p=0.

En este caso el sistema queda

2e4+X = 0 %
2+ = 0
2z4+X = 0
r+y+z = 1
y estd claro que de las tres primeras ecuaciones @
&A
Tr = = = —
sustituyendo en la ecuacién del plano
1
3 ler=
73

y el punto obtenido es

que es factible puesto que @;&

o CASOIIL: 22 +y ‘%}
En este caso el sis %

OJI»—
/\
Wl
N~~~
(V]

Il
ol

AN

—

20+ 2ux+ A =
2y + 2uy + A
224+ A
2?47 —1
r+yt+z =

1l
—_—o ooo

que se resuelve observando que la primera y segunda ecuacién son la misma salvo la variable utilizada. Si
restamos ambas ecuaciones y sacamos el factor comiin adecuado obtenemos

2(—y)(1+p) =0

que tiene por soluciones

po= -1
6
T =y
Para el caso p = —1 obtenemos sustituyendo en la primera ecuacién (o en la segunda)

A=0



que llevado a su vez a la tercera, proporciona el valor para la z
z=0
Finalmente quedarian por determinar los valores de = e y, que se obtienen de las 2 ltimas ecuaciones

224y = 1
z+y = 1

Sistema que se resuelve ficilmente despejando de la segunda ecuacién y sustituyendo en la primera
_ 2 2 _ 2 2 _ 2 _
y=l—-z=z"+(1l-z)' =l +z"-2z+1=1<22"-2x=0

que tiene por soluciones

r = 0=y=1
r = 1=y=0
y se obtienen 2 puntos
P, = (1,0,0) w=-1 A=0
pP; = (0,1,0) w=-1 A=0
Para el caso x = y, sustituyendo en la cuarta ecuacién %
P+yi=1=Ul=1ezx @
el valor de z se obtiene de la dltima ecuacién
z=1—-zrz—y=2=1-2x @2——1:!:\/_

Los valores para A son

A= -2z = ¢y@>:—2i%f

Mientras que para g

2x+2um+)\—0:>§ —2z2=0=>pur=z—c=pr=(1-2z)—x

y obtenemos una expresién sencill en términos de x

:——3—j:\/_ 3

Los puntos obtenidos gonﬁg@

ff ﬁ) p=v2-3 A=-2+2V2

f f1+f> L= V33 A=_2_923

Como hemos dicho antes, la solucién a%&)(roblema debe ser algBuno de estos puntos, puesto que se ha deducido
(fme deben cumplir las condiciones de son los tdnicos que las cumplen. Evaluando la
uncion en cada uno de ellos podemos obtener el max1m0 y el minimo buscado

sy = s3(3) =3
f(P) = [(Py)=1
f(P) = 4-2V2
f(Ps) = 442V2

Luego P;5 es el médximo y P; es el minimo.



(b) El problema es buscar el maximo y el minimo sobre la frontera del conjunto €2, pero este es uno de los casos

contemplados en el apartado anterior, concretamente el caso II, cuando 2% 4+ y? = 1, luego los puntos que vamos
a obtener al resolver el problema bajo estas restricciones serdn

P27P37P4}’P5

Est4 claro que el méximo seguird siendo Ps, mientras que los minimos (en este caso son dos) serdn P, y P5. Notar
que aunque el multiplicador asociado a P» y Ps es negativo, p = —1, el problema sobre 02 es un problema con
restricciones de igualdad y el signo del multiplicador no afecta en estos problemas.

Se observa ademds que P; era un punto del interior de €2 y por tanto ya no estd en 9f).
4. Discute la veracidad o falsedad de cada una de las siguientes proposiciones

(a) (0.3 puntos) “En el método de las 2 fases, el problema inicial de la fase I (problema P1) siempre
tiene soluci6én”

(b) (0.3 puntos) “El método optimizacién de Newton en n variables es exacto para cualquier funcién
f (x) de clase C? (2), siendo 2 un conjunto convexo de R"”

(¢) (0.3 puntos) “El conjunto 92 del ejercicio 3 es convexo”

Solucion:

por 0, y por tanto el problema P1 siempre tiene solucién.
(b) Falsa. El método de Newton se utiliza sobre funciones de clase C? ({2 p@ acto solamente sobre funciones
cuadréticas.
(c¢) Falsa. El conjunto 02 es una elipse que no es un conjunto convexo
estan en la elipse, pero el punto (%, %, 0) que estd en el segmento

puesto que (%)2 + (%)2 =1#1L &@

5. Considera el siguiente problema @j
Maximizar 4 275 4 3x3

Sujeto a

(a) Cierta. La funcién objetivo del problema P1 es una suma de variables positiva%go estd acotada inferiormente

ejemplo, los puntos (1,0,0) y (0,1,0)
0s puntos anteriores no estd en la elipse

xr1 To + 2x3 < 30
1 —5%2 —6%‘3 S 40
x1, 22,23 > 0

Después de poner en forma estandar &yer mediante el método SIMPLEX se obtiene la siguiente
tabla 6ptima @

Fry . a1 w3 ak xk | b
1,/ 5 2 1 0 30
@Jg 0 -10 -8 -1 1110
0 23 7 ) 0 | I50
Utilizando técnicas decandlisi st-6ptimo y de forma independiente determina:
(a) (0.6 puntos) solucién éptima, si existe, cuando cambiamos en el problema inicial el
coeficiente c» or)co = 30.
(b) (0.6 puntos) La va solucién 6ptima, si existe, cuando se incorpora la restriccién
2371 +$2+1‘3 S 50
(c¢) (0.6 puntos) La nueva solucién 6ptima, si existe, si cambiamos b; = 30, por el nuevo valor b} = —10.
Solucion:

(a) El cambio en ¢y es un cambio en un coeficiente de coste (beneficio en este caso) de una variable que no es bésica,
luego el tnico cambio que se produce es sobre el coeficiente de coste relativo de esta misma variable. Utilizando la
informacién que proporciona la tabla 6ptima y realizando el cambio, teniendo en cuenta que para resolver hemos
utilizado la forma estdandar, tenemos

ry==30—(-5,0)( o ) =-30+25=-5<0



Luego esta variable puede entrar en la base para producir una mejora en la funcién objetivo. La tabla queda

v1  xp  wg  alf al| b
x| 1 2 1 0 [ 30
220 —10 -8 -1 1| 10
T 10 5 7 5 0 1I50

Utilizando el criterio de entrada, xo, mientras que al utilizar el criterio de salida, sale x1, pivotamos sobre el

elemento correspondiente.

T To T3 xﬁ[’ x.’:,’ b
T 2 T
2212 0 -4 1 1]717
r 1 0 9 6 0 | IR0

Comprobamos en primer lugar si la solucién 6ptima actual cumple la nueva restriccién, ya que en ese caso no

habria que hacer ningtin célculo.

201 + w3+ 23 =2%30+0+0=60 £ 50

La solucién actual no cumple la nueva restriccion, luego habrda que realizar un cambio en la base.

Para ello

introducimos la nueva restriccién en la tabla éptima actual, incorporando la correspondiente variable de holgura

ry xo  xy xl x| al| b
I 5 2 1 00730
2210 —-10 -8 -1 1] 0| 10

h
22 1 1 0 0] 1[50
r 10 2B 7 5 0 50/

y actualizamos la tabla para obtener la solucién bésica inicial

= oc@\}@ﬁ

1 X2 T3 xZ b
T 1 5 P) RGNS 30
2] 0 —-10 -8 /—& 10
o -9 [3] VA0 ~10
T 10 23 570 150

3
7
que podemos comprobar es factible, pero factible%v podemos aplicar los criterios del método simplex dual
para obtener:

Variable de g
—-23 -7 =5 7
Variabl : i —,— ==
ariable de% Imn{ —5° 3 _2} 3 = I3

)

Pivotamos sobre el elemento co@%

T1 T2 X3 zh xl xh b
s |1 -1 0 —1/3 0| 2/3 | 70/3
3 \ b0 14 0 13/3 1 | -8/3|110/3
\ 231 03 1 2/3 0 -1/3] 10/3
r 10 2 0 1/3 0 7/3 |380/3

(c) En este caso al cambiar un coeficiente independiente cambiardn los valores de la solucién bésica y tendremos que
comprobar si sigue siendo factible o si por el contrario hay que hacer algin cambio. Calculamos los nuevos valores
de la solucién basica

/ —1qs 1 0 -10 —10
g =D 1b=<—1 1)( 40 )Z( 50 )
que ya no es factible, luego no es valida.
La tabla con este cambio es
T To T3 xf[’ x.’,-,’ b

T 1 D 2 1 0 —10

2o —-10 -8 -1 1 50

r 0 23 7 5 0 [ =50

Luego es una solucién factible dual. Aplicamos el criterio de entrada-salida del método simplex dual, para obtener

Variable de salida
Variable de entrada

1
No hay elementos negativos en la fila correspondiente

Como vemos no es posible aplicar el método simplex dual, puesto que no haly pivotes negativos, recordemos que
en este caso el problema dual es no acotado y por tanto el primal es infactible.



6. (1.2 puntos) Un fabricante desea planificar la produccién de 2 articulos A y B para los meses de Marzo,
Abril, Mayo y Junio. Las demandas que hay que satisfacer, asi como la produccién maxima de cada
articulo vienen dadas por la siguiente tabla

Marzo Abril  Mayo Junio | Produccién
Articulo A | 400 200 600 400 200
Articulo B | 600 600 700 600 650

El inventario de los articulos A y B al final de Febrero es de 100 y 150 unidades respectivamente. El
coste de inventario de los articulos A y B es de 1 y 1.50 euros respectivamente por unidad de articulo
almacenado al final de cada mes.

Por limitaciones de espacio, la cantidad almacenada de ambos articulos no debe exceder de 250 unidades
cada mes.

Si al final del mes de Junio debe haber al menos 150 unidades del articulo B. Formula el problema lineal
que minimice el coste total del inventario.

Solucion: Las variables elegidas para el planteamiento de este problema son
x; : Unidades del producto A en el mes i

y; : Unidades del producto B en el mes @

donde i = 1,2, 3,4 representa a Marzo, Abril, Mayo y Junio respectivamente.

Tenemos restricciones de demanda y almacen. Ademads se deben cumplir una serie @de diciones iniciales.

Aunque se puede plantear una formulacién alternativa sin variables de exceso, 0 idad, definiremos
c

r; : Unidades del producto A que quedan en el al el mes ¢

s; : Unidades del producto B que quedan en N en el mes ¢
con estas variables las restricciones se pueden plantear de la sigui

(a) Demanda Articulo A: La produccién y las existencias de D\mes son iguales a la demanda y las existencias que
quedan en el almcaen para el mes siguiente.

Mes roducto A
Marzo a1\ 100 = 400 + r;
Abri To +r1 = 500 + 7o
M 3+ 19 =600 + r3

restriccién x4 + 73 = 400 + ry, inco en la funcién objetivo el correspondiente gasto de almacen para 74).
(b) Demanda Articulo B: Procede@ ismo modo para el articulo B.
Mes Producto B

% Marzo y; + 150 = 600 + s,
O\ Abril s + 51 = 600 + s

% Ty + r3 = 400
donde se ha supuesto que r4 = 0, %f%e&?e otro caso implicarfa un gasto (También podriamos poner como

Mayo  y3 + s9 = 700 + s3
Junio g4 + s3 = 600 + s4

En este caso en el acen deben haber al menos 150 articulos al final del periodo completo, luego la variable s4
debe aparecer en el problema y ademds cumplirse

s4 > 150
(¢) Almacen: El almacen tiene capacidad para 250 articulos de las dos clases, luego

Mes Almacen
Marzo 71+ s1 <250
Abril 7o + 59 <250
Mayo 73+ s3 < 250
Junio  s4 < 250

La tltima de las ecuaciones puede cambiarse por

r4 + 54 < 250



(d) Funcion Objetivo. La funcién objetivo viene dada al intentar minimizar el coste de inventario

Mes Almacen
Marzo 171 + 1.581
Abril  rg 4+ 1.5s9
Mayo 73+ 1.5s3
Junio  1.5s4

De nuevo el dltimo coste puede cambiarse por 74 + 1.584
(e) No negatividad: Obviamente TODAS las variables son no negativas:

T1,22,23,24,Y1,Y2,Y3,Y4,71,72,73, 51, 52,83, 54 >0
(f) Mdzima produccion: La produccién mensual estd limitada

500

IN

T1,T2,T3,T4

Y1, Y2, Y3, 44 < 6350
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