N, Y Optimizacién y Simulacién
Ingenieria Industrial

Departamento de 20 de febrero de 2003 - Examen Resuelto
Matematica Aplicada y
Estadistica

1. Un importador de whisky dispone de un mercado ilimitado, pero por la reglamentaciéon de
las importaciones en cuanto a las cantidades mensuales médximas sélo puede importar las
cantidades indicadas en la siguiente tabla:

Tipo de Whisky ‘ Mdxima Importacién | Precio euros/litro

Vectorial drink 2000 4
Integral whisky 2500 3
Stochastic taste 1200 2
Efectia 3 mezclas, A, B 'y C, que vende a los precios de 18, 15 y ros la botella (1 litro),

respectivamente. Estas mezclas se componen de

A no menos de 60% de V.D y no mas Ede S. T

B no menos de 15% de V.D. y no m# 0% de S.T.
C no menos del 50% de S.T.

(a) (1.25 puntos) Plantea el problema lineal q@%porciona el mayor beneficio posible,

cumpliendo los requisitos necesarios de on.
Solucién: Podemos considerar este problema comonde transporte con ligeras modificaciones, ya que cada

tipo de mezcla (destino) estd formado por los entes tipos de whisky (origen) que compra el importador.
Las variables de decisién se definen enton

¢
x;; + Cantidad &sky de tipo ¢ utilizado en la mezcla j

donde por claridad vamos a utilizar
@ i e (VI1S)
% j € {AB,C}
fod

De esta forma las mezsl B v C pueden ponerse como:
% A = wyat+riat+rsa

B rvB+ 2B+ xsB
C = zyoc-+zxic+rsc

Las restricciones del problema son:
(a) Restricciones de Importacion: El whisky de cada clase utilizado en cada una de las mezclas no puede
superar su importacién maxima.
zyva+axyp+axye < 2000 Vectorial

riat+xip+rie < 2000 Integral

rsa+xsp+xsc < 2000 Stochastic



(b) Restricciones en las mezclas: Se tienen que cumplir los requisitos establecidos para las mezclas

T4 < 0.24 Menos del 20% de Stochastic
Mezcla A =
T4 > 0.64 Mi4s del 60% de Vectorial
rs < 0.6B Menos del 60% de Stochastic
Mezcla B =
zvg > 0.158B Mis del 15% de Vectorial
Mezcla C = { rsc > 0.5C Maés del 50% de Stochastic

(c) No negatividad: Las cantidades empleadas son no negativas
Tij, A, B s C Z 0

Por 1ltimo la funcion objetivo es maximizar el beneficio obtenido por las mezclas. Este beneficio se obtiene
restando a los ingresos por las mezclas el gasto de la materia prima import Por

Maximizar 184 + 15B + 12C — 4 (xya +xyvp + xve) — 3 (z14 [@.0) —2(xga+xsp + xsc)

. Dado el problema

Minimizar 10x;

+5z @
sujeto a T +@p r3 <4
3x 2 +3x3 >4
T2

+x3 >3

X1
gﬁ 25 x3 >0
tras escribirlo en forma estandar l@ erlo mediante el método SIMPLEX se ha obtenido
la siguiente tabla 6ptima: &
x2

)

h

r3 x4 TE T b

% 0 0 -2 -1 1 —4 4
%ﬁg 0 1 2 1 0 1 1
o\ 10 -1 -1 0 =2 2
0 O 2 5 0 15| —-25

Se pide contesta@ siguientes preguntas: ( TODOS LOS APARTADOS SON INDEPEN-
DIENTES ENTRE SI.).

(a) (0.50 puntos) Calcula, si existe, la nueva solucién cuando se realiza el cambio ¢; = 10 por
dg=4.
Solucién: Al tratarse de un coeficiente bésico, hay que calcular TODOS los coeficientes de coste
relativo del resto de las variables no béasicas. Todos los datos utilizados pueden extraerse de la tabla
6ptima y teniendo en cuenta el cambio en el coeficiente basico tendremos

cg = (¢, c2,c1) = (0,5,4)
-1 -1 4

Bl = 1 0 —1
-1 0 2



donde se ha tenido en cuenta que las variables x5 y xg son de exceso y por tanto para encontrar la
inversa de la base éptima hay que cambiar el signo a las columnas correspondientes.

92
r3 = c3—cEB A3 =2-(0,54) 2 | =-4<0
—1

—1
r{ = §—cpB'A{=0-(0,54)| 1 |=-1<0
—1

—4
ré = §—cEBTAS =0—(0,5,4) 1 ]=3>0
-2
Como hay coeficientes negativos habrd cambios en la base.
Para encontrar la nueva solucién 6ptima introducimos los cambios en la tabla éptima, para encontrar
vy wo [ w3 | b xf g b
g 0 0] -2]-1 1 —4] 4
lag [ O 1] 2] 1 0 1|/
x| 1 0[-1]-1 0 Xy \&J
0O 0|—-4|-1 0 3

Utilizando los criterios de entrada y salida se elige el co r@dieme pivote. Al realizar el cambio de
base pivotando sobre ese elemento obtenemos la siguie&c a

X

[y

v o B ag | o

2| 0 1 % ~1 -3 5
z3| 0 172 1XK4/2 0 172 1/2
x| 1 1/27350 “1/2 0 -3/2| 5/2

(NN 1 0 5] -11

= (5/2,0,1/2)
= 11

que es 6ptima. La nueva solucién g&?

(0.50 puntos) C existe, la nueva solucién cuando se realiza el cambio b = (4,4, 3),

a
por b1 = (1,2,2<.>

Solucidon: Al/¢a

| coeficiente independiente hay que comprobar calcular la nueva solucién

4 1 4 -1 -1 4 1 5
b= 4 | ~t=|2 |=a5=|1]|~@y)=B= 1 0 -1 2 | = -1
3 2 2 -1 0 2 2 3

que ya no es factible; hay que aplicar el método simplex dual, para ello introducimos los cambios
correspondientes en la tabla 6ptima

h

r1 T2 T3 T X xG b
x| 0 0 -2 -1 1 —4 5
ro | 0 1 2 1 0 1] -1
x| 1 0 -1 -1 0 -2 3
0 0 2 5 0 15| =25

como la columna pivote, la columna con el elemento negativo, no tiene elementos negativos sobre los
que pivotar, el dual es acotado y el problema primal es infactible.



(c) (0.50 puntos) Calcula, si existe, la nueva solucién cuando se introduce la nueva restriccién:
201+ 30+ 23 <6

Solucién: Incorporamos la nueva restriccién a la tabla éptima incluyendo una nueva variable de

holgura x’;
1 X2 X3 a:ff xE g x’% b
x| 0 0 -2 -1 1 4|0 4
x| 0 1 2 10 110 1
zz| 1 0 -1 -1 0 —-2]0 2
22 3 1 0 0 0]1 6
0 0 2 5 0 15| 0 | =25

y actualizamos la tabla para que inlcuya a la nueva variable de holgura como bésica:

vy w2 xz  xf xf xf |h] b
x| 0 0 -2 -1 1 —4]0 4
2 | 0 1 2 1 0 1]0 1
z| 1 0 -1 -1 0 —-2]0 2
20 0|3 -1 0 1]|1] =l
0 0 2 5 0 15| 0

lizando las reglas de entrada y salida del método simplex dual, amos sobre el elemento recuadrado
para obtener la tabla:

luego la solucién 6ptima original es infactible para esta nueva rel'c@ hay que cambiar de base. Uti-

1 X9 T3 4 513’7Z b
2 0 0 0 -1/3 %};&1 —2/3 | 14/3
x| 0 1 0 5/3| 2/3 1/3
x| 1 0 0 @0 ~7/3 | —1/3 7/3
zz3| 0 0 1/3 -1/3 -1/3 1/3

0 0 3 A7/3 7 2/3| =T7/3

que es 6ptima. La solucién 6ptim %

% —(7/3,1/3,1/3)
@ = 773

3. Resuelve el 51gu1ente @%na de optimizacion sin restricciones

Optimizar 2%+ y* — (z —y)?
(a) (1.0 puntos)@ando métodos analiticos.

Solucién: Como se trata de una funcién suficientemente derivable y el conjunto donde estd definida,
todo el espacio, es abierto, los extremos del problema deben ser puntos criticos de la funcién.

(43 -2(x—-y)\ [0
Sumando las dos ecuaciones resultantes obtenemos

43+ 4P =0= a3 =P = 0= —y

y sustituyendo en cualquiera de las dos

42° —2(z+2)=0=>42 —da =04z (2 - 1) =0 z=1



y los puntos criticos son

P = (0,0)
P, = (1,-1)
Py = (—1,1)

Comprobaremos ahora la naturaleza de tales puntos, para ello calculamos la matriz hessiana en cada
punto

1222 — 2 2
Hf(x,y)=< 9 12y2_2>

y particularizamos en cada uno de los puntos criticos.

Hf(P)= ( 22 ) = { Ar=-2<0 = Podria ser un maximo

2 -2 Ay =0>0
(10 2 A;=10>0 - .
Hf (P) = ( 2 10 ) = { Ay = 96 > 0 = Minimo local estricto

= My al estricto

Hf(P3)2<120 120>:>{ A;=10>0

A9 =96 >0
En el caso de P; no se puede garantizar su naturaleza de mé@nediarﬁe la matriz hessiana puesto
que es semidefinida negativa (y no definida negativa). Har ste caso un estudio local en el punto
(0,0).

Si vamos al punto (0,0) sobre la recta y = —x obte@&

2

flx,—x) =2z (
y cerca del 0 (cuando x < 1= 22 < 1 = 22 — 1 0) el valor de la funcién es negativo

0 ) > f(z,—x)

Si ahora vamos hacia el punto () la recta y = x, tendremos

(z,z) =zt 42t =22 >0

y por tanto %@
£(0,0) < f(z,x)

se demuestra %punto P; =(0,0) es un punto de silla.

(b) (0.75 puntos ihzando el método de Newton y tomando como punto inicial (—1/2,1/2)
y error ¢ = (.01

Solucion: El método de Newton consiste en utilizar de forma recursiva la ecuacion

ot [ <)) 55 ()

a partir de un punto inicial, que en este caso es

—1/2

0 _

s ( 1/2 )

Comprobamos que no estamos en la solucién calculando el gradiente de f (z,y) en este punto.

re122 = (35 ) = 197 122 =3/vE > ¢



Por tanto, es necesario iterar. Utilizamos los célculos del gradiente y hessiano del apartado anterior
para encontrar una expresién analitica del método

<xk+l>_<xk>_(mg_z 2 >_1<4:172—2(:17k—yk)>
Yh1 Yk 2 122 4y} +2 (xk — yr)
para el punto x°
xy \ _ [ -12\ (1 2 - 3/2\ _ ( -1/2\ (-1/3 2/3 3/2°\ 1
v ) 1/2 2 1 -3/2 ) 1/2 2/3 —1/3 -3/2 ) \ -1
y al sustituir en el gradiente para comprobar de nuevo el criterio de parada obtenemos

Vi = (o) =19 Dl =0<e

y el algoritmo termina. Notar que el punto obtenido es uno de los puntos de minimo que hemos
encontrado en el apartado anterior.

4. Dado el siguiente problema de programacién no lineal

Maximizar 2In(z+1)+3 In(§ —1—@
Sujeto a :c+y§4
T,y >

(a) (1.75 puntos) Resuelve el problema mediante lo @dlcadores de Karush-Kuhn-Tucker.

Solucién: Puesto que las restricciones son toda: 1@ el conjunto factible € es convexo y ademés
las restricciones cumplen las hipétesis de cu i6 Karlin (también las de Slater, puesto que el

interior es no vacfo, tomemos por ejemplo el p , por tanto si existe el méximo del problema
debe cumplir las condiciones de Karush- n—T ker
La funcién es continua dentro del coyj Q que es ademds compacto, por tanto, el teorema de

bléma y el apartado anterior indica que podemos encontrar la
ush-Kuhn-Tucker. Estas condiciones son, teniendo en cuenta

Weierstrass garantiza la solucién
solucién planteando las condicio
que no existen restricciones de

i. Condicion estacz’onam’a@
% 2.

donde se ha siderado por claridad

g1(z,y) = —x<0
g2 (v,y) = —y<0
g3(z,y) = (x+y—4)<0
ii. Condicion de factibilidad
—x < 0
-y < 0
r+y—4 <



iii. Condicion de negatividad: Como el problema planteado es el de maximizacion, los multiplicadores
deben cumplir

py <0
iv. Condicion de holgura
py (=) =0
195 (x,y) =0 § pa (—y) =0
pa(x+y—4)=

El sistema que debemos resolver es
2
s - 0
er1 M + 13
3
— — lg + = 0
Y2 Mo T H3

p(—z) = 0

pa(—=y) = 0
@%

p(z+y—4) = @
En este caso atacaremos el problema de forma distinta a l@a 7 De la iltima ecuacién tenemos

Pero si p13 = 0 y nos utilizamos las primer@uam nes, teniendo en cuenta que x e y deben ser positivos

obtenemos
2
&&Ml = > 0
3
2 = —>0
<22 Ha y+2

y por tanto no se cu ondicién de negatividad. De aqui obtenemos que para encontrar el médximo
L5 debe ser distj 6& de ahi que se tenga que cumplir la otra condicién

r+y—4=0
y el sistema se reduce a
cr1 M +upz = 0
vtz po+pz = 0
py(=x) = 0
pa(=y) = 0

r+y—4 = 0



y se resuelve respecto a las condiciones de holgura que quedan

;=0  CASOI

p = 0=
—y=0 CASO II
ey =0 CASO III
-z = 0=
—y=0 CASO IV
y resolvemos en cada caso.
i. CASOIL: p; =0, uy =0
2
rz+1 s =0
3
— + =0
y12 M3

r+y—4 = @ 7/9;
De las 2 primeras ecuaciones @

—H3 =

y obtenemos una relacién entre = e y

2y +4 =3z % 2y =
La solucién es

y el valor de pi3
%) 5
@
ii. CASO IL: iy =0, @
\ 2

@C srithe =0
3
5 M2t ps 0

2
r—4 = 0
cuya solucién es
x = 4
2
= ——=<0
H3 5
B 3+ 3 2_11>O
N A R )

que no es un punto valido puesto que los multiplicadores no son todos negativos.



iii. CASOIIL: x =0, puy =0

2

T HMtp =0

3
— + =0

Y+ 2 H3
y—4 = 0
cuya solucién es
y = 4
1
= —=<0
H3 )
3

= 2 =2—-===>0
Ha + H3 573 %
que no es un punto valido puesto que los multiplicadores no s@ negativos.

iv. CASOIV:z=0,y=0
2
1 Mt @
TP
e
y—4 = 0
que no tiene solucién.
Fl dnico punto que cumple los requisits pa#a ser un maximo es

11 )
3>€) p= (0 0’7)

como al principio se ha%?@que el méximo debe cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
€

y este es el Unico que las , es el maximo buscado.
Notar también que 1 es concava, puesto que

\ 2
- 0
% Hf (z,y) = (:E(;Ll) 3

(y+2)°
es definida negativa en todo punto. Esta propiedad implica que las condiciones necesarias de Karush-
Kuhn-Tucker para méximo son también suficientes.

(b) (0.25 puntos) ;Qué se puede decir del valor maximo que toma la funcién objetivo si la
primera restriccién se transforma en = + y < 4.057

Solucién: El valor éptimo para el problema actual es el valor de f (x,y) en el 6ptimo encontrado

9 11 9 11 14 21
Z2) = 2ln(Z+1 n(=+2)=1 +1 —
f<5,5> n<5+>+3n<5+> n<5> n<5)
14\? /21\? 1815156
n[<5) <5>] N 315 0304



La pregunta hace referencia a una modificacién en una de las restricciones y en cémo afecta ésta al valor
6ptimo anterior. Para ello, es necesario comprobar que por una parte el punto cumple alguna de las
condiciones suficientes y por otro comprobar que no existan restricciones activas degeneradas. La tdnica
solucién activa en el punto de méximo es g3 (x,y) que no es degenerada puesto que g3 = —% # 0. Como
se cumplen ambas condiciones, el valor de f (x,y) en el nuevo méximo tendrd un aumento aproximado
proporcional al valor del multiplicador.

Af (2*) = —pzAcs = — (—g) 0.05 = 0.0357

y el valor de la funcién en el nuevo éptimo serd aproximadamente
f(z*) =6.3645 4+ 0.0357 = 6.4002

5. (1.25 puntos) Da 2 pasos completos del método de la seccién durea aplicado al siguiente

problema:

4
Minimizar 224+ - —1
T

en el intervalo [0.5,2], trabajando con 4 cifras decimales. Indic erd la solucién al parar
ah y el error absoluto maximo cometido. ;Cudntos pasos <del ritmo habrias de dar para
que ese error maximo no fuera mayor que una milésima? @

Solucién: Como piden 4 cifras decimales, tomaremos 7 = 0.6 @ = 7 = 0.3820.

(a) 1% Iteracion @&p
Iy = [0.5,2]:>L Y=15
X = 0.5+0.382 % D& 1.0730 = f (Ao) = 3.8792
e = 0.5+0. 1.5 = 1.4270 = f (o) = 3.8394

Como &&
@C f(Ao) > f (o)
el siguiente intervalo serd

al,bl] = [)\0, b()] = [1.0730,2]
(b) 2% Iteracion \§>
% 1 = [1.0730,2] = L1 =2 —1.073 = 0.927
Al = po=1.4270 = f (A1) = 3.8394

p; = 1.0730 4 0.619 % 0.927 = 1.6459 = f (11;) = 4.1392

y el intervalo siguiente es
I = laz, by] = la1, py] = [1.0730, 1.6459]

Tomaremos como solucién el punto medio que es el que tiene la cota de error més pequena.

e 1.0730 —;— 1.6459 _ 1.3505

con una cota de error 1.6459 — 1.0730




Por dltimo para obtener el nimero de iteraciones necesarias para que esta cota de error sea menor que
una milésima (10~3), tendremos que garantizar que el error cometido al tomar el punto medio del intervalo
obtenido después del proceso de iteracién sea menor que 1073, Si I,, es el intervalo obtenido después de n
iteraciones, la cota del error cometido es

Ly,

2

siendo L, la longitud de I,,. Con estas definiciones se pide

lez| <

Ly, _
- <10 3
COmo
L, = (0.618)" Ly
tendremos (0.618)" Lo 0.002
f < 0.001 = (0.618)" < 'LO

sustituyendo y tomando logaritmos

nin (0.618) < In (%) %
N

dividiendo por In (0.618), teniendo en cuenta que es negativo fi

I (242)
>——=2 =143
"= I (0.618) &@
luego obtenemos el error pedido con n = 15. @9

6. Simulacion

(a) (1 punto) Se sabe que el tiempo t:@?rrido entre el momento en que un cliente llega
a la barra del bar Optim y el en que el camarero toma su pedido sigue una
distribucién exponencial de ia 0 minutos. También se sabe que el tiempo que tarda
el camarero en servir el pedi m%s%y)e una distribucién normal de media 6 min. y desviacién
tipica 2 min. Simula, p cllentes, el tiempo transcurrido desde que se acodan en la
barra hasta que puede @?r su café. Utiliza para ello los siguiente niimeros distribuidos
uniformemente en e%r o [0,1]:{0.6641, 0.2816, 0.7085, 0.4733, 0.3093, 0.7241, 0.2618,
0.7839}. Si esectl s superior a 15 min., el camarero recibe una amonestacién por

parte del enc % se dara el caso?
Solucién: Po% nerar la distribucién exponencial de media 10 y la distribucién Normal, N (6, 2),

a partir de los d de la distribucién uniforme que proporciona el ejercicio.
Para la distribucién exponencial utilizaremos la expresién

X = —g =—pulnU

donde p = 10, es la media de la distribucién pedida.
Para la generacién de la distribucién normal N (6,2) se utilizardn las férmulas de Box-Muller

X = +/—2InUjcos(2rUs)
Y = +/—2InU;sen (27Us)

para generar una distribucién N (0, 1) y utilizando destipificacién (x = pu+o0z) obtenemos la distribucién
buscada.



Fl tiempo que tarda el camarero en servir a un cliente es la suma del tiempo que tarda en tomar nota
y el tiempo que tarda en proporcionarle su peticién. Utilizamos las 4 primeras muestras para generar
la distribucién exponencial
Cliente | U (0,1) | E(10) |

1 0.6641 | 4.0932

2 0.2816 | 12.6727

3 0.7085 | 3.4461

4 0.4733 | 7.4803

y las 4 restantes para generar la distribucién normal.

Cliente | U (0,1) | N(0,1) | N (2,6)
1 0.3093 | —0.2482 | 5.5036
2 0.7241 | —1.5117 | 2.9766
3 0.2618 | 0.3461 | 6.6922
4 0.7839 | —1.6002 | 2.7996

La simulacién completa queda
Cliente ‘ Tiempo hasta pedido ‘ Tiempo hasta seryido empo Total ‘
1 4.0932 550360\ \J]  9.5968
2 12.6727 2.976% 15.6493
3 3.4461 6, 10.1383
4 7.4803 @ 10.2799

Vemos que el camarero serd amonestado al men

(b) (0.25 puntos) Explica brevemente en q siste el método hit or miss (acierto o fallo).
N



