Capitulo 2

Optimizacién no lineal

2.1 Introduccién

En este tema se desarrollan las condiciones necesarias y suficientes para la solucién de un problema de
optimizacién no lineal de tipo general. Tal y como se introdujo un problema de programacién no lineal se puede
expresar como:

Optimizar f(x)
Sujeto a
hi(x) =0 Vi=1,...,m (21)
gi(x) <0 Vj=1,....,p
donde f, hi, g;j : A — R son funciones reales de varias variables y A C R™ es un conjunto abierto. Habrs entonces
m restricciones de igualdad y p restricciones de desigualdad.

Si Q es el conjunto factible del problema anterior. Resolver el problema de optimizacién general es encontrar
los 6ptimos (maximos y/o minimos) de la funcién f(x) no sobre todo el conjunto A donde estd definida sino
sobre el conjunto €2 de los puntos que cumplen las restricciones.

Si m = p = 0, entonces no hay restricciones y el problema es de optimizacién no lineal sin restricciones.

Optimizar  f(x)

xc A (2.2)

En otro caso (n # 0 6 p # 0), el problema se dice con restricciones y a sus extremos locales o globales, se les
califica como extremos condicionados, para distinguirlos de los extremos de los problemas sin restricciones.

Por tltimo si m # 0y p = 0, es decir, solamente hay restricciones de igualdad en el problema, entonces el
problema con restricciones es un problema de Lagrange.

Optimizar  f(x)
Sujeto a (2.3)
hl(x)zo Vi:l,...,m

El comportamiento de las restricciones de igualdad y las de desigualdad en un problema de optimizacién no
lineal es ligeramente distinto.

Definicién 2.1 (Restricciones activas) Dado el problema de optimizacion con restricciones descrito en 2.1;
diremos que una restriccion de desigualdad g; (x) < 0 es activa o saturada en el punto factible x* € Q <=
gj (x*) = 0; en caso contrario la restriccion es inactiva o no saturada en x*.

Las restricciones activas se comportan como las restricciones de igualdad, que por su propia naturaleza son
activas en cualquier punto factible.

Definicién 2.2 Dado el problema de optimizacion con restricciones descrito en 2.1 y sea x* € Q, un punto
factible. Se define el conjunto de actividad asociado a x*, J (x*) como

Jx)={ief{l,....p}l g, (x")=0}

es decir, J (x*) es el conjunto de los indices de las restricciones activas en x*.

17



18 Capitulo 2. Optimizacién no lineal

Si x* es una solucién 6ptima del problema 2.1, las restricciones que sean no activas en él serdn irrelevantes
puesto que no se alcanza la limitacién impuesta por la restriccién. Seria posible eliminar las restricciones no
saturadas de la formulacién del problema, siempre que fueran conocidas previamente pero esto, en general, no
es posible.

Definicién 2.3 (Punto regular) Dado el problema de optimizacion con restricciones 2.1. Sea x* € Q, un
punto factible. Se dice que x* es regular para las restricciones si la familia de vectores

{705 60 199 6 i)
es linealmente independiente.

1. Caso sin restricciones (m =p =0): En un problema sin restricciones, todos los puntos son regulares.

2. Caso con restricciones de desigualdad (m =0, p # 0): El punto X* también serd regular si no hay ninguna
restriccion activa en él, es decir, x* es regqular si J (x*) = ().

Definicién 2.4 (Espacio tangente) Sea x* un punto factible para el problema de optimizacion 2.1. Defini-
mos el espacio tangente en x* al conjunto de vectores definido como

M(x*)={deR" V'hx)d=0; V' (x")d=0, i=1,....,mjeJ(x")}

o utilizando derivadas

* n 8g . *
M(x):{deR Zaxk =0, mzﬁx; ) di. = 0, JeJ(X)}

donde de nuevo J (x*) el conjunto de indices de las restricciones de desigualdad que son activas en x*.
Caso Particular: Sim = p =0, es decir, si el problema no tiene restricciones, entonces el espacio tangente
coincide con el espacio R™,

2.2 Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

Para los problemas generales de optimizacién no lineal es posible obtener condiciones necesarias que deban
cumplir sus posibles soluciones éptimas, estas condiciones son las llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
(CKKT).

Aunque la teoria es indentica en ambos casos, vamos a distinguir entre las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker para un problema con objetivo de minimizar y aquellas que se deben cumplir cuando el objetivo es de
maximizar.

2.2.1 Minimizacién

Definicion 2.5 Dado el problema

Minimizar  f(x)
Sujeto a
hi(x)=0 i=1,...,m (2:4)

g (x) <0 j=1,...p

con f,hi,g; : A — R funciones de clase C' (A) y A CR™ un conjunto abierto. Diremos que x* € A es un punto
de Karush-Kuhn-Tucker o que cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker de Minimo (CKKTMin) para el
problema si y s6lo si 3 A\1,..., Am; g, 1, € R, de forma que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Condicién estacionaria

+Z>\Vh +Zu]v9] =
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2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 19

2. Condicién de factibilidad
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3. Condicién de positividad

4. Condicién de holgura
pig; (x) =0 j=1....p
Los valores de A1,..., Am, fig, - -, i1, son los llamados multiplicadores de Lagrange del problema 2.4 en el
punto x*.

Los puntos x* € AN que cumplen la condicion estacionaria se dice que son puntos criticos o estacionarios,
que serdn condicionados cuando en el problema hay restricciones de algtin tipo.

2.2.2 Maximizacion

Se obtienen condiciones equivalentes para un problema de maximizacién de la forma

Maximizar f ()

Sujeto a

0 i=1,....m
0

QJ(X)S J=1...p

con la idea de que maximizar una funcién es equivalente a minimizar su opuesta. Es posible comprobar,
aplicando la definicién de punto de Karush-Kuhn-Tucker al problema

Minimizar ¢(x) = —f ()
Sujeto a
hi(x)

g9; (x )_S

que la unica condicién que cambia es la condicién de positividad. Para méximo, esta condicién se transforma
es una condicion de negatividad. Las condiciones y definiciones correspondientes son las siguientes:

0 i1=1,...,m
0 ji=1...,p

Definicién 2.6 A partir del problema de maximizacion

Mazimizar f(x)
Sujeto a
hs(x) (2.5)

g; (x)

0 1=1,...,m
0 ij=1...,p

IA

con f,hi,g; : A — R, funciones de clase C' (A) y A C R™ un conjunto abierto. Diremos que x* € A es un
punto de Karush-Kuhn-Tucker para este problema, o que cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker de
Miximo (CKKTMax) para el problema si y sdlo si 3 Ai,..., Am, g, - s 1, € R, de forma que se cumplen las
siguientes condiciones:

1. Condicién estacionaria

+Z>\Vh +Zujv9] =

2. Condicién de factibilidad

&
"
=
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20 Capitulo 2. Optimizacién no lineal

3. Condicién de negatividad

4. Condicién de holgura

2.2.3 Casos Particulares

Cuando en el problema no hay restricciones o solamente hay restricciones de igualdad, las condiciones KKT
tienen formas particulares que indicamos a continuacion.
Problemas sin restricciones

Si el problema no tiene restricciones de ningin tipo, entonces m = p = 0. El planteamiento del problema
serfa como en 2.2 y los multiplicadores no serdn necesarios, ni tampoco las condiciones relacionadas con ellos.
La tnica condicién utilizada es la estacionaria

VF(x*) =0

que es la misma para ambos objetivos de maximizar y minimizar.
Cabe distinguir adem4s el caso n = 1, es decir, en el caso de la optimizacién de una funcién real de variable
real, en el que la condicién estacionaria nos conduce a la conocida expresion

x* es un extremo local = f'(z) =0

Problemas de Lagrange

Si el problema sélo tiene restricciones de igualdad, es decir p = 0 y m # 0, el problema considerado es
el problema cldsico de Lagrange representado en 2.3 y las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker se obtienen
eliminando aquellos términos que dependen de las restricciones de desigualdad

h; (x*) =0, i=1,....,m

que es el resultado que proporciona el teorema clésico de los multiplicadores de Lagrange, siendo estos los valores
de los \;. Se observa como en el caso anterior que las condiciones de KKT para ambos objetivos de maximizar
y minimizar, coinciden.

2.2.4 Ejemplos

Ejemplo 2.7 Encuentra las soluciones factibles que cumplen las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el
problema
Optimizar 2 + 1>

Sujetoa x+y==6
x2+y2§26
z—1>0

Solucién: Las funciones del problema, tanto la funcién objetivo como las restricciones, son funciones
polinomiales y por tanto tienen derivadas parciales continuas respecto de todas sus variables, y por tanto se da
la primera condicién para establecer las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

El primer paso antes de resolver un problema de optimizacién es presentar el problema en la forma estédndar
que se ha utilizado para la presentacién de los resultados durante el tema. Es decir, los términos independientes
de las restricciones deben ser cero y utilizamos solamente
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2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 21

Calculamos en primer lugar los vectores gradiente de todas y cada una de las funciones implicadas en el
problema.

fzy)=a%—y = Vf(w,y)=<zﬁ>
hi(z,y) =2+y—6 = Vhl(x,y)—(i)

2
g1 (wy) =2 +¢* -2 = Vg1(w7y)=<2§>

-1
go(e,y) = 1-a = Ve =( )
Donde se le ha cambiado el sentido a la segunda restriccion de desigualdad para ponerlo en la forma usual
utilizada en este capitulo

r—1>0=1—-2<0

1. Condicion estacionaria
= o 20 1 21" -1
VF )+ AT )+ Y9 ) (B )a (] ) e (5o ) () =0
i=1 =1

que en ecuaciones

20 + A+ 22"y —py = 0
—1+A+2y"uy;, = 0
2. Condicion de factibilidad
T*+y* =6

*=1>0=1—-2*<0
(@) + (y*)* < 26
3. Condicidn de positividad o negatividad.
Los multiplicadores asociados a desigualdades en los puntos de KKT deben tener el mismo signo.

pyg = 0 j=1,...,p (CKKTMin)

pi < 0 j=1,...,p (CKKTMaz)

4. Condiciones de holgura.
i (@) +w)* ~26) =0
195 (x°) <
po (1 —2*) =0

Para encontrar los puntos de Karush-Kuhn-Tucker, en primer lugar hay que resolver el conjunto de ecuaciones
que se producen al aplicar las condiciones de KKT.

20+ A+ 2 —py = 0

|
o
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Capitulo 2. Optimizaciéon no lineal

r+y = 6
e (x2+y2 —26) =0
py (=) = 0

Los puntos de KKT son soluciones factibles, por tanto hay que comprobar la factibilidad de las soluciones

obtenidas al resolver el sistema anterior y por tltimo se aplican las condiciones de negatividad o positividad.

La forma usual de resolver el sistema es observando las ecuaciones que se producen al aplicar las condiciones

de holgura, ya que estas son un producto de dos factores que se anula; luego alguno de los dos factores debe ser
cero. Este anilisis produce dos opciones por cada ecuacién, con un total de cuatro casos:

o =0 Caso |
p=0=
(1—2)=0 Casoll

o =0 Caso 111
P +y*—26=0=

(1-—2z)=0 CasolV

A continuacién se desarrolla cada caso individualmente.

1. Caso I: j1; = py = 0. El sistema para estos valores queda

2c+ X = 0
—14+4X =0
r+y = 6
con solucion
A =1
A_ 1l
T T Ty
1 13
Y x —|—2 5

y los puntos que resuelven este caso son
-1 13
P = (7;7) A=1 py=py=0

A continuacion se utilizan las condiciones de factibilidad para comprobar que los puntos obtenidos perte-
necen al conjunto factible. Al sustituir en las restricciones de desigualdad

2 2
1 13 1 169

2 2 2 — -2

a:—l—y—<2) —|—<2) 4—|— 1 % 26 = No se cumple

1 3
1—x:1+§:§§(0$N08ecumple

luego este punto no estd en el conjunto factible y por tanto no es de KKT.
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2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 23

2. Caso II: p; =0, x = 1. Con estos datos el sistema queda

24 A—py = 0
-14+X =0
14y = 6
cuya solucién es
y = 9
A= 1

242A=24+1=3

Ho

y el punto que se obtiene es
P,=(1,5) A=1 p;=0 py,=3

Comprobamos a continuacién si es un punto factible

22 4+9y*—26 = 1+25—-26<0 Sicumple la primera restriccién

l—-xz = 1-1=0<0 Sicumple la segunda restriccién

como ademds se cumple la condicién de positividad, P, es un punto que cumple las condiciones de KKT
de minimo (CKKTMin).

3. Caso III: x* + y? = 26, j, = 0. Con estos valores el sistema es

20+ A+ 2z = 0
“14+AX+m2y = 0
r+y = 6

22 +y2-26 = 0

cuya solucién se obtiene facilmente despejando en primer lugar una de las variables de la tercera ecuacién
y sustituyendo en la cuarta para obtener

y = 6—=x

2+ (6-2)"-2 = 0
desarrollando
P+ (6-2)°—-26=0s222-122+10=0

con soluciones
1 = 5 Y Xy = 1

A continuacion se obtiene el valor de y a partir de la variable x para obtener dos puntos

Py = (51)
y
P, = (1,5)
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24 Capitulo 2. Optimizaciéon no lineal

Comprobamos a continuacién su factibilidad

52 412 =26 < 26
PS = (571):>
5—1=42>0

12 +52=26 <26
P = (1,5)=
1-1=0>0

Y por iltimo, es necesario obtener el valor de los multiplicadores para determinar si cumplen las condiciones
de KKT de minimo o de méximo. Utilizando las dos primeras ecuaciones, que forman un sistema lineal
en \y i, obtenemos

1422 Ml(PS):_%

B = S35~
2y - =) /~L1(P4):%
— 15
\ = x(1+2y): AMPs) =5
Y A(Py) =—7

15 —11
P3=(1) A=—F m=—75"<0 p=0
Y 11 3
Py =(1,5) A=-——7 =320 pp=0=0

de donde se obtiene que que P, es un punto de KKT para el problema de minimizacién (u; > 0), mientras
que para P3 cumple las condiciones de KKT para mdximo (CKKTMaz).

4. Caso IV: 2% 4+ y?> = 6, x = 1. En este tltimo caso queda el siguiente sistema:

24 A4+2u —py = 0
—14+A+p2y = 0
1+y = 6
1+y*-26 = 0

De la tercera y cuarta ecuacién tenemos el punto

Ps = (17 5)
que es uno de los puntos encontrados en el apartado anterior y ya se ha discutido. Sin embargo, el cdlculo
de los multiplicadores se obtiene a partir de las dos primeras ecuaciones, en las que al sustituir por los

valores de x e y correspondientes obtenemos el sistema

24 A+20 —py = 0

—1+A+m10 = 0

©SPH



2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 25

que es lineal con més incégnitas que ecuaciones, por tanto, serd indeterminado y la solucién es

1— A 11+4)
A=X “:<10’ 5 >

Notar que si

A = 1=pu=(0,3)

11 3

que corresponden a los multiplicadores de los puntos P> y P;. No obstante se trata en los tres casos del
mismo punto. El hecho de que existan diversos multiplicadores para el mismo punto es debido a que éste
es un caso singular.

Ejemplo 2.8 Calcula los puntos de Karush-Kuhn-Tucker del siguiente problema

Minimizar  f(x,y) = 22 + y?
Sujeto a hi(z,y) =22+y—2=0

Solucién: En este caso m = 1y p = 0, es decir hay solamente una restriccién de igualdad y el problema es
de Lagrange. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son:

Vi@ + MV (x) = 0= ( §§>+A1<§>:

hi(z) = 0=2x4+y—2=0

y un punto serd de KKT si es solucién del sistema

2£L'+2>\1 = 0:>)\1:—£L‘
20+ = 0=\ =2y
2r+y—2 = 0

Resolviendo el sistema obtenemos los valores de (z,y) v de A\

2.2.5 Hipdtesis de cualificacién de las restricciones

Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker que se han presentado en la seccién anterior son necesarias para la
mayoria de los problemas de optimizacién no lineal, es decir, si x* es un 6ptimo local para un problema no lineal,
entonces tendrd que cumplirlas. No obstante, en ocasiones, para garantizar que un 6ptimo local debe cumplir
estas condiciones, las restricciones en dicho punto tienen que cumplir determinadas propiedades denominadas
Hipdtesis de Cualificacion de las Restricciones (H.C.R.). El estudio de estas hipétesis no cae dentro del &mbito
de este curso y solamente indicaremos algunas de ellas.

Definicién 2.9 (Sin restricciones): En un problema de optimizacion no lineal sin restricciones, todos los
puntos cumplen la primera hipdtesis de cualificacion.
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26 Capitulo 2. Optimizacién no lineal

Definicién 2.10 (Condicion de Karlin): En un problema de optimizacion no lineal donde solamente hay
restricciones de tipo lineal, todos los puntos factibles cumplen la hipdtesis de cualificacion de Karlin.

Definicién 2.11 (Condicion de Slater): En un problema de optimizacion no lineal en el que el conjunto
factible, 2, es un conjunto convexo com interior no vacio, todos los puntos factibles cumplen la hipdtesis de
cualificacion de Slater.

Definicién 2.12 (Condicion de Fiacco-McKormik). En un problema de optimizacion no lineal, todos los
puntos factibles que sean regulares cumplen la hipdtesis de cualificacion de Fiacco-McKormik.

2.2.6 Condiciones necesarias de primer orden

Estamos en condiciones de establecer las condiciones necesarias de primer orden que deben cumplir los
extremos locales de un problema de optimizacion.

Teorema 2.13 Dado el problema general de optimizacion

Optimizar  f(x)
Sujeto a
hi (x) (26)

g5 (x)

m

0
0 P

i=1,...,
i=1,...,

IA

donde f,hi,g; : A — R son funciones de clase C*(A) en A C R"™ un conjunto abierto. Sea Q) el conjunto factible
del problema anterior y x* € Q) un punto donde las restricciones del problema cumplen alguna de las hipdtesis de
cualificacion y en el que la funcion f(X) alcanza un minimo [mdzimo respectivamente] relativo =—> x* cumple
las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker de Minimizacion [Maximizacion respectivamente].

Como se ha comentado anteriormente, las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker son necesarias para la mayoria
de los problemas de optimizacién, sin embargo, es posible encontrar problemas en los que la solucién éptima no
cumple estas condiciones.

Ejemplo 2.14 Consideremos el problema

Mazimizar —x°+y
Sujeto a Y2 =0

El conjunto factible del problema es

Q= {(z,y) € R?|(2,0)}

y el problema es equivalente a:
Mazimizar —z?
Sujeto a reR

cuya solucion éptima podemos obtener facilmente.
z=0

La solucion optima del problema en R? es
X" = (07 0)

Vamos a comprobar si x* es un punto de Karush-Kuhn-Tucker. Como el problema solamente tiene restricciones
de igualdad, las condiciones de KKT indican que deberia existir un multiplicador \ de forma que se cumplan
las siguientes ecuaciones:

—2x 0 0
Vi) +AVh(x) = 0= + A =
1 3y 0
h(x) = 0
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2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 27

es decir

—2r = 0
1+3\72 = 0
y =0

pero este sistema no tiene solucion, ya que de la dltima ecuacion y = 0 y al sustituir en la sequnda obtenemos
una contradiccion.

El punto x* = (0,0) es un mdzimo local (de hecho es global) que no cumple las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker. Comprobamos que no se cumplen ninguna de las hipdtesis de cualificacion indicadas anterioremente:

1.

Condicién sin restricciones: Fstd claro que esta hipdtesis no se cumple por la presencia de la restriccion:
3 _
y° =0.

Condicién de Karlin: Esta condicion no se cumple puesto que la winica restriccion del problema, h(x,y) =
y> es no lineal.

Condicién de Slater: El conjunto factible es
0= {(e.0) € R (2,0)}

es decir eje X, su interior serd vacio, puesto que cualquier bola de centro un punto de ) tiene puntos
fuera de Q y por tanto tampoco se cumple esta hipdtesis.

Condicién de Fiacco-McKormik: En este caso tenemos que comprobar si el punto es o no reqular para
las restricciones del problema, es decir, habrd que comprobar si el conjunto de vectores formado por los
gradientes de las restricciones activas en x* es linealmente independiente. Como solamente tenemos una
restriccion que es ademdas activa en x*

h(z,y) =y* = h(x") =h(0,0)=0
luego la familia de vectores estard formada por el vector

{Vh(x")}

como Vh(x,y) = < 322 ) , al evaluar en x* = ( 8 )obtenemos

ER(B)

que es linealmente dependiente y por tanto x* = (0,0) es no regular para las restricciones.

Si en el problema se cambia la restriccion y> = 0 por

y=0

que es equivalente, la solucion serd la misma, pero ahora si se cumple la condicion de Karlin, puesto que todas
las restricciones del problema son lineales. Ahora es posible comprobar que el punto x* = (0,0), cumple las
condiciones de KKT, puesto que el sistema es

de donde

-2z = 0

1+X =0
y = 0
A=-1
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28 Capitulo 2. Optimizacién no lineal

Ejemplo 2.15 Sea el programa

Mazimizar f(x,y,2) =y
Sugeto a hy(z,y,2) = (@ —1)° 442 —1=0
hy (@,y,2) = (@ +1)° +3° = 1=0

El conjunto factible para este problema es
Q= {(z,y,2) € R*(0,0,2)}

y la solucion dptima del problema es cualquier punto del conjunto Q, puesto que f (z,y, z)es constante en él.
Al plantear la condicion estacionaria de Karush-Kuhn-Tucker para este problema

Vf (X) + >\1Vh1 (X) + )\2vh2 (X) =0

obtenemos
0 2(x—1) 2(x+1) 0
1 1+ 2y + Ao 2y =10
0 0 0 0

Los puntos criticos deben cumplir entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

1+2My+2\y = 0
0 =0

sin embargo, ningin punto de la forma (0,0, 2) es solucion del sistema anterior, puesto que al sustituir estos
puntos en la sequnda ecuacion obtenemos una contradiccion, y ninguno de los extremos locales del problema
cumple las condiciones de KKT.

Podemos comprobar de nuevo como en el caso anterior que ninguno de ellos cumple alguna de las hipdtesis

de cualificacion. Fs un problema con restricciones no lineales donde &92: 0, es decir, no se cumplen ningua
de las tres primeras condiciones dada. Para la condicion de regqularidad (Fiacco-McKormik) observamos que
el conjunto de vectores que son gradiente de las restricciones activas (en este caso son todas puesto que es un
problema con sdlo igualdades) estd dado por

2(x—1) 2(x+1)
{Vhl (.I,y,Z),VhQ (x,y,z)} = 2y ) 2y
0 0
y al evaluarlo en los puntos dptimos (0,0, z) obtenemos
—2 2
0 1 0
0 0

que son vectores linealmente dependientes y por tanto ninguin punto de la forma (0,0, z) es regular.

También puede suceder que un punto donde las restricciones no cumplan ninguna de las hipétesis de cua-
lificacién, sea un extremo local de la funcién objetivo donde se cumplan las condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker. Si consideramos, por ejemplo, las restricciones del ejemplo anterior y cambiamos la funcién objetivo
por f(z,y,2) = z, las condiciones de KKT serfan

1 2(x—1) 2(x+1) 0
0 | +X\ 2y + A2 2y =10
0 0 0 0
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2.2. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker 29

o equivalentemente serdn soluciones del sistema

1420 (z—1)+2\(x+1) = 0
0 =0

y teniendo en cuenta que el conjunto factible estd formado por los puntos (0,0, z)

1—-2X\ 42\ = 0
0 = 0
0 = 0
que tiene por solucién
1
)\1 - )\2 - 5

Tomando cualquier solucién de esta ecuacién, por ejemplo A = (A1, A2) = (1,1/2), vemos que todos los puntos
extremos cumplen las condiciones de Lagrange, sin embargo, como se ha comprobado en ninguno de ellos las
restricciones cumplen alguna de las hipétesis de cualificacion.

Todos estos ejemplos son atipicos y en general sucedera que los extremos locales del problema tendran que
cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker.

Observacién 2.16 FEs posible comprobar que en el punto (5,1) del ejemplo 2.7 es un punto donde no se cumple
ninguna de las hipdtesis de cualificacion.

Por dltimo hay que indicar que estas condiciones son necesarias, en el sentido de que bajo las hipétesis del
teorema, los extremos de un problema de optimizacién deben ser puntos de Karush-Kuhn-Tucker. Sin embargo,
las condiciones no son suficientes, ya que podemos encontrar puntos que aun cumpliendo las condiciones de
Karush-Kuhn-Tucker, no son extremos, por ejemplo la funcién f (z) = 23, tiene como unico punto estacionario
x = 0, que no es extremo puesto que la funcién es siempre creciente.

Definicion 2.17 Los puntos que cumplen la condicidn estacionaria pero que no son extremos de la funcion
se denominan puntos de silla (que son condicionados si hay presencia de restricciones en el problema). Para
funciones reales de una variable a estos puntos se les conoce mejor por puntos de inflexién.

2.2.7 Mas Ejemplos

Emplearemos el teorema de las condiciones de primer orden para resolver en esta seccién algunos problemas
de optimizacién con restricciones.

Ejemplo 2.18 Resolver el problema

Minimizar xy+ yz + zx
Sujetoa x+y+2z=3

Solucién: Como solamente tiene una restriccién de igualdad se trata de un problema de Lagrange; ademaés
dicha restriccion es lineal, luego la condicién de Karlin indica que se cumplen las hipétesis de cualificacion de las
restricciones en todos los puntos del conjunto factible, luego cualquier minimo local debe cumplir las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker. En este caso, estas condiciones se reducen a la condicién estacionaria y a la condicién
de factibilidad:

y+z 1
Vi(z,y,2) + A\Vh(z,y,2) = z4+x |+A[ 1 | =0
z+y 1
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h(z,y,2)=x4+y+2—3=0

Ambas condiciones se transforman en el siguiente sistema:

y+z+A=0
r+z+A=0
y+z+A=0

r+y+2—3=0
La tnica solucién de dicho sistema es
r=y=z=1 Al =-2

y por tanto este es el inico punto que cumple las condiciones de KKT.
Notar que aunque A\; = —2 < 0 y el objetivo es minimizar, el punto sigue siendo de KKT puesto que es un
multiplicador asociado a una restriccién de igualdad.

Ejemplo 2.19 Plantear y resolver el problema de construir una caja de cartén de volumen mdximo y drea fija

A.

Solucién: Si z,y, z son las dimensiones de la caja, el problema no lineal se puede expresar como

Maximizar TYZ

. A
Sujetoa  zy+yz+ zx = 5
siendo A > 0 el 4rea fija de la caja.

La restriccién no cumple ni la condicién de Karlin, ni la de Slater. Comprobamos que se cumple la condicién
de regularidad en todos los puntos. Para ello calculamos el gradiente de la restriccion:

y+z
Vh(z,y,2)=| v+ =2
z+y

Este vector serd linealmente dependiente sélo cuando sea el vector nulo, es decir si

y+2=0
rz+2=0
r+y=0
cuya tnica solucién es
r=y=2=0

Sin embargo, sustituyendo en la restriccién, podemos comprobar facilmente que este punto es infactible; de
donde se deduce que todos los puntos de € (puntos factibles) son regulares. Este resultado implica que cualquier
extremo local del problema debe cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker:

1. Condicién estacionaria
yz+A(y+2)=0

zz+A(x+2)=0

xy+A(z+y)=0

2. Condicién de factibilidad:

A
xy—l—yz—l—zx—E:O
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El sistema formado por las cuatro ecuaciones anteriores tiene como tnica solucién a:

[A [ A
r=y=z= G A= — o1

Ejemplo 2.20 (Entropia) Caracteriza las distribuciones de probabilidad que aparecen naturalmente como dis-
tribuciones de entropia mdzrima.

Solucién: Sea una densidad de probabilidad discreta correspondiente a un valor medido tomando uno de
los n valores x1,...%,,. La probabilidad asociada a x; es pj con p; > 0y Z;”:l pj = 1. Se define la entropfa de

la. densidad como .
€= ij Inp;
j=1

mientras que el valor medio es
m
E :xjpj
Jj=1

Si sabemos cual es la media (Z), el argumento de entropia méxima requiere que la densidad debe tomarse como
aquella que resuelve el problema

m
Maximizar — Z p;Inp;
i=1
m
Sujeto a ij =1
i=1

m
> xjpj =T
j=1

p; =0
Como todas las restricciones son lineales se cumple la condicién de Karlin, luego cualquier solucién 6ptima

debe cumplir las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker. Es decir, deben existir los multiplicadores de KKT:
A1,A2,0bq, - - -, iy, cumpliendo las condiciones.

1. Condicion estacionaria
V£ (p) + M Vhi (p) + X2Vha (p) + Y 11;Vg; (p) =0
j=1
donde en este caso

fp) = =Y pilnpi=Vf(p)=(=Inpi—1,...,~Inp, — 1)
=1

hi(p) = > pi—1=Vhi(p)=(1,....1)

i=1

ha(p) = > wpi—m= Vhy(p) = (x1,...,7n)
i=1
J
e .
gi(p) = —-pj=Vg;(pP)=1[0,...,—-1,...0, ji=1,....n

y las ecuaciones que tienen que cumplir los extremos son

—Inp; =1+ A+ Aexy —p; =0 i=1,...,n (2.7)
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2. Condicion de factibilidad
> = 1
i=1

S e =
i=1

pi > 0

sl

3. Condicion de Negatividad: Puesto que estamos buscando el méximo de la funcién, los multiplicadores
asociados a las restricciones de desigualdad deben ser negativos, es decir, debe ocurrir

Hj <0
4. Condicion de holgura:
;95 (P) =0 p; (—pj) =0

De esta condicién de holgura se deduce
;=0

ya que en caso contrario p; = 0 y en ese punto la funcién In (z) no estd definida. Por tanto todos los multipli-
cadores asociados a desigualdades deben ser nulos. Y sustituyendo en la ecuacién

—Inp; =1+ A1+ Xoz; —p; =0 Jj=1L...,n

obtenemos
—lnp]—1—|—)\1—|—)\2x]:0 j:l,...,n

Despejando p; en el conjunto de ecuaciones 2.7
—Inp; = —14+ A\ + dox; = pj = 2@ T—D

Observamos que p; > 0. Los valores de A1 y A2 deben seleccionarse de forma que se cumplan las 2 restricciones

Yopo= 1
ijxi = m

2.2.8 Condiciones necesarias de segundo orden

Si las funciones son suficientemente derivables, entonces, podemos utilizar informacién relativa a las segundas
derivadas para obtener el siguiente resultado:

Teorema 2.21 (Condiciones necesarias de 2° orden) Dado el problema general de optimizacion

Minimizar [Mazimizar]  f(x)
Sujeto a

hi (X)

g (x) <

0
0 D

1,...,
1,...,

i
J
donde f,hi,g; : A — R son funciones de clase C*(A) en el conjunto abierto A C R™. Sea Q su conjunto factible
y x* € Q un punto donde las restricciones del problema cumplen alguna de las hipdtesis de cualificacion de las
restricciones (h.c.r.) y en el que la funcion f(x) alcanza un minimo [mdximo] relativo condicionado = x*

es un punto que cumple las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para el problema de minimizar [maximizar| es
decir 3 A1, Ay Hy, -5 1y, € R de forma que se cumplen las siguientes condiciones:
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1. Condicién estacionaria

+Z)\Vh +ZMJVgJ )=20
2. Condicién de factibilidad

h1 (X*) - 0, 1= 1, ,m

g] (X*) S 0 .7 = 17 ap

3. Condicién de positividad
pj >0 [ujg()pammdacz'mo] ji=1...,p
4. Condicién de holgura

Ademds se cumple la siguiente condicion:

5. Condicién del Hessiano: La matriz HL (x*, ) definida como

HL(x*,A) = )+ Z X Hhi(x*) + Zu]Hg] ) (2.8)
j=1
es semidefinida positiva [semidefinida negativa respectivamente] sobre el espacio tangente M(x*) en x*.
Casos Particulares:

1. Sin restricciones y una variable (m = p =0, n = 1): En el caso de problemas con una sola variable, el
Hessiano de la funcion f(x) es su sequnda derivada y la condicion 2.8 se convierte en

f/l (:L,*) Z 0
2. Sin restricciones y varias variables (m =p =0): En este caso M (x*) = R" y la condicidn es

Hf(x*) es semidefinida positiva [negativa respectivamente]

2.2.9 Condiciones suficientes

Para dar las condiciones de suficiencia de extremo relativo condicionado de un problema no lineal con
restricciones de igualdad y desigualdad, es necesario exigir que la forma cuadratica correspondiente sea definida
positiva (o definida negativa respectivamente para m&ximo) en un espacio mayor que el espacio tangente. Se
da en primer la definicién de restricciéon de desigualdad degenerada.

Definicién 2.22 Dado el problema general con restricciones

Minimizar [Mazimizar]  f(x)
Sujeto a

0 1,....m
0 1

=0 1
g] (x) < J

donde f,hi,g; + A — R, son funciones de clase C*(A) en A C R™ abierto. Sea Q el conjunto factible del
problema anterior y x* € Q un punto de Karush-Kuhn-Tucker para el problema. Diremos que una restriccion
de desigualdad g; (x) es degenerada en X* <= g; (x*) =0y p; = 0.

Definicién 2.23 Definimos el conjunto de indices de restricciones no degeneradas en un punto como

= {j e {1,....p}g; (x) =0y p; #0}
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Definicién 2.24 Definimos el espacio tangente ampliado como
M) ={der V'h(x)d=0; Vg(x)d=0, i=1,.. mijel]x)}
En el caso de un problema sin restricciones
M(x*) = M (x*) = R"
Teorema 2.25 (Condiciones suficientes) Dado el problema general de optimizacion
Minimizar [Mazimizar]  f(x)
Sujeto a

hl(X):O i:l,...,m
g](x)SO ]Zlvvp

donde f,h;,g; + A — R son funciones de clase C*(A) en A C R™ un conjunto abierto. Sea Q el conjunto
factible y x* € Q un punto donde las restricciones del problema cumplen alguna de las hipdtesis de cualificacion.

Si x* es un punto de Karush-Kuhn-Tucker para el problema de minimizar [maximizar], es decir 3 A1,..., Am,
K15 -5 Hy € R de forma que se cumplen las siguientes condiciones:
1. Condicién estacionaria ,
V) +D ANVhi (X)) +> 1V, (x) =0
i=1 j=1
2. Condicién de factibilidad
hi(x) = 0, i=1,....,m
g_] (X*) S 0 ,7 = 17 ap

3. Condicién de positividad o negatividad

4. Condicién de holgura
pigy (x) =0 j=1,...,p
y ademds se cumple la condicion:
5. Condicién del Hessiano: la matriz HL (x*) definida como
m p
HL(x*) = Hf(x*) + Z)\iHhi(x*) + Zungj(x*)
i=1 j=1

es definida positiva [definida negativa respectivamente] sobre el espacio tangente ampliado M(x*) Enton-
ces en X* hay un minimo [mdximo] relativo condicionado estricto de f sobre ). Si la matriz HL (x*) es

indefinida sobre M(x*) entonces en X* hay un punto de silla condicionado.
Casos Particulares:

1. Sin restricciones y una variable (m = p =0, n = 1): En el caso de problemas con una sola variable, la
condicion del Hessiano se convierte en

fl/ (x*) > 0
2. Sin restricciones y varias variables (m =p=10): En este caso M (x*) =R" y la condicion es:

Si la matriz H f(x*) es definida positiva [negativa] = X* es un minimo [mdzimo respectivamente] local estricto
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Ejemplo 2.26 Resolver el problema

Minimizar xy+yz + 2x
Sujetoa x+y+2z=3

Solucién: Se comprobé anteriormente que el tnico punto critico obtenido era:
r=y=z=1 A =2

Si ahora tratamos de emplear las condiciones suficientes descritas en la proposicién anterior, tendremos:

Hf (x7 y? Z) =

e ]
=
O = =

que no es ni definida positiva, ni definida negativa si consideramos todos los vectores de R3, sin embargo si
restringimos la matriz a los puntos del espacio tangente

M(x") = {deR|VAT (x")-d=0} = {d eR?| (1,1,1)]1 ) -d =0} =
5 dl b
= (deR?(1,1,1) | do | =0 ={d€eR? dy +dy+ ds=0}
ds3
la forma cuadrética asociada sers
0 1 1 dy 0 1 1 dq
Plufan(d) = (di,da,d3) | 1 0 1 dy | =(di,dz,~di—dp) | 1 0 1 dy =
110 ds 1 10 —dy — da
_dl
= (di,dy, —d; — db) —ds = —d}—(dy +do)* = — (di +d3 4 (dy + d2)2> >0
di +ds

y solamente serd 0, cuando
di =dy = (dl —|—d2) =0

y por tanto
d =(0,0,0)

Por tanto la forma cuadrética ¢|z () (d) asociada a la matriz Hf (2*) es definida negativa sobre el espacio
tangente M (x*) y por la proposicién anterior el punto x* serd un méximo local estricto.
En el caso de los problemas convexos las condiciones necesarias de primer orden son también suficientes.

Proposicién 2.27 (Programas convexos) Dado el problema

Minimizar [Mazimizar]  f(x)
Sujeto a
=1,...,m

hl(X) -
j ]:1,727

0
gj (x) <0

IA N

con f:A—R,h : A—R™ g; : A— RP, funciones de clase C*(A), A C R" un conjunto abierto y
Q su conjunto factible. Si ) es convero y f(x) es convera [concava respectivamente] sobre ), entonces, si
eziste x* € Q0 y multiplicadores Ay, ..., A, fiq,. .., 1, € R tales que el punto x*, junto con estos multiplicadores
cumple las condiciones necesarias de primer orden para ser un minimo [mdzimo respectivamente/ local, entonces
x* es un minimo [maximo] global del problema.

Aunque es posible extender las condiciones necesarias y suficientes a érdenes superiores, en la préctica la
aplicacién de estas condiciones requiere de un excesivo esfuerzo y solamente tienen una utilidad practica en el
caso de funciones reales de variable real, es decir, chandon =1y m =p = 0.
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Teorema 2.28 (Condicién suficiente de 6ptimo local) Supongamos que, para x* € I, la funcion f : I —
R es suficientemente derivable y verifica

fP @y =0 k=1,....n—1

M) # 0

Donde f*)(z) es la derivada k—ésima de la funcion

1. Sin es impar = x* es un punto de inflexion.

2. Sin es par = x* es un dptimo local. Ademds

(a) Si f)(2*) > 0= 2* es un minimo local estricto.

(b) Si f)(2*) < 0= x* es un mdzimo local estricto.

2.3 Interpretacién de los multiplicadores de KKT

En esta seccién trataremos de explicar de forma no rigurosa el significado de los multiplicadores que aparecen
en las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker para un problema con restricciones y sus aplicaciones en el analisis
de la sensibilidad de los problemas no lineales.

Planteemos en primer lugar un problema no lineal con restricciones de igualdad y de desigualdad de la
siguiente forma

Minimizar [Maximizar] f(x)
Sujeto a

hi(x)=b; i=1,...,m (2.9)
g (x)<¢; j=1,...,p
donde f, hi,g; : A — R, son funciones de clase C*(A) en A C R™ abierto; y by,...,bm,c1,...,¢p € R.
Esté claro que el conjunto factible del problema 2.9, dependera de los vectores b = (b, ..., b,) yc=(c1,...,¢p),

es decir
Q2 =Q(b,c)

y también es obvio que los puntos éptimos del problema, si existen, dependerdn de estos valores
x* =x" (b, c)

Supongamos que para ciertos valores de estos pardmetros, (b*, c*), el problema general con restricciones 2.9
posee un 6ptimo en el punto x*, con multiplicadores de Karush-Kuhn-Tucker ()\1, ey Ay gy e ey up)asociados.
Podemos definir una funcién

F : Ups ¢y — R, con Uy« ) un entorno de (b*,c*) € R™*P
con Up+ ¢+), un entorno de (b*,¢*) € R™?, de forma que
F(b,c)=f(x*(bg)) Vb, CeUp:
siendo x* (E,E) el 6ptimo del programa para cuando se utilizan en el problema 2.9, los términos independientes
(b,T) € Upprc+)-

FEl siguiente teorema da una relacién entre las variaciones del término independiente y las variaciones que
experimenta el valor 6ptimo de la funcién objetivo.

Teorema 2.29 Dado el programa de optimizacion con restricciones dado en la ecuacion 2.9. Si para ciertos
valores de los pardmetros b y c, (b*,c*) = (b{, b ,c;‘;) , el punto x* es un punto de Karush-Kuhn-

Tucker y junto con los multiplicadores asociados, A1, ..., Am Y fiy, - - -, fy,; cumple las condiciones de suficiencia
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para que la funcion f(X) posea en ese punto un extremo relativo sobre el conjunto Q (b*,c*) y si no hay
restricciones de desigualdad activas degeneradas, entonces

_oF(bre) 9 (X?;*,c*>

_)\i abl 6[)7 1= 1, -
OF (b*,cr)  Of (Xb)
—/J = ? = ] = 1 . P
J 3Cj 3Cj ’ ’

Los multiplicadores A; y p;, asociados a la i-ésima restriccién de igualdad y a la j-¢ésima restriccién de
desigualdad respectivamente, nos mide la tasa de variacién del valor de la funcién objetivo f (x,y), en el punto
6ptimo respecto a la variacién de su correspondiente término independiente (b;, ¢;).

Notar finalmente que utilizando diferencias finitas obtenemos

m P m m
AF (b, ¢) = =Y NAb; = > piAc; ==Y N (bi—b7) = > i (GG — )
=1 Jj=1 =1 i=1

La ecuacién anterior nos proporciona un valor aproximado del incremento que se producird en el valor del
objetivo 6ptimo al variar el término independiente de las restricciones de (b*,c*) a (b,E).

2.4 Meétodos numéricos

Desarrollamos en esta seccién la cuestiéon dindmica, es decir, como obtener a partir de una aproximacién
inicial, el verdadero valor de la solucién 6ptima o al menos un aproximacién mejor.

Teniendo en cuenta la equivalencia entre los problemas de maximizacién y minimizacién y puesto que con
estos métodos sélo serd posible encontrar a lo sumo una solucién cada vez, en lo sucesivo consideraremos
solamente el objetivo de la minimizacién.

Précticamente todos los algoritmos descritos son iterativos y en términos generales consisten en tres pasos
bésicos:

1. Existe un conjunto de valores iniciales para las variables de decisién, x° € R". Esta es la primera
aproximacion a la solucién éptima buscada. También se le denomina punto de partida.

2. Un método o algoritmo para alcanzar la aproximacién k-ésima, x**1 € R™, a partir de los valores de la
aproximacién k-ésima x*, para k =0,..., N.

3. Un criterio de parada; es decir, una regla para decidir cuando N es suficientemente grande o cuando x
estd suficientemente cerca de la solucién exacta.

En primer lugar se presentan los métodos de busqueda de 6ptimos de funciones de una sola variable real.
Distinguiendo para ellos varios métodos en funcién de las propiedades de continuidad y derivabilidad de la
funcién que estemos utilizando. Estos métodos constituyen una parte importante de la implementaciéon de
algunos de los métodos empleados para la optimizaciéon de funciones de varias variables, que serdn el objetivo
de la segunda parte de esta seccién.

2.4.1 Optimizacién en una variable

En esta seccién proponemos un conjunto de métodos de bisqueda univariante destinados a la localizacién
de puntos 6ptimos en un intervalo dado. Dependiendo del tipo de informacién sobre la funcién utilizada se
distinguen en general 3 tipos de métodos:

1.- Métodos de reduccién de intervalo.
2.- Métodos de aproximacién polinomial.

3.- Métodos con derivacion.
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Todos los métodos de optimizacién para funciones de una variable que se describen a continuacién, son
métodos locales, en el sentido de que los puntos encontrados son minimos locales. Esta restriccién implica por
una parte que el punto encontrado puede no ser la solucién éptima que se pretende encontrar. Por otra parte
la solucién encontrada dependerd del la primera aproximacion, por ejemplo, puede que la funcién tenga varios
minimos locales y que el método nos proporcione uno u otro en funcién del punto de partida.

Meétodos de reduccién de intervalo

Este tipo de métodos se basa en la bisqueda de soluciones 6ptimas mediante sucesivas reducciones del
intervalo de estudio y en la eliminacién de subintervalos. Para poder desarrollar los métodos supondremos
algunas limitaciones en cuanto a la funcién f (x), que se pretende minimizar.

Dado el problema

Minimizar f (x)
zel

donde f: TCR—R, I =[a,b] CRy f € C(I). Supondremos que f (x) tiene las siguientes propiedades

Foz* € I tal que x es un minimo local de f (x) en [
(2.10)
B, C I, I =[c,d] tal que f(z%)], = cte.

La primera propiedad implica que la funcién f (x) tiene un inico minimo en el intervalo compacto [a,b] y que
ademads el méximo se alcanza en los extremos. La segunda propiedad establece que la funcién no es constante
en ningun intervalo de longitud finita que esté incluido en I. La aplicacién conjunta de estas dos propiedades
implica que f () es siempre decreciente a la izquierda de x*, mientras que es siempre creciente a la derecha de
x*, es decir, si z* es el tinico punto de minimo de f(z) en el intervalo [a, ], para cualquier par de puntos z; y
x9 en [a, b] sucede

¥ <x <z = f(z") < f(z1) < f(z2)

x> xg >x = f (") < fxa) < fxr)

La figura 2.1 representa una funcién que cumple la primera propiedad, pero no la segunda (este tipo de
funciones se llaman unimodales). Mientras que la figura 2.2 representa una funcién con ambas propiedades
(lamadas funciones estrictamente unimodales).

Figura 2.1: Funcién unimodal
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[

[*]

Figura 2.2: Funcién estrictamente unimodal

Una fucién con las propiedades descritas tiene la llamada propiedad de eliminacion y que se describe a
continuacion:

Propiedad de eliminacién: Supongamos que f : I = [a,b] — R cumple las propiedades descritas en 2.10,
entonces se cumple

f(z1) < f(xe) = 2* € [a, 23]
Ve, a0 €l:a<21 <19 <b—
f(z1) > f(xe) = 2* € [21, ]

Podemos observar en la grifica 2.3 ambas opciones.

(&3] i)

Figura 2.3: Propiedad de eliminacién (2.4.1).

Observacién 2.30 Cuando f(x1) = f(z2), podriamos eliminar ambos extremos, [a,z1] y [x2,b], y el minimo
se encontrard en el intervalo (x1,x2).

La utilidad de esta propiedad radica en el hecho de que si f(x) es una funcién que la cumple, entonces
solamente es necesario comparar f(x) en dos puntos diferentes para predecir en cuél de los subintervalos definidos
por esos puntos no se va a encontrar el éptimo.

Utilizando la propiedad de eliminacién podemos organizar una busqueda en la que el éptimo se puede
encontrar, eliminando recursivamente regiones del intervalo inicial. Cuando el subintervalo “superviviente” tenga
una amplitud suficientemente pequena, la bisqueda termina. Como se ha dicho anteriormente, la gran ventaja
de estos métodos de biisqueda es que solamente requieren evaluaciones de la funcién y no necesitamos ninguna
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hipétesis adicional acerca de la derivabilidad de la misma y pueden aplicarse a funciones tanto continuas como
discontinuas, e incluso a funciones discretas. Las operaciones que se realizan se basan en la simple comparacién
de los valores que toma la funcién en dos puntos.

Generalmente en estos métodos de busqueda se distinguen dos fases:

1. Fase de acotacién: Un proceso de bisqueda inicial para acotar o localizar el éptimo en un intervalo
inicial.

2. Fase de reduccién de intervalo: Es una serie de reducciones o refinamientos mas precisos, para reducir
el intervalo de bisqueda inicial a la amplitud deseada.

Veamos cada fase por separado.

Fase de acotacién En esta fase y a partir de un punto inicial cualquiera, xg, se acota o encierra el éptimo
en un intervalo finito haciendo uso de la propiedad de eliminacién. Normalmente, esta acotacién se realiza
mediante un patrén de bisqueda heuristica, aunque se pueden utilizar otros métodos més efectivos. Un ejemplo
de patrén de busqueda es el llamado método de Swann, en el que el (k + 1)-ésimo punto de prueba se obtiene
mediante la ecuacién recursiva:

Tpi1 =T + 28A para k =0,1,2,. ..

siendo g el punto de partida, elegido arbitrariamente, y A # 0, es el tamano de paso elegido.
Para determinar el signo de A, se hace uso de la propiedad de eliminacién y se comparan los valores que
toma la funcién en los puntos zg, g + |A| y 2o — |A|. Podemos distinguir los siguientes casos:

1. Si
f(zo —|A]) = f(wo) > f(wo + |A])

entonces, por la hipétesis de unimodalidad, el minimo debe estar a la derecha de xg y A > 0.

2. Si
f(zo —|A]) < f(mo) < f(wo + |A])

entonces, el minimo debe estar a la izquierda de zg y A < 0.

3. Si
f(zo —|A]) = f(wo) < f(wo + |A])

el minimo estara en el intervalo [xg — |A|,zo + |A|], y puesto que ya tenemos la solucién dentro de un
intervalo, podremos terminar la fase de acotacién.

4. Si
f(zo —|A]) < f(wo) > f(wo + |A])

entonces la funcién f (x) puede tener un méximo local y hay que buscar el minimo fuera del intervalo
[xo — |A], 2o + |A[]. Como podemos buscar a la izquierda de zo —|A| o a la derecha de xo +|A|, repetimos
el proceso dos veces tomando como puntos de partida un valor xj, < xo — |A[, y otro valor z§ > o + |A|.

El algoritmo del método se describe a continuacion:
Método de Swann
Inicializacién. Se eligen g y A >0

Paso 1.- Se calculan f(zg), f(zo + |A|) y f(zo —|A])

Paso 2.- Si
f(@o —|A]) = f(zo) = flzo +[A]) = A=[A[>0

y se continia en el paso 6 de la Fase de reduccién.
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Paso 3.- Si
f(@o = [A]) < fzo) < f(wo +[A]) = A=—]A][ <0

y se continia en el paso 6 de la Fase de reduccién.

Paso 4.- Si
f(@o = [A]) = flzo) < flwo +[A]) = 2" € [xo — [A], 20 + |A]]

y el algoritmo termina.

Paso 5.- Si
F(wo = |Al) < f(z0) > f(wo +|AJ) = No hay minimo

el algoritmo termina y se determina que la funcién f (x) no cumple las propiedades exigidas.
Fase de Reduccién. Se define k=0

Paso 6.- Se construye la sucesiéon de Swann
Tyl = T+ 2FA
Th42 = Tg41+ 2k FIA
Paso 7.- Se evalian f (zp4+1) ¥ f (Tr42)

Paso 8.- Si
f@rg1) > f (@) = bk =k +1
y se vuelve al Paso 6.
Paso 9.- Si
f(@it1) < f(Try2) = 27 € [Tk, Thyo]
y el algoritmo termina.

A continuacién se aplica el método de Swann a un ejemplo.

Ejemplo 2.31 Consideremos el problema de minimizar f(z) = (100 — z)? utilizando xo = 30 y un tamano de
paso |A] = 5.

Solucién: El signo de A se determina al comparar

f(xo) = f(30) =4900
flzo+ Al = f(35) =4225
flzo—|A]) = f(25) =5625

Puesto que
f(o —1A]) = f(zo) = flzo + |A])
A > 0, y el punto minimo z* debe ser mayor que 30. Asi 1 = x¢9 + A = 35.
El punto x5 se obtiene

9 = x1+2A =45
f(45) = 3025 < f(x1)
por tanto, z* > 35
T3 = 2 + 22A = 65; £(65) = 1225 < f(x2)

por tanto, z* > 45
xy = a3+ 23A = 105; f(105) = 25 < f(x3)

por tanto, x* > 65
x5 = x4 + 2*A = 185; F(185) = 7225 > f(x4)

por tanto, * < 185. Por tanto, en 6 evaluaciones de f (), el minimo z*, se ha acotado dentro del intervalo
65 < z* <185

Hay que resaltar que la efectividad de esta acotacién depende directamente del tamano del paso A. Si A es
grande, se produce una acotacién incial pobre, es decir, un intervalo inicial muy grande. Por otra parte, si A es
pequeno, es posible que se necesiten muchas evaluaciones de la funcién antes de encontrar el intervalo buscado.
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Fase de reduccién del intervalo Una vez que se ha determinado el intervalo que contiene al minimo de la
funcién, se necesita un esquema mads eficiente de reduccién del intervalo, con el fin de obtener una estimacién
mejor del punto 6ptimo de forma maés rapida.

La cantidad de subintervalo eliminado en cada paso depende de la localizacién de los puntos x; y x2 dentro
del intervalo de busqueda. Puesto la ubicacién del 6ptimo (minimo) es desconocida, serfa razonable esperar que
la colocacién de los puntos x1 y z2 sea tal, que el intervalo que quede después del proceso se haya reducido en
la misma proporcién, independientemente del subintervalo eliminado. Sin embargo, por eficiencia, esa cantidad
deberia ser tan grande como fuera posible.

Se describen a continuacién dos métodos de reduccién de intervalo, el primero por su sencillez y el segundo
por su eficacia.

Meétodo de biparticién En este método se elimina exactamente la mitad del intervalo en cada paso. Se
utilizan para ello 3 puntos equidistantes. Dentro del intervalo I = [a, b, localizamos aquellos dos puntos x; y
Z2 que estdn situados a una distancia L/4 de cada extremo, siendo L = (b — a) la longitud del intervalo I, es

decir
L
a<x <x2 <bcon |ycl—a|:|b—x2|:Z

. . a+b
Junto con estos dos puntos hallamos el punto medio del intervalo x,, = %, y por tanto

L

|xm x1| = |x2 xm| =7

A continuacién utilizamos la propiedad de eliminacién comparando los valores que la funcién f (x) toma en
los puntos anteriores.

Si f(z1) < f(zm), podemos garantizar que z* ¢ [z, b], y por tanto podemos utilizar como nuevo intervalo
de busqueda a [a, 2,,], siendo en este caso x; el punto medio de dicho intervalo.

Si por el contrario f (z1) > f (z,), podemos comparar ahora qué ocurre con f (x2) y f (zm). Si f(z2) <
f (zm), la propiedad de eliminacién permite eliminar el intervalo [a, ,,] y dejar como nuevo a [, b] como nuevo
intervalo de biisqueda, siendo en este caso el punto x5 el nuevo punto medio. En caso contrario, estariamos en el
caso f (1) > f (xm) < f (x2) y usando de nuevo la propiedad de eliminacién es posible eliminar los subintervalos
[a,z1] ¥ [2,b], es decir x* € [z1,22] y podemos continuar ahora el proceso con este nuevo subintervalo, siendo
en este caso el punto medio el mismo que el del intervalo inicial. En cualquiera de los casos el intervalo que
contenga a x* tendrd una longitud igual a la mitad de la longitud del intervalo de partida.

El algoritmo de este método se puede desarrollar como sigue:

Algoritmo del método de la biparticion

Inicializacién. Se elige ¢ > 0, tamano final del intervalo. Dar a y b el intervalo inicial de biusqueda. Hacemos
k=0,a0=ayby=5>

Paso 1.- Calculamos
(ak + bi)

2

Tm =

Ly =b, —ay,

Paso 2.- Calculamos
L
T = ak—i—f
L
T2 = bk—%

Notar que los puntos 1, z,, y x3 son equidistantes
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Paso 3.- Se comparan los valores de f(z1) y f(zm)

(a) Si f(z1) < f(2m), eliminamos el intervalo (z,,b;) tomando byy1 = @, ¥ ag+1 = ai. El punto
medio de la nueva biisqueda es x1. Hacemos, por tanto, z,, = x1. Ir al Paso 5.

(b) Si f(x1) > f(xm), entonces, ir al Paso 4.
Paso 4.- Se comparan los valores de f(z2) y f(zm)

(a) Si f(x2) < f(xm), eliminamos el intervalo (ay, z,,) tomando agi1 = Ty, bgr1 = bg. El punto
medio de la nueva biisqueda serd ahora xo. Hacemos, por tanto, x,, = z2. Ir al Paso 5.

(b) Si f(z2) > f(x,), eliminamos el intervalo (a,z1) y el intervalo (z3,b). Ponemos a1 = x1, y
bi+1 = x2. En este caso el punto medio del nuevo intervalo sigue siendo z,,. Ir al Paso 5.

Paso 5.- Calculamos Lyy1 = b1 — ak41. Si |Lgt1| < e terminar, la solucién aproximada es ,, ~ x*,
con un error |z* — x| < 5 . En otro caso, hacer k = k + 1, ir al Paso 2.

Observacién 2.32 Del método de biparticion se puede deducir:

1. En cada paso del algoritmo se elimina exactamente la mitad del intervalo.

2. El punto medio de los sucesivos intervalos es siempre igual a alguno de los puntos de prueba x1,x2 0 Tpy.
Por tanto, se necesitan como mucho dos evaluaciones de la funcion en cada paso.

3. Después de n iteraciones, el intervalo final, I, = [an,by], tendrd una amplitud L, = (b, —ay,) =
(%)n Ly, siendo Lo = (byp — ag) la longitud del intervalo inicial. En cada una de estas iteraciones se han
utilizado dos evaluaciones de la funcion.

4. Si en el intervalo final, , I, = [an,by], se elige como solucion su punto medio x* = (an + by) /2, el error
cometido estard acotado por Ly /2, siendo L, = b, — a,, la longitud de este intervalo.

Aplicamos a continuacién, el algoritmo de biparticién a un ejemplo.
Ejemplo 2.33 Utiliza tres iteraciones del método de biparticion para resolver el siguiente problema
Minimizar f(x) = (100 — x)?
60 < x<150
Solucién: En este caso ag = 60, by = 150, y Ly = 150 — 60 = 90

1¢ Tteracién.-

_ Lo 90 _ Lo 90
xr1 =ag+ 4 =60+ 1 =82.5 1‘2—b0 1 =150 4 =127.5

£(82.5) =306.25 > f(105) =25  f(127.5) = 756.25 > f(105)

Por tanto eliminamos los intervalos (60,82.5) y (127.5,150). La longitud del intervalo de bisqueda I; =
[82.5,127.5] se reduce de 90 a 45.

2¢ Tteracion.-
a1 =82.5 by =127.5 Ty = 105
Ly =1275-825=45
x1 =825+ 4745 =93.75 x9 =127.5 — 4745 = 116.25
£(93.75) = 39.06 > f(105) =25 £(116.25) = 264.06 > f(105)
Por tanto el intervalo de incertidumbre es ahora Iy = [93.75,116.25]
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3¢ Iteracidn.-
az = 93.75 be = 116.25 Ty = 105
Lo =116.25 — 93.75 = 22.5
x1 =99.375 xo = 110.625
£(99.375) = 0.39 < f(105) = 25

Por tanto, eliminamos el intervalo (105,116.25). El nuevo intervalo es ahora I3 = [93.75,105] y su punto

medio es 99.375. Asi, en 3 iteraciones (6 evaluaciones de la funcién), la longitud del intervalo inicial de

longitud 90 ha sido reducido exactamente a L (I3) = (90) (%)3 =11.25

Método de la seccién durea En la discusion anterior sobre el método de reduccion de intervalo y de la
estrategia de buisqueda, se observa lo siguiente
1. Si se disponen de dos intentos, es mejor localizarlos equidistantes al centro del intervalo.

2. Por sencillez del método, la estrategia sugiere que los puntos donde se ha de evaluar la funcién estén loca-
lizados simétricamente en el intervalo de forma que el subintervalo eliminado sea de la misma longitud
independientemente del resultado de la evaluacién.

3. Mejorar el esquema de buisqueda pasa por utilizar un sélo punto nuevo en cada iteracion.

Con estos objetivos, consideramos la localizacién simétrica de dos puntos sobre un intervalo I = [ag, bo],
como en la figura 2.4.

| L, } -ty —

Figura 2.4: Bisqueda de la seccién durea

Partimos de un intervalo [ag, by] de longitud Ly = by — ag y localizamos dos puntos, cada uno a una fraccién
7 de cada extremo. Con esta simetria, independientemente de qué valor de la funcién sea el mas pequerio, la
longitud del intervalo que permanece es siempre de 7Lyg.

Supongamos que utilizando la propiedad de eliminacién, descartamos el subintervalo de la derecha. Se puede
observar a partir de la figura 2.5

L

I
a — )
1 a 0 A

—— -7

Figura 2.5: Intervalos de la seccién durea

©SPH



2.4. Métodos numéricos 45

que el punto que queda, de los dos anteriores, estd situado a una distancia (1 — 7) Ly de uno de los extremos.

Para mantener la simetria del patrén de bisqueda, la distancia (1 — 7) Lo debe corresponder a una fraccién
7 de la longitud L; de este intervalo, que recordemos es de longitud 7Lg. En este caso y con esta eleccién para
7, el siguiente punto debe localizarse a una fraccién 7 de la longitud del intervalo desde el extremo de la parte
derecha.

Por tanto, con la eleccién de 7 que satisfaga (1 — 7) Lo = 7L1, el patrén de bisqueda de la figura permanece
en el intervalo reducido de la figura 2.6

Figura 2.6: Simetria de la seccién durea

Teniendo en cuenta el valor de Ly en términos de Lg, obtenemos
(1-7)Lo=7L1 =7 (1L) = %Ly

y simplificando
1—-7)=12

Luego 7 es solucién de la ecuacién cuadrética
?4+r-1=0
Esta ecuacién se resuelve de forma directa para obtener

—1++5
7272

y tomamos como valor de 7

~14+5
7272

puesto que al ser 7 una fraccién de longitud, debe ocurrir 7 > 0.

El esquema de bisqueda para la localizacién de los puntos iniciales siguiendo esta proporcién es la llamada
bisqueda de la seccion durea'. Después de las primeras 2 evaluaciones, cada evaluacién posterior eliminara
(1 — 7) del intervalo restante. Por tanto, el intervalo que queda después de n iteraciones, asumiendo que el
intervalo inicial es de longitud Lg, sera de longitud 77 Ly.

Para desarrollar este método, partimos de un intervalo [ag, bo| y situamos 2 puntos a una distancia 7 de los
extremos del intervalo

~ (0.61803...

)\QZ(IQ—F(l—T)(bQ—(IQ)
to = ao + 7 (bo — ao)

Utilizamos ahora la propiedad de eliminacién y comparamos los valores que la funcién f () toma en Ag y
Ko

1Tos griegos llamaban a 7~ = ¢, razén durea.
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Si f (M) < f (pg) podemos garantizar que x* ¢ [, bo] y por tanto podemos utilizar como nuevo intervalo
de busqueda a [a1,b1] = [ag, ], en este caso y teniendo en cuenta las propiedades de 7, de los dos puntos que
hay que situar en el nuevo intervalo, A\; y p;, uno ya es conocido y solamente habra que calcular el otro

)\1:a1+(1—7')(b1—a1)
py =ar+7 (b1 —a1)
Podemos comprobar que p; = Ag
= a1 +7 (b1 —a1) =ao+ 7 (g — ao) = ao + 7 ({ao +7(bo — ao)} —ag) =
= a0+72(b0—a0):a0+(1—7)(b0—a0):)\0

Si por el contrario f (Ag) > f (i), la propiedad de eliminacién permite eliminar ahora el intervalo [ag, Ao] ¥
queda como nuevo intervalo [a1,b1] = [Ag, bp]. Como en el caso anterior no es necesario calcular los valores de
los 2 nuevos puntos dentro de este intervalo, puesto que uno viene de la fase anterior. En este caso:

M=ar+(1—7)(b1—a1)=p
py=ai+7(br—a1)
El proceso se repite con el nuevo intervalo.
Observacién 2.34 Del método de la seccion durea se deduce:

1. En cada paso del algoritmo se elimina exactamente la cantidad (1 — 7) del intervalo.

2. Solamente utilizamos un nuevo punto y por tanto se necesita una sola evaluacion de la funcidn en cada
iteracion.

3. Después de n iteraciones, el intervalo final, I, = [ay,by], tendrd una amplitud Ly, (b, — an) = 7" Lo,
siendo Lo = by — ag, la longitud del intervalo inicial; y como se ha comentado antes, en cada iteracion se
evalia la funcion una sola vez.

4. St en el intervalo final, se elige como solucion su punto medio x* = (an + by) /2, el error cometido estard
acotado por Ly, /2, siendo L, = b, — ay, la longitud de este intervalo.

Algoritmo seccion durea

Se incluye a continuacién el algoritmo para la bisqueda del minimo de una funcién mediante la seccién o
buisqueda durea. Utilizaremos valores aproximados para los valores de los pardmetros:

T = 0.618
1—7 = 0.382
e Inicio. Se elige, € > 0, la longitud final del intervalo. Si [ag, bo] es el intervalo inicial de busqueda, se

definen A\g = ap+ (1 — 7)(bo — ag) y tg = ao + 7(bo — ao). Se evaltuan f(Ao) y f(uo) y se inicializa el valor
del contador de iteraciones, k = 0.

e Paso Principal.

Paso 1.- Si by — ap < €, parar; la solucién 6ptima estd en el intervalo [ag,bx]. En caso contrario ir al
Paso 2 si f(A;) > f(pg), o al Paso 3 si f(Ag) < f(py)-

Paso 2.- Hacer arpy1 = A y bryr = br; ademds Apy1 = i ¥ figp1 = aryr + 7(bpgr1 — apq1). Evaluar
f(ty41) e ir al Paso 4.

Paso 3.- Hacer ap1 = ag y bpg1 = pg; ademds iy 1 = Mg y M1 = apg1 +(1—7)(bp41 —ag41). Evaluar
f(Ak41) e ir al Paso 4.

Paso 4.- Reemplazar k por k+ 1 e ir al Paso 1.

©SPH



2.4. Métodos numéricos 47

Aplicaremos a continuacion el método de la seccién durea a un ejemplo.
Ejemplo 2.35 Dado el siguiente problema

Minimizar — f(z) = 2> + 22
Sujeto a —-3<z<5h

Utiliza el método de la seccion durea hasta consegquir un intervalo de longitud 0.2.

Solucién: El intervalo inicial tiene longitud Ly = 8. Vamos a reducir el intervalo hasta llegar a uno cuya
longitud sea como mucho 0.2.
Las primeras dos observaciones se realizan sobre:

Ao =—3+0.382(8) = 0.056 4y = —3 + 0.618(8) = 1.944

Notar que f(A1) < f(uq) y por tanto, el nuevo intervalo de incertidumbre es [—3.000, 1.944]

Iteracién £ ag b Ak e %) f ()
-3.000 5.000 0.056 1.944 0.115 7.667
-3.000 1944 -1.112 0.056 -0.987 0.115
-3.000 0.056 -1.832 -1.112 -0.308 -0.987
-1.832  0.066 -1.112 -0.664 -0.987 -0.887
-1.832 -0.664 -1.384 -1.112 -0.853 -0.987
-1.384 -0.664 -1.112 -0.936 -0.987 -0.996
-1.112  -0.664 -0.936 -0.840 -0.996 -0.974
-1.112  -0.840 -1.016 -0.936 -1.000 -0.996
-1.112  -0.936

o

0 O UL i Wi =

Tabla 2.1: Método de la seccién durea

El proceso se repite en cada nuevo intervalo. En la tabla 2.1 se presenta un resumen de los datos obtenidos
en cada iteraciéon. Después de 8 iteraciones, que implican 9 evaluaciones de la funcién, el intervalo resultante
es [—1.112, —0936], de longitud Lg = 0.176. Tomamos como solucién aproximada el punto medio del intervalo
—1.024, con un error méximo |e,| < 2% = 0.0 88.

Métodos de aproximacién polinomial

La idea bdsica que motiva esta técnica es que si la funcién f (z) es suficientemente suave (derivable) en-
tonces puede aproximarse mediante un polinomio; dicho polinomio entonces, se puede utilizar para predecir la
localizacién del 6ptimo de f (z). El teorema de aproximaciéon de Weierstrass garantiza que si una funcién es
continua en un intervalo, entonces dicha funcién puede aproximarse suficientemente mediante polinomios de
orden adecuado, y entonces el 6ptimo de la funcién se puede predecir razonablemente bien mediante el 6ptimo
del polinomio.

Métodos de estimacién cuadratica La interpolacién polinomial més simple es la aproximacién cuadréitica.
Esta basada en la observacion de que una funcién continua que alcanza un minimo en el interior de un intervalo
debe ser al menos cuadratica. Si fuera lineal, el valor éptimo se obtendria en uno u otro de los extremos del
intervalo. Asi, un esquema de estimacion cuadrética asume que dentro de un intervalo acotado la funcién puede
aproximarse mediante una funcién cuadrética.

Dados tres puntos consecutivos xg < 1 < x2 y sus correspondientes imagenes, fo = f (o), f1 = f(21) y
f2 = f (x2); buscamos 3 constantes ag, a; y as tales que la funcién cuadrética

q(x) = ap+ a1 (x — zo) + a2 (x — o) (x — x1)
coincida con f(x) en esos puntos. Es decir
fi=da(z;) =012
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De las relaciones anteriores obtenemos

f():a‘() — a’O:fO
fi=ao+ai(er —20) = fo +ar(er —w0)  — ap =IO

B (2.11)
fo=ao+ai(z2 — x0) + az(x2 — 20)(T2 — 1) = ag = < 2—Jo J1— 0>

T2 — 1 \T2 — X0 xr1 — X9

Con tres puntos y los valores de la funcién en dichos puntos, hemos construido una funcién cuadrética
(polinomio de 2° grado) que pasa por esos puntos y es préximo a la funcién f(z). Si esta aproximacién
es suficientemente “buena”, entonces podemos utilizarla para obtener una aproximacién del 6ptimo de f (x),
utilizando para ello el éptimo de ¢ (x).

Si T es el 6ptimo de ¢ (x)

7 6ptimo de ¢ (z) € C' (R) = ¢ (z) =0

Derivando en la expresion de ¢ (x) y sustituyendo por T, se obtiene la ecuacién

¢ (T) =a1 +ax(T — 1) + a2(T — xp) =0

que tiene por solucién

_  T1+x0 ai
Lt re b 2.12
v 2 2z (2.12)

Podemos tomar ahora

¥ ~7T

siendo z* el 6ptimo de f (z) buscado.

Es posible utilizar este esquema junto con la informacién obtenida en esta primera aproximacién para obtener
un aproximacién mejor. La tnica precaucién que hay que tomar es la elecciéon de los tres valores xg, 1 y 3,
para que la funcién ¢ (x) que tomamos como aproximacién tenga un minimo y no un méximo. Una forma de
conseguir este hecho es, por ejemplo, elegir los puntos xy < 1 < x3, de forma que se cumplan las relaciones

f@) < flxo) y fx1) < flz2)
En problemas acotados, es decir, para los problemas del tipo
Minimizar f(x)
x € [a,b]

podemos tomar como primera terna de valores

o — @

a+b
1 = ITm= D)
T2 = b

Veamos su aplicacién a un ejemplo:

Ejemplo 2.36 Consideremos la estimacion del minimo de la funcion

16

flz) =22%+ —

en el intervalo 1 < x < 5. Tomaremos xog = 1, xo = 5 y elegimos x1 el punto medio 1 = 3. Fvaluando la
funcion en esos puntos obtenemos

fO =18 f1 =23.33 f2 =53.2
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Para obtener el valor T, calculamos ay y as

0 — 2333 -18 8
U313
1 53.2—-18 8 46
a2 = _—— = -_
5-3 5-1 3 15
y ahora calculamos T
3+1 8/3
T = — - 1.
T= Ty T 2aein) O

y si evaluamos f () en ese punto
£(@) = 15.1221

Podemos obtener una nueva aproximacion, eligiendo 3 de los cuatros puntos actuales y realizar un nuevo ajuste.
Las relaciones entre los puntos y los valores de la funcion son

To <T <x1 < T2

f(zo) > f(T) < f (1) < f(22)
De donde se deduce que el préximo ajuste podria hacerse con los puntos x(y = xo, T} =T y x4 = x1. El minimo
eracto es x* = 1.5874.
Métodos con derivaciéon

Es de suponer que si ademds de continuidad en las funciones que queremos optimizar, podemos utilizar
también la propiedad de derivabilidad de las mismas, podremos incrementar la eficiencia de los algoritmos
de busqueda. Nos referiremos en esta seccién a métodos de busqueda de 6ptimos de funciones derivables.
Describiremos en primer lugar el esquema clédsico para la bisqueda de raices de ecuaciones no lineales definido
en primer lugar por Newton y revisado posteriormente por Raphson.

Método de Newton-Raphson Sea f:R — R, con f € C2(R). Si f () tiene un mfnimo en el punto z*, en
primer lugar y utilizando las condiciones necesarias de primer orden, x* serd un punto estacionario de f (z) =

fz) =0

Por otra parte, como f (x) es dos veces derivable, dado un punto cualquiera xy, que podemos considerar
como la primera aproximacion o aproximacién inicial al punto x*, podemos construir el polinomio de Taylor de
orden 2 centrado en xg para f (x)

T f (o5 ) = flxo) + f'(20)(x — x0) + =7

de forma que
f(z) @ Tof(xo;x) Vo €zg—€,x0+ €

para un cierto € > 0; y por tanto
I (x) = T4 f(wo; ) YV € [xo — €, 20 + €]

Si g estd préximo al punto x* y Ta f(20; ) tiene un punto estacionario x1, podemos suponer que dicho punto
es una aproximacién mejor que xg para x*, el punto estacionario de f (z).

T3 f(xo;z) = [’ (x0) + [ (w0) (x — 20) = T3 f(wos21) = [’ (x0) + [ (20) (21 — 20) =0
de donde, siempre que f” (x¢) # 0, obtenemos

[ (=0)
f/l (xo)

1 = X9
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f'{x)

Figura 2.7: Método de Newton-Raphson (Convergencia)

El proceso se repite tomando ahora como punto de partida el punto x;.

Para el caso general, dada una funcién f : R — R, si en la aproximacién k—ésima, x, es posible calcular
flxr), f'(xk) y f"(xx) ( f € C?(zx)), entonces se puede obtener la siguiente aproximacion zy 1, como el punto
estacionario del polinomio de Taylor de orden 2 de f (x) en el punto xy,

f"(wk)
2!

Tof (xr,2) = k) + f'(xr) (@ — 2p) + (z — ax)?

Si xp41 es un punto estacionario de Ts f(xy; x)
0= Tglf(l"k; Thy1) = fl(l"k) + f”(l"k)(wkﬂ — x,)

y despejando x4 resulta

_ f(a)
f”(ﬂfk)

Tk41 = Tk

el proceso se repite hasta que el valor de la primera derivada sea suficientemente pequefio

[ (k)| < e

con € > 0, el error méximo admitido.

La figura 2.7 ilustra los pasos generales del método de Newton, notar que x11 es el corte con el eje z, de la
recta tangente a f’ (z) en el punto wy.

Desafortunadamente el método depende de la eleccién del punto de partida y de la naturaleza de la funcién
y es bastante posible que este método no converja hacia el verdadero punto estacionario de f (x). La figura 2.8
ilustra esta dificultad. Si comenzamos en un punto a la derecha de xg, las aproximaciones sucesivas se alejaran
del punto estacionario z.
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Tteracién k Tk I (xg) 7 (xr) Tht1
1 0.400000 1.152000 3.840000 0.100000
2 0.100000  0.108000 2.040000 0.047059
3 0.047059 0.025324 1.049692 0.022934
4 0.022934 0.006167 0.531481 0.011331
5 0.011331 0.001523 0.267322 0.005634
6 0.005634 0.000379 0.134073 0.002807

Tabla 2.2: Método de Newton-Raphson partiendo de A\; = 0.4

f'ix)

Figura 2.8: Método de Newton-Raphson (Divergencia)

En general si se utiliza un punto inicial que se encuentre demasiado lejos del punto estacionario, la sucesién
creada mediante el método de Newton, en general, no convergerd hacia el punto estacionario. No obstante, si
el punto inicial estd suficientemente cerca del punto estacionario, el método si serd convergente y ademds con
convergencia muy rapida (convergencia cuadrética).

Ejemplo 2.37 Considerar la funcion f (x) definida como

flz) = 4a3 =32t >0
YT\ 42% 4324 2<0

Solucién: En primer lugar comprobamos que f (x) es dos veces derivable. El tinico punto conflictivo es
x = 0, pero en ese punto

1222 — 1222 x>0 . .
ra={ e 520 = Jm £O)= im0

z—0~ z—0t

7 _ 24]} - 36%‘2 X Z 0 . 1 T 1
/@) = { 2z +3622 z<o —hm /(0= lim S7(0)
y la funcién f (z) € C% (R).
Por comodidad y puesto que f’(x) y f” (x) son conocidas en todos los puntos, podemos dar la expresién
analitica de la sucesién de Newton

12z, —24a2 .
— k k
£ (xx) Tht1 = 313065, St Tk 20
Tr+1 = Tk — &5
I () _ 12z,42422 .
T+l = Srig0z, STk <0

Utilizamos la expresién anterior, utilizando como partida dos puntos distintos. En el primer caso, zy = 0.40;
y como se muestra en la tabla 2.2, se obtiene el punto 0.002807 después de seis iteraciones; la sucesién {z}
parece convergente hacia z* = 0.
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Tteracién k Tk ) f'(xg) @p4
1 0.600 1.728 1.440 -0.6000
2 -0.6000  1.728 -1.440  0.6000
3 0.600 1.728 1.440 -0.6000
4 -0.600 1.728 -1.440  0.6000

Tabla 2.3: Método de Newton-Raphson partiendo de A\; = 0.6

El segundo punto de partida utilizado serd xg = 0.60 que como se puede apreciar en la tabla 2.3, produce
una sucesién oscilante entre los valores 0.60 y —0.60, y por tanto no convergente.

A pesar de no haber una diferencia demasiado grande entre 0.4 y 0.6, los resultados son completamente
distintos.

Ejemplo 2.38 (Método de Newton-Raphson) Considera el problema
16

Minimizar f(z) = 22? + —.
x
Emplea el método de Newton-Raphson con e =0.01 y zg = 1.

Solucién: Calculamos en primer lugar las expresiones de [’ (z) y f” (z) que vamos a necesitar en cada
iteracion.

16 32
P =t - = ) =4t
Paso 1.
If (z0)| =12 > 0.01
’ 7 —12
xo=1 fl(xg)=-12 f"(x9) =36 :>x1:1—¥:1.3333
Paso 2.
|f (z1)| = 3.6673 > 0.01
, . —3.6673
x1 =1.3333  f'(x1) = —-3.6673 f"(x1) =17.5010 = 2o =1.3333 — ———— = 1.5428
17.5010
Paso 3.
|f' (z2)| = 0.5508 > 0.01
, " —0.5508
xo = 1.5428  f'(x3) = —0.5508 f"(x2) = 12.7141 = x3 = 1.5428 — ———— = 1.5861
12.7141
Paso 4.
|f (z3)| = 0.0156 > 0.01
, " —0.0156
x3 = 1.5861 f'(x3) = —0.0156 f"(x3) =12.0197 = x4 = 1.5861 — —— = 1.5874
12.0197
Paso 5.

|f (x4)] = —1.2624¢ — 005 < 0.01

La solucién obtenida es
¥ = x4 = 1.5874
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Meétodo de biseccién

Si la funcién f(z) € Ct (I), cumple la propiedad 2.10 en I, entonces el punto de éptimo se alcanzard donde
f'(z) = 0. Si disponemos de ambas funciones, f(z) y su derivada f’(z), entonces podemos utilizar un método
de reduccién del intervalo utilizando unicamente un punto, en lugar de dos, para identificar el punto donde
f'(z) = 0. Por ejemplo, si en el punto z, ocurre f'(z) < 0, ese minimo no podrd alcanzarse a la izquierda de
z. En otras palabras, podemos prescindir del intervalo x < z. Si ocurre f/(z) > 0, entonces el minimo no se
va a encontrar a la derecha de z, es decir, eliminaremos el intervalo z > z. Utilizando esta filosofia podemos
construir el método de biseccién (o método de buisqueda de Bolzano).

Sirve para funciones f : [a,b] C R — R, con derivada continua, y tales que

f'a)- f'(b) <0

Se basa en el cédlculo de soluciones de

aplicando el teorema de Bolzano.
Se considera el punto medio del intervalo x,, = (a 4+ b)/2. Puede ocurrir alguno de los siguientes casos:

Caso 1. Si f/(z,) = 0, entonces A es el punto estacionario buscado.

Caso 2. Si f/'(z,,) > 0, entonces podemos eliminar el intervalo [z,,,b] y se repite el proceso tomando como
nuevo intervalo [a, Z,,].

Caso 3. Si f/(xy,) < 0, entonces podemos eliminar el intervalo [a,z,,] y se repite el proceso tomando como
nuevo intervalo [2,,, b]

Como en cada paso se reduce a la mitad la longitud del intervalo de incertidumbre, el algoritmo es lineal de
razon 0.5.

Al tratarse de un método de reduccion de intervalo, en el que en cada paso reducimos la longitud del intervalo
a la mitad, podemos calcular el nimero de pasos, n, necesarios para alcanzar una determinada precisién, € > 0.
Vemos que si partimos de un intervalo [ag, by, de longitud Lg. Si en ese punto ocurre f/(x,,) # 0, en cualquiera
de los casos (2 o 3), nos quedamos con un intervalo, [a1,b;], de longitud Ly = Lo/2. Al cabo de n pasos
consecutivos del algoritmo obtenemos un intervalo [ay, b,] de longitud L, = L/2™. Si cogemos el punto medio
de este intervalo final como solucién aproximada de la ecuacién f/(z) = 0, estaremos cometiendo un error menor
o igual que L, /2, i.e., si queremos calcular el punto estacionario con un error < &, entonces el intervalo final
tiene que cumplir

L
Ln/2<5$2—n<€

y por tanto tenemos que repetir los pasos del algorimo un nimero n de veces determinado por

L
10g22—n < logy e & logy, L —log, 2" < logy e < logy L —n < logye < logy, L —logy e < n

L
n > logy =

Algoritmo biseccion

e Paso inicial. Sea [ag,bo], y el intervalo inicial de incertidumbre donde tenemos que calcular el punto
estacionario. Asumimos que f’(ag) < 0, y f'(bo) > 0, (en caso contrario podemos cambiar f por —f).
Sea ¢ la longitud final del intervalo de incertidumbre. Calculamos n como el menor entero positivo que

. 1\ 7 . o
verifica (3)" < ¢e/(bo — ag). Hacer k =1 e ir al paso principal.

e Paso prinicipal.

Paso 1.- Hacer A\, = 3(aj, + bi), evaluamos f'(A;). Si f'(A\y) = 0, parar; A; es la solucién éptima. En
caso contrario, si f'(A;) > 0 ir al Paso 2, o ir al Paso 3 si f'(\;) < 0.

Paso 2.- Hacer ag1 = ar y bg+1 = M. Ir al Paso 4.

©SPH



54 Capitulo 2. Optimizacién no lineal

Iteracién k ay, by, Ak 0" (\&)

1 —3.0000 6.0000 1.5000 5.0000
2 —3.0000 1.5000 | —0.7500 0.5000
3 —3.0000 | —0.7500 | —1.8750 | —1.7500
4 —1.8750 | —0.7500 | —1.3125 | —0.6250
5 —1.3125 | —0.7500 | —1.0313 | —0.0625
6 —1.0313 | —0.7500 | —0.8097 | 0.2186
7 —1.0313 | —0.8097

Tabla 2.4: Método de biseccion.

Paso 3.- Hacer a1 = Ap ¥ bp+1 = bg. Ir al Paso 4.

Paso 4.- Si k = n, parar; el minimo cae en el intervalo [a, 1, b,+1]. En caso contrario, reemplazar k por
k+ 1 y repetir el Paso 1.

Ejemplo 2.39 Considerar el siguiente ejemplo

Minimizar  f(z) = 2% + 22
Sujeto a -3<z<6

Solucién: Supongamos que queremos reducir el intervalo de incertidumbre hasta un intervalo cuya longitud
sea como mucho 0.2. Por tanto debemos elegir n tal que %n < Lo/(b—a) =0.2/9 = 0.0222. Esto da un valor
de n = 6.

Repetimos el proceso, y presentamos un resumen en la tabla 2.4. Notar que el intervalo final de incertidumbre

es [—1.0313, —0.8907], por tanto el minimo puede tomarse como —0.961.

Método de la secante

El método de la secante combina el método de Newton con un esquema de reduccién de intervalo para
encontrar, si existe, la rafz de la ecuacién f'(z) = 0, en el intevalo (ag,bp). Supongamos que en ese intervalo
se cumplen las condiciones del método de biseccién discutido en la seccién anterior, i.e., f'(ag) - f'(by) < 0. El
algoritmo de la secante aproxima la funcién f’(z) como una “linea secante” que une los puntos (ao, f'(ag)) y
(bo, f'(bg)) y determina el siguiente punto en la sucesién donde esta recta se anula.

Partimos de la condicién

f'(ao) - f'(bo) <0
La recta que une los puntos (ag, f'(ao)) ¥ (bo, f'(bo)), es

T —bo y — f'(bo)

ap—by f'(ao) — f"(bo)

que corta al eje z, (y = 0) en el punto

r—bo _ —f'(bo)
ap — by f'(ao) — f"(bo)

J"(bo) (bo — ao)
f'(bo) — f"(ao)
Siendo A el siguiente punto del algoritmo. Para el siguiente paso se elige el punto ¢, de entre a y b, que cumpla

fN) - f'(e) <0

Ejemplo 2.40 (Método de la Secante) Consideremos de nuevo el problema

A=by—

16

Minimizar f(x) =22 + — 1<z<5
x
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Solucion. 16
f(x) =4z — o

1¢ Tteracidn.

Paso 1.
bp=5 f'(bo) =19.36
ap =1 f(ap) = —12
Paso 2.
A=5— %%Tw =2.53
Paso 3.

FA)=762=b =253, a;=1

2% Tteracion.
Paso 2.

7.62-(2.53 —1)

A =253
N (A ET)

=194

Paso 3.
F(X) =3.51 = by =1.94, as =1

Seguir hasta que |f'(c)| < e.

2.4.2 Optimizacién sin restricciones multivariante

Describiremos a continuacién algunos de los métodos numeéricos bésicos utilizados en la resolucién de pro-
blemas no lineales sin restricciones en varias variables.

Précticamente para todos los métodos existe una estructura comun. El algoritmo comienza desde un punto
inicial, a continuacién se determina mediante una regla dada una direccion de movimiento y a continuacién se
busca el minimo sobre esa direccién para obtener la siguiente aproximacién desde la cual se repite el proceso.

Como se puede suponer la diferencia entre los métodos radica en la regla mediante la cual se selecciona la
direccién de movimiento en cada paso del algoritmo. El proceso de bisqueda del minimo sobre la recta se llama
busqueda lineal. Una vez fijada la direccién de movimiento, el valor de la funcién objetivo depende solamente de
una variable, que es precisamente la longitud recorrida en la direccién elegida, y sobre esta funcién “univariante”
se pueden utilizar los algoritmos de biisqueda descritos en el tema anterior para funciones de este tipo.

Describiremos en primer lugar un método de bisqueda directa, que solamente utilizan evaluaciones de la
funcién en diferentes puntos. Posteriormente se describirdn métodos que utilizan las primeras y segundas
derivadas de la funcién.

Métodos de busqueda directa

Para la aplicacién de estos métodos solamente es necesario conocer el valor de la funcién objetivo en cualquier
punto del espacio y no es necesaria ninguna hipdtesis adicional acerca de la diferenciabilidad de la funcién.
Podemos emplear estos métodos, bien cuando el gradiente de la funcién, V f (x), no exista, no sea conocido o
simplemente porque su expresiéon es demasiado compleja para poder manejarlo con eficacia.

Podemos clasificar los métodos que solamente utilizan evaluaciones de la funcién en métodos heuristicos y
métodos tedricos.
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Meétodo simplex o método S? Es un método de biisqueda heurfstica desarrollado por Spendley, Hext y
Himsworth y estd basado en la evaluacién de la funcién en los vértices de un simplex regular. En n dimensiones,
un simplex regular es un poliedro compuesto por (n + 1) puntos equidistantes, estos puntos son los vértices del
simplex. Por ejemplo, un tridngulo equildtero es un simplex en dimensién 2, mientras que un tetraedro es un
simplex para n = 3. La principal propiedad del simplex explotada por este algoritmo es que se puede generar
un nuevo simplex proyectando uno cualquiera de sus vértice una determinada distancia a través del centroide
de los demds vértices. El nuevo simplex se construye reemplazando el vértice reflejado por el generado mediante
este procedimiento de reflexién. De esta forma construimos un nuevo simplex utilizando solamente una nueva
evaluacion de la funcién objetivo. En la figura 7?7 se puede observar el proceso para 2 dimensiones.

4 4
3 {1 3t 1
2 2
X X /O
2 { 2t Y .
1 1 1t .
0 x! 0 x!
X b
0 0
1 {1 At .
2 1 1 1 1 2 1 1 1 1
2 1 0 1 2 3 4 2 1 0 1 2 3 4
4
3. i

Figura 2.9:

El método comienza construyendo un primer simplex regular en el espacio de las variables independiente y
evaluando la funcién en cada uno de sus vértices. Se localiza el “peor” vértice, es decir, el vértice en el que la
funcién objetivo toma el valor mayor de entre todos los vértices del Simplex. Este vértice se “refleja” a través
del centroide de los demds para generar un nuevo punto. Este punto junto con los restantes constituyen los
vértices del nuevo simplex. El proceso se repite hasta que se obtiene el minimo o se entra en un ciclo entre 2 o
mds simplex, es decir, volvemos a obtener un simplex que ya habfamos construido previamente. Esta situacion
se puede resolver siguiendo tres reglas:

Regla 1. Acotamiento minimo
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Si el vértice que hay eliminar (por reflexién) ha sido generado en la iteracién previa, entonces se elige en
su lugar el segundo “peor” vértice.

Regla 2. Ciclado

Si alguno de los vértices permanece invariante después de M iteraciones, se reduce el tamafno del simplex
mediante un factor determinado. El nuevo simplex se construye a partir del vértice en el que la funcién
alcanza el valor méds pequeno como punto base. Los trabajos de Spendley y colaboradores sugieren un
valor para M de

M = 1.65n + 0.05n°

donde n es la dimensién del problema, y M se obtiene por redondeo al entero més cercano. Obviamente,
esta regla requiere la especificacién de un factor de reduccién.
Regla 3. Criterio de finalizacion

La busqueda termina cuando el simplex se hace suficientemente pequeno o cuando la desviacién estandar
de los valores de la funcién en los vértices se hace suficientemente pequena, es decir

(f@) -0 [ f@)
=0 1=0

SI=NT arT N\ e S <
donde .
> f)
=5

Esta regla requiere la especificacién de un pardmetro de finalizacién: ¢

La implementacién de este algoritmo requiere sélo dos tipos de cdlculos: (1) la generaciéon de un simplex
regular a partir de un punto base inicial y un factor de escala apropiado, y (2) el cdlculo del punto reflejado.
El primer tipo de cédlculo es muy fécil de realizar, puesto que puede demostrarse por geometria elemental que
a partir de un punto cualquiera x(©) y un factor de escala a (longitud del lado del simplex), se pueden generar
los otros n vértices del simplex regular (en dimensién n ) utilizando las expresiones:

(o[ X re =i
J x4 sy A

parai,j =1,2,3,...,n. Los valores de §; y 2 dependen solamente de n y « a través de las expresiones:
s (n+1)"*4n-1 .
1 3
6o = 7(71—1— 1)1/2 —1 «
nv2

El segundo tipo de cédlculo, reflexién a través del centroide, es también muy sencillo de realizar. Supongamos
que xU) es el punto que hay que reflejar. Entonces el centroide de los restantes n puntos es

| IR
—— (@)
=23 %
1=0
i#]
Cualquier punto en la linea que une x\) y x, viene dado por
x = x4\ (Xc _ x(j))
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Donde A € R. Por ejemplo, para A = 0 tenemos el puntos original x(/), mientras que para A = 1 obtenemos
el centroide, x.. Para mantener la regularidad del simplex, la reflexién debe ser simétrica y por tanto el valor
buscado es A = 2. Asi )
J

(49— _
X - QXC xantiguo

nuevo
Veamos como ilustracién del método, ambos cédlculos en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 2.41 Utiliza el método S? para resolver el problema

Minimizar f(z) = (1 —z1)% 4+ (2 — 22)?

Solucién: La construccién del simplex inicial requiere la especificacién de un punto inicial y de un factor
de escala. Supongamos x(?) = (0,0) y a = 2. Entonces

61 = V3+1 -2=1.9319
2V2
3—-1
6o = V3 -2=0.5176
22
Con esos valores, los dos vértices restantes seran
<2 _ 0+40.5176 | | 0.5176
o 0+1.9319 | | 1.9319
< 0+1.9319 | | 1.9319
o 0+0.5176 | ~ | 0.5176

La funcién objetivo f (z,y) en esos puntos toma los siguientes valores

f (ac(o)) =5
f(z) = 3.0658
f(z®) =0.2374

Por tanto x(9) es el punto que tiene que ser reflejado para formar el nuevo simplex. El punto x(®), se calcula de
la siguiente forma
2
i=1

(3) _ () Y () (0 _ | 2.4495
XV = mx T =X AT X _[2.4495

X =

N =

(xu) + x(z))

N =

En el nuevo punto f (x(?’)) = 2.3027 y por tanto se mejora el resultado. El nuevo simplex estarfa compuesto por
los puntos: x(M), x(2) y x(3)_ El algoritmo continuarfa ahora reflejando el punto donde la funcién toma el mayor
valor: x1). El algoritmo se reproduce como anteriormente, salvo cuando nos encontramos con situaciones que
requieren las reglas 1, 2 o 3, descritas con anterioridad.

El algoritmo S? dado anteriormente tiene una serie de ventajas:

1. Los cédlculos son muy simples y la légica del método no es complicada, por tanto el programa serd corto.
2. El almacenamiento es relativamente pequetio: un vector de dimensiones (n + 1,1 + 2)

3. Se necesitan pocos pardametros modificables: el factor de escala «, un factor para reducir « si se utiliza la
regla 2, y un criterio de parada.

4. El algoritmo es efectivo cuando las evaluaciones de los errores son significativas, puesto que opera en el
peor caso en lugar del mejor punto.

Por otra parte el algoritmo tiene también varias e importantes desventajas:
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1. Se pueden producir problemas de escala puesto que todas las coordenadas estén sujetas al mismo factor de
escala a. Para disminuir este efecto, se pueden escalar todas las variables de forma que tengan magnitudes
comparables.

2. El algoritmo es lento, puesto que no se utiliza informacién ya conocida para acelerar el movimiento.

3. No hay ninguna forma simple de expandir el simplex sin volver a calcular todo el patrén. Asi, una vez
que se reduce «, la bisqueda debe comenzar con este tamafno de paso reducido.

Para eliminar parcialmente algunas de las desventajas de este método, Nelder y Mead modificaron el pro-
cedimiento del simplex, observando que aunque es conveniente utilizar la férmula de construccién del simplex
regular en el estado inicial del método, no hay por qué mantener la regularidad del simplex cuando se sigue con
el procedimiento de busqueda. De esta forma, se pueden efectuar expansiones y contracciones en el proceso de
reflexién. Esta modificacién requiere la utilizacién del punto con el mayor valor para f (x), X", el siguiente con
mayor valor para f (x), x7, y el punto con el menor valor para f (x), x!, junto con los correspondientes valores
de la funcién en dichos puntos f*, f9 y f'. Teniendo en cuenta esta informacién y que el paso de reflexién viene
dado mediante la férmula

x = x"4+\ (xC - xh)

o equivalentemente por
x =x"+(146) (xc — xh)

Si 6 = 1, tenemos la reflexién normal. Cuando —1 < 6 < 1, se produce una reflexién mads corta o contraccion,
mientras que si 6 > 1, se generard un paso de reflexién de mayor longitud o una expansion del simplex. Podemos
observar esta propiedad en la figura 2.10. Los tres valores de 6 utilizados para reflexién normal, contraccién y
expansion se indican respectivamente como «, 3y 7y, y se utilizan segun los criterios indicados en la figura. Los
cdlculos de Nelder y Mead recomiendan los valores de o = 1, 8 = 0.5 y v = 2 respectivamente.

{a) Reflexion normal (=a=l} (b) Expansidn (8=y>1]
1
e (X ona) < F (% uevo) < F
e % = X
_':, nuevo - ™ nuevo
o T /-:}D = --'?
(h) X () s
X ~ x s
(c) Contraccién (8 =3 <0Q) (d) Contraccidn (8 = 8>0)
g
f(x >F ] h
( nun::!.lu:l fde f(xnueuu] < f
¥
h
f(xl'll.lﬂllﬂ) 2 f

Figura 2.10: Método Simplex de Nelder-Mead
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Meétodos de descenso coordenado Como se ha comentado al principio de la seccién la mayoria de los
métodos (salvo el método Simplex) que vamos a ver se fundamentan en encontrar el minimo de la funcién
objetivo sobre una direccién determinada. Por tanto, dada la funcién f : R® — R, y si x* es la aproximacién
k—ésima al minimo exacto x*, se elegird una direccién d* € R™ de bisqueda a partir de esta aproximacién y se
buscar4 el minimo de f (x) sobre esa direccién para conseguir la aproximacién (k + 1)-ésima, x**1. Se trata
de resolver el problema
Mini(llnizar f (xk + ozdk) =g(a)

donde la tinica incégnita es «, que sers el desplazamiento desde x* en la direccién d* para encontrar a x**1.
Este problema es de una variable y podemos emplear los métodos de la seccién correspondiente. Posteriormente
se utilizard el punto x**! como punto de partida para conseguir la siguiente aproximacién sobre la direccién
indicada en el método.

El método de descenso coordenado es el método méds sencillo para elegir la direccién de bisqueda. Si

xF = (x¥,...2F ... 2F), el descenso respecto a la coordenada x;, significa resolver el problema

Minimizar g; (a) = f(af,..., 2% + a,...2%)
«

y por tanto este método utiliza los ejes coordenados como direcciones de biisqueda. El método busca el minimo
de f en las direcciones coordenadas

sélo hay variaciones en la coordenada x;, mientras que las demds permanecen fijas. Si minimizamos de forma
secuencial para diversas componentes de f (x) podriamos llegar a un minimo relativo de f (x).

En el algoritmo de los métodos de descenso coordenado una iteracién completa del método termina cuan-
do se han recorrido todas las direcciones coordenadas posibles. Una iteracién, en general no acaba después
de minimizar en una unica direccién, sino después de hacerlo sobre un conjunto de direcciones coordenadas
establecidas, de entre las que destacamos las siguientes:

1. Descenso coordenado ciclico. Minimiza la funcién f (x) en cada direccién de forma ordenada, desde
la coordenada 1 (direccién e') hasta la coordenada n (direccién e™). Posteriormente se repite el proceso
comenzando de nuevo desde la primera coordenada.

2. Doble recorrido de Aitken. FEn esta variante del método de descenso coordenado, se minimiza la
funcién en todas las direcciones coordenadas, e',...,e", para a continuacién volver a minimizar hacia
atrds, desde la direccion e,,_1 hasta la e;. En este método se requieren 2 (n — 1) busquedas lineales en
cada iteracién. Para n = 2 este método y el anterior coinciden.

A continuacién se indica el procedimiento para el algoritmo del método de descenso ciclico
Algoritmo del método de descenso coordenado ciclico

o Inicio. Elegir un escalar € > 0 para utilizarlo como criterio de parada del algoritmo, y e', ..., e" como las
direcciones de buisqueda. Elegir un punto inicial x°. Hacer y! =x% k =0y j = 1 e ir al paso principal.

e Principal.

Paso 1.- Calcular a; como la solucién éptima del problema de minimizar f(y’ + ae’),a € R", hacer
y/ Tl =yJ +a;el. Sij <n,sereemplaza j por j + 1y se repite el paso 1. En otro caso, si j = n ir
al Paso 2.

Paso 2.- Hacer x**! = y"+1. Si ||x**! — x¥|| < ¢, parar. En otro caso, se define y! = x**ly j =1, se
reemplaza k por k4 1. Se va al Paso 1.

Ejemplo 2.42 Considerar el siguiente problema

Minimizar (z1 — 2)4 + (z1 — 219)?
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Iteracion k x}
Sxi) g df yi o Vit
1 (0.00,3.00) 1 (1.0,0.0) (0.00,3.00) 3.13  (3.13,3.00)

52.00 2 (0.0,1.0) (3.13,3.00) —1.44 (3.13,1.56)

2 (3.13,1.56) 1 (1.0,0.0) (3.13,1.56) —0.50 (2.63,1.56)
1.63 2 (0.0,1.0) (2.63,1.56) —0.25 (2.63,1.31)
3 (2.63,1.31) 1 (1.0,0.0) (2.63,1.31) —0.19 (2.44,1.31)
0.16 2 (0.0,1.0) (2.44,1.31) —0.09 (2.44,1.22)
4 (2.44,1.22) 1 (1.0,0.0) (2.44,1.22) —0.09 (2.35,1.22)
0.04 2 (0.0,1.0) (2.35,1.22) —0.05 (2.35,1.17)
5 (2.35,1.17) 1 (1.0,0.0) (2.35,1.17) —0.06 (2.29,1.17)

0.015 2 (0.0,1.0) (2.29,1.17) —0.03 (2.29,1,14)

6 (2.29,1,14) 1 (1.0,0.0) (2.29,1,14) —0.04 (2.251.14)
0.007 2 (0.0,1.0) (2.25,1.14) —0.02 (2.25,1.12)
7 (2.25,1.12) 1 (1.0,0.0) (2.25,1.12) —0.03 (2.22,1.12)

0.004 2 (0.0,1.0) (2.22,1.12) —0.01 (2.22,1.11)

Tabla 2.5: Método Coordenado Ciclico

Solucién: La solucién a este problema es el punto (2,1) con un valor de la funcién objetivo igual a 0. El
resumen de los cdlculos mediante el método coordenado ciclico comenzando desde el punto (0.00,3.00) se da en
la tabla 2.5. Notar que en cada iteracién, los vectores y2 e y® se obtienen desarrollando una biisqueda lineal en
las direcciones (1,0) y (0,1), respectivamente. Después de 7 iteraciones, alcanzamos el punto (2.22,1.11), con
un valor de 0.0023 para la funcién objetivo.

En la figura 2.11 se han dibujado los isocontornos de la funcién f (z1,22) = (21 — 2)4 + (21 — 2x2)2, y
algunos de los puntos generados mediante el método de coordenadas ciclico aplicado a esta funcién. Notar que
el avance significativo se experimenta en las primeras iteraciones, mientras que en las posteriores iteraciones el
progreso se ralentiza.

Métodos basados en el gradiente

Los métodos desarrollados en esta seccién utilizan la informacién proporcionada por el gradiente de la
funcién, y en algunos casos la informacién dada por su matriz Hessiana, por tanto, para aplicarlos necesitamos
que la funcién sea diferenciable e incluso dos veces diferenciable.

Discutimos en primer lugar métodos que solamente utilizan informacién de primer orden y asumiremos que
podemos obtener los elementos del gradiente, V f(x), de forma directa o mediante aproximaciéon numeérica.

Todos los métodos considerados aqui emplean un procedimiento iterativo similar, segin la férmula de recur-
siva

x* D = x(®) 4o, d [x(k)} (2.13)

donde x(®) es la estimacién actual de la solucién x* del problema; aj es un pardmetro que determina la
longitud de paso y d [x(*)] = d* es la direccién de bisqueda elegida en el espacio n-dimensional de las variables
de decisién.

Meétodo de descenso de mayor pendiente o del gradiente Este método es el de mayor importancia
tedrica debido a que es uno de los mds sencillos para los que existe un andlisis satisfactorio. A menudo se
pueden conseguir algoritmos méds avanzados modificando la técnica de descenso de mayor pendiente.

Sea f : R" — R; f € C}(R"), el método de mayor pendiente o de gradiente se fundamenta en la contruccién
de una sucesién {x*} que sea convergente a la solucién del problema del siguiente modo: la recta que pasa por
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Figura 2.11: Método de coordenadas ciclico

X Y Xp41 tiene que tener la direccién de maximo descenso en x¥. Si d € R™ es una direccién de descenso en
x* entonces por el teorema de caracterizacién de las mismas (puesto que f (x) es diferenciable), tenemos

f (xk—i-ad) —f (xk)

T
~Vf(xF) d<0
y si queremos maximizar la pendiente (término izquierdo), tendremos que resolver el problema
e . T
Minimizar Vf (x*)" d

para todas las direcciones d, de descenso.
Como estamos interesados en la direccién, tomaremos d un vector unitario, es decir, ||d|| = 1.

V(%) d<0=-vf () d=|vr(x) q
y aplicando la desigualdad de Schwartz
VF ) < V5 )l =95 ()]
y por tanto

~VI () d<||Vr () |
multiplicando por —1
VI(xi)'d >[IV (xi)]
y la igualdad se obtiene cuando
Vf (xk)
IVf (M)l

La recta que une x* y x**1 es tangente a la curva de nivel de f (x) en x*; se define x**!como:

d=—

X = xP — a, VF(x") ap >0 (2.14)
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El problema que se plantea consiste en determinar el a adecuado. En general para que la sucesién “siga” la
curva de maxima pendiente «j debe ser pequeno, lo que ralentiza el algoritmo, mientras que si oy es grande,
pueden producirse grandes desviaciones sobre dicha curva de médxima pendiente.

El valor de ay, se obtiene al minimizar la funcién f (x), en la direccién que indica el gradiente de f (x) en el
punto x¥, de modo que en el punto x**! se alcance el minimo de f (x) sobre la recta normal de ecuacién

x=x"—aVfx") a>0

Es decir, elegimos ay, de forma que minimice la curva g (a) = f(x* — aV f(x*)) respecto a a.

El método se aproxima al minimo de una forma lenta, puesto que el cambio en las variables estd directamente
relacionado con la magnitud del gradiente, que tiende a 0. No hay ningin mecanismo para producir una
aceleracién hacia el minimo en las iteraciones finales. La mejor ventaja del método de Cauchy es la propiedad
de descenso que tiene, puesto que por la naturaleza del método en cada iteracién aseguramos que

POt <7 ()
Este método también se denomina método de Cauchy.

Ejemplo 2.43 Considera la funcion
f(x) = 82% + 4z 29 + 523

obtener el minimo de f (x) utilizando el método de Cauchy

Solucién: Para comenzar, calculamos las componentes del gradiente de f (x)

O _ 6y + da
8%‘1
O 4e) 1 10m
81‘2

Ahora para emplear el método de la maxima pendiente, utilizamos x(%) como aproximacién inicial de la solucién,
donde:
(0) _ 10

y generamos una nueva aproximacién mediante la férmula 2.14

xM = xO _ vy (X<o>>
_ [0 ] 200
~ |10 140
[ 10— 200«
~ | 10 - 140«

El valor del pardmetro ag se obtiene minimizando en la direccién V f (x°), de forma que:

f(x) =min f (x” —aVf (x7))

S (XO —aVf (xo)) = f(10 — 200c, 10 — 140c)
= 1700 — 59600a 4+ 5300002

que es una funcién cuadrédtica unidimensional cuyo minimo puede obtenerse fdcilmente por derivacién

/() = 10600000 — 59600
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59600

= Toeoo00 V90

(@) =0 ap
por tanto
1| —1.20
T 216
El paso siguiente es calcular x2
X =x' - Vf (xl)

evaluando el gradiente en x! y realizando la busqueda lineal.

Los valores obtenidos para los 4 primeras iteraciones son los siguientes:

oy x5 f (xk)
—1.2403 2.1181 24.2300
0.1441 0.1447  0.3540
—0.0181 0.0309  0.0052
0.0021 0.0021 0.0000

B~ W N |3

Dado un punto x, el algoritmo del método del gradiente o de la méaxima pendiente se construye desarrollando

—V/i(x)

una buisqueda lineal a lo largo de la direccién m, o equivalentemente, a lo largo de la direccién —V f(x).

El algoritmo asociado a este método podria realizarse como sigue:

Algoritmo del método del Gradiente

e Inicializacién. Elegir ¢ > 0 un escalar que determina la terminacién del método. Elegir un punto de
partida x°, hacer & = 0 e ir al paso principal.

e Principal. Si ||[Vf(x¥)|| < ¢, parar; en otro caso hacer d¥ = —V f(x¥), y calcular a; como el valor que
minimiza la funcién univariante f(x* +ad*) con a > 0. Hacer x**! = x*¥ + a;,d¥, reemplazar k por k+ 1
y repetir el paso principal.

Debido a la lentitud en la convergencia de este método, este se puede modificar de forma que limitemos
el nimero de iteraciones realizadas, introduciendo para ello un nuevo pardmetro, M, en el paso principal que
controle si dicho limite es superado o no.

Ejemplo 2.44 Considera el siguiente problema
Minimizar (z, — 2)* + (21 — 222)>

Solucién: Resolveremos el problema utilizando el método del gradiente, comenzando con el punto x° =
(0.00, 3.00). La tabla 2.6 muestra un resumen de los cdlculos. Después de 7 iteraciones, alcanzamos el punto
x® = (2.28,1.15). El algoritmo termina puesto que ||V f(x3)|| = 0.09 es pequefio. Podemos observar la evolucién
del método en la figura 2.12. Notar que la solucién de este problema es (2.00, 1.00).
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Iteracién k xF f (x) vf(x") IVIM] d"=-Vf(") o xFFT

1 (0.00,3.00)  52.00 (—44.00,24.00)  50.12  (44.00, —24.00) 0.062 (2.70,1.51)
2 (2.70,1.51) 0.34 (0.73,1.28) 0.147 (—0.73,—1.28) 0.24  (2.52,1.20)
3 (252,1.20)  0.09  (0.80,—0.48) 0.93 (—0.80,0.48)  0.11  (2.43,1.25)
4 (2.43,1.25) 0.04 (0.18,0.28) 0.33 (—0.18,-0.28) 0.31 (2.37,1.16)
5 (237,1.16)  0.02  (0.30,-0.20) 0.36 (~0.30,0.20) 0.2 (2.33,1.18)
6 (2.33,1.18) 0.01 (0.08,0.12) 0.14 (—0.08,-0.12) 0.36  (2.30,1.14)
7 (2.30,1.14)  0.009  (0.15,—0.08) 0.17 (~0.15,0.08)  0.13  (2.28,1.15)
8 (2.28,1.15)  0.007  (0.05,0.08) 0.09

Tabla 2.6: Método del gradiente

35 / T T T T T
3 '}aq B
o
25 # b
- g
| /
“] L
| /
EI 1 1
0 04a 1

Figura 2.12: Método del Gradiente

Método de Newton Como en el caso univariante, el método de Newton consistird en la aproximacién a la
funcién f mediante una funcién cuadrética en x* y calcular x**! como el minimo exacto de esta aproximacion.
Si tomamos como aproximacién de f (x) su desarrollo en series de Taylor hasta el segundo orden en x* obtenemos
la expresion:

F0) = @ (30) = Fx5) + V()T (x = ) 4 3 (3 — ) THLF () (x — )

donde se ha supuesto que la funcién f : R" — R es de clase C*(R"™). Ahora la aproximacién (k + 1)—ésima es
el punto estacionario de esta aproximacién y por tanto

VQ (x"t) =0 & V") + Hf(x")(x" —x*) =0
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y si Hf(xy) es una matriz regular (|Hf(x;)| # 0), entonces podemos despejar x**! premultiplicando por
[Hf (xi)]

Xer1 = Xp — [HF(xi)] 7 VF(x) (2.15)
Teniendo en cuenta las condiciones de suficiencia de 2° orden para que x* sea un punto de minimo relativo de
la funcién f (x), la matriz Hf(x*) debe ser definida positiva = Si f € C?>(R") y Hf(x*) es definida positiva
(o al menos semidefinida positiva) el método convergera cerca de la solucién.

Ejemplo 2.45 Consideremos la siguiente funcion
f(x) =827 + 4w 1wy + 523

donde su gradiente es:
Vf (X) = (16%1 + 4xo, 421 + 10%2)

y su hessiano:

Hieo=[ |

Resuelve el problema de la minimizacion de f (x) utilizando el método de Newton

Solucién: Utilizamos la expresién 2.15, con x° = [ 10 }, obtenemos

10

(w0 (1 10 —4 200 | _[10] (1 1440 | | O
* =110 144)| -4 16 || 140 | ~ | 10 144) | 1440 | ~ | 0
que es la solucién exacta del problema. Este resultado no es sorprendente, ya que, como se esperaba para el
método de Newton aplicado a una funcién cuadritica, el método es exacto.
Ejemplo 2.46 Considerar el siguiente problema
Minimizar (x1 — 2)* + (z1 — 215)?

Solucién: El resumen de los célculos mediante el método de Newton estén dados en la tabla 2.7. En cada
iteracién, x**! estd dado mediante la ecuacién 2.15.

Después de 6 iteraciones, alcanzamos el punto x7 = (1.83,0.91)7. En este punto ||V f(x7)|| = 0.04, y el
procedimiento termina. En la figura 2.13 se presentan los puntos generados por el método de Newton

3.4

Figura 2.13: Método de Newton
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k x* f(x") Vi (x") Hf (x*) Hf (xk)71 -Hf (xk)71 Vi (x") xk+!
1 0.00 59.00 —44.00 50.0 —4.0 1 [80 40 0.67 0.67

| 3.00 | : 24.00 —4.0 8.0 384 | 4.0 50.0 —2.67 | 0.33
5 [ 0.67 ] 313 [ —9.39 ] 23.23 —4.0 1 8.0 4.0 [ 0.44 ] [ 1.11

| 0.33 | : | —0.04 | —4.0 8.0 169.84 | 4.0 23.23 | 0.23 | | 0.56
3 [ 1.11 ] 0.63 [ —2.84 ] 11.50 —4.0 1780 40 [ 0.30 ] [ 1.41 T

| 0.56 | : | —0.04 | —4.0 8.0 76 | 4.0 11.50 | 0.14 | | 0.70
4 [ 1.41 ] 019 [ —0.80 ] [ 6.18 —4.0 | 1 8.0 4.0 [ 0.20 ] [ 1.61

| 0.70 | : | —0.04 | | —4.0 8.0 | 33.44 | 4.0 6.18 | 0.10 | | 0.80
5 [ 1.61 ] 0.02 [ —0.22 ] [ 383 —4.0 ] 1 8.0 4.0 [ 0.13 ] [ 1.74

| 0.80 | : | —0.04 | | —40 8.0 | 14.64 | 4.0 3.83 | 0.07 | | 0.87
6 [ 1.74 ] 0.005 [ —0.07 ] [ 2.81 —4.0 ] 1 8.0 4.0 [ 0.09 ] [ 1.83 ]

| 0.87 | : | 0.00 | | —4.0 8.0 | 6.84 | 4.0 2.81 | 0.04 | | 0.91

[ 1.83 ] 0.0003
7 0.91 0-0009 { —0.04 w

Tabla 2.7: Método de Newton

En el ejemplo anterior el valor de la funcién objetivo decrecia en cada iteracién. Sin embargo, para el método
de Newton este no es el comportamiento general y tiene los mismos defectos que el método equivalente para
funciones de una variable: es un método local y su convergencia depende de lo cerca de la solucién que esté el
punto inicial.

Método de Newton Modificado La desventaja del método de Newton es que si la aproximacién inicial
del método, x°, est4 situada lejos del punto solucién x*, puede ocurrir, como en el caso del método de Newton-
Raphon para funciones de una variable, que la sucesién construida segin la ecuacién 2.15 sea divergente. Sin
embargo, es posible modificar el algoritmo de forma simple y 16gica para asegurar que sea descendente, utilizando
en cada paso una bisqueda lineal como en el método de Cauchy. Si construimos la sucesiéon {xk} definida segin
la ecuacion iterativa

xF =xk [Hf(xk)] - Vf(xb)

eligiendo oy, de forma que
f (xk“) = min f (xk —a [Hf(xk)]71 Vf(xk))

Este es el método de Newton modificado, y se muestra eficiente cuando existen y se pueden calcular de forma
precisa la primera y segunda derivada de f(x). La mayor dificultad del método es calcular la inversa de la
matriz hessiana Hf (x), en cada iteracion.

Meétodo de Levenberg-Marquardt FEste método combina los métodos de Cauchy y Newton. La direccién
de busqueda lineal en cada paso del algoritmo estd expresada mediante la siguiente ecuacién

d¥ = — [Hf (x) + ] 7V (xF) (2.16)

donde A\ > 0. En este caso ap = +1 en la ecuacién 2.13, puesto que el pardmetro A\, se utiliza para controlar
tanto la direccion de biisqueda como la longitud del paso. I es la matriz identidad en el espacio M, x,, (R). Para
comenzar la busqueda tomamos A\g con un valor constante grande y un punto x°, de forma que

[HF (x°) + 2oI] = oI] ! = (Ai) I

0

Por tanto, para \q suficientemente grande, d* — —Vf (xo) y tenemos el método del gradiente. Ahora bien
si A decrece hasta cero, entonces obtendremos el método de Newton. De acuerdo a este esquema, después del
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primer paso, si obtenemos f(x!) < f (XO), entonces elegimos A\ < Ag, e iteramos de nuevo, en caso contrario
ponemos \g = BAg, con 3 > 1,y realizamos el paso previo de nuevo. Resumimos el algoritmo como sigue:

Algoritmo de Marquardt

Paso 1. Definimos x°, el punto inicial o primera aproximacién de x*. M el miximo nimero de iteraciones
permitido, y ¢ el criterio de convergencia o parada. Hacemos k =0y A\; = 10%

Paso 2. Calculamos V f (xk)
Paso 3. Si HVf (xk)H < e = x* =x". Parar
Paso 4. Si k > M = Superado el nimero de iteraciones. Parar.

Paso 5. Calcular .
d¥ =— [Hf (x*) + I VS (%)

Paso 6. Calcular
N SN

Paso 7. Si f (xk“) <f (xk) = A1 = %)\k v k— k+1. Ir al Paso 2.
Paso 8. Si f (x**1) > f (x*) = Ay — 2X;. Ir al Paso 5.

Las ventajas del método son su simplicidad, la propiedad de descenso, la excelente convergencia cerca de
la solucién, x* y la ausencia de busqueda lineal. La mayor desventaja es la necesidad de calcular Hf (xk) y
resolver el conjunto de ecuaciones correspondientes a 2.16. El método se utiliza concretamente en problemas en
los que la funcién f(x) es una suma de cuadrados de funciones, i.e.

Fx)=f )+ f3(x) + -+ fr (%)

Métodos Cuasi-Newton o de métrica variable En esta seccién se presenta otro enfoque al desarrollo
de métodos entre el descenso de mayor pendiente y el método de Newton. Trabajando con el hecho de que
el cédlculo de la matriz hessiana no es préactico o es costoso de realizar, la idea bdsica de todos los métodos
cuasi Newton es utilizar una aproximacion a la inversa del hessiano, en lugar de dicha inversa, como requiere el
método de Newton.

Un proceso iterativo bédsico para resolver el problema

Minimizar f(x)
que incluye como casos especiales la mayoria de los anteriores es
P = xF — 0, DRV f(xF) (2.17)

donde Dy, es una matriz simétrica de n x n y donde, como es usual, oy, se elige para minimizar f (x**1). Si Dy,
es la inversa del Hessiano de f (x), se obtiene el método de Newton; mientras que si Dy = I se tiene el descenso
de mayor pendiente. Se elige Dy, pues, como una aproximacion a la inversa del hessiano.

El método elaborado aqui fue propuesto por Davidon y desarrollado posteriormente por Fletcher y Powell.

Método de Davidon-Fletcher-Powell El método de Davidon-Fletcher-Powell tiene la siguiente estruc-
tura:

Se parte de un punto inicial x° € R y se toma una matriz simétrica definida positiva inicial Dy, por ejemplo
la identidad I y se toma como direccién inicial de biisqueda d° = —DoV f (xg). A continuacién, se construye
la sucesién {xk} definida mediante la ecuacién recursiva

xFH = xF 4y d®
donde ay, es la solucién del problema: Minimizar f (xk + adk) con a > 0.
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La siguiente direccién conjugada, d*t1, se determina a partir de la expresién
dk+1 —_ _Dk+1Vf (Xk+1)
donde la matriz D1 se obtiene segin la expresién

PrP;  Draraj Dy

Dy 1 =D+ 2.18
TR T T, oI Dyay (2.18)
donde
pr = apd® = xF1 %k (2.19)
qr = Vf(x") = V(") (2.20)

Se puede demostrar que la matriz Dy41 creada segin la ecuacién 2.18; es una matriz simétrica y definida
positiva

Resumimos aqui el método de Davidon-Fletcher-Powell para minimizar una funcién diferenciable de varias
variables. En particular, si la funcién es cuadrética, entonces, el método produce direcciones conjugadas y
termina en una iteraciéon completa.

Método de Davidon-Fletcher-Powell

e Paso inicial. Elegir ¢ > 0, para la terminacién del algoritmo. Elegir un punto inicial x°, y una matriz
simétrica definida positiva inicial, D, por ejemplo la matriz identidad. Hacer y' =x° y Dy =D,k =0
y 7 =1, e ir al paso principal.

e Paso Principal.

1. Si HVf(yj)H < €, parar; en caso contrario hacer & = —D;V f(y’) y buscar «; como la solucién

6ptima del problema de minimizar f(y’ + ad’) sujeto a a > 0. Hacer y/ ™! =yJ/ + a;d?. Sij <nir
al paso 2. Si j = n, hacer y! = x¥*1 = y"*+1 reemplazar k por k + 1, hacer j = 1 y repetir el paso
1.

2. Construir D4, como sigue

T T
p;p; Djq;q;D;
Dj1 =D+ — S (2.21)
P; q; q; ;49

donde

p; = a;d/ =yt —yi (2.22)

q; = VIy't) - Vi) (2.23)

reemplazar j por j + 1, y repetir el paso 1.

De nuevo es necesario una minimizacién a lo largo de n direcciones antes de conseguir la siguiente aproxi-
macién de x*, el minimo de f (x).
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s/

0sr

nl

Figura 2.14: Método de Davidon-Fletcher-Powell

k xF y?
fx f ) Vi) [V ()]l D; dj a; y’
1 (0.00,3.00) 1  (0.00,3.00)  (—44.00,24.00) 50.12 H ” (44.00, —24.00) 0.062  (2.70,1.51)
52.00 52.00
0.25 0.38
2 (2.70,1.51) (0.73,1.28) 1.47 {0'38 0.81} (-0.67,—1.31) 022  (2.55,1.22)
0.34
2 (255,1.22) 1  (2.55,1.22) (0.89, —0.44) 0.99 H H (—0.89,0.44)  0.11  (2.45,1.27)
0.1036 0.1036
0.65 0.45
2 (2.45,1.27) (0.18,0.36) 0.40 {0'45 0.46} (-0.28,—-0.25) 0.64  (2.27,1.11)
0.0490
3 (227,1.11) 1 (2.27,1.11) (0.18, —0.20) 0.27 H H (-0.18,0.20)  0.10  (2.25,1.13)
0.008 0.008
0.80 0.38
2 (2.25,1.13) (0.04,0.04) 0.06 {0.38 0.31} (=0.05,—0.03) 264  (2.12,1.05)
0.004
4 (212,1.05) 1  (2.12,1.05) (0.05, —0.08) 0.09 H ” (=0.05,0.08)  0.10  (2.115,1.058)
0.0005 0.0005
2 (2.115,1.058)  (0.004,0.004) 0.006
0.0002

Tabla 2.8: Método de Davidon-Fletcher-Powell
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Ejemplo 2.47 Considerar el siguiente problema
Minimizar (z1 — 2)4 + (x1 — 2x2)2

Solucién: El resumen de los calculos efectuados mediante el método DFP se presentan en la tabla 2.8.

En cada iteracién, para j = 1,2, d = D; -V f(y'), donde Dy es la matriz identidad y D5 se calcula a partir
de 2.18, 2.19 y 2.20. En la iteracién k = 1, tenemos p? = (2.7,—1.49) y qF = (44.73,-22.72), y finalmente
en la iteracién 3, tenemos pi = (—0.1,0.05) y qf = (—0.7,0.8). El punto y’*! se calcula optimizando en la
direccién d’, a partir de y/ para j = 1,2. El procedimiento termina en el punto y? = (2.115,1.058) en la cuarta
iteracién, puesto que V f(y?) = 0.006. El camino descrito por el método se muestra en la figura 2.14.

Otro método propuesto simultdneamente por Broyden, Fletcher, Goldfard y Shanno (BFGS) utiliza la si-
guiente variacién para actualizar la aproximacién de la inversa del Hessiano:

T T T
k k k

Dyyy = (I_ PLd, > D, (I_ P ) _ PPy

Pr Ak Pr Ak Pr Ak

de nuevo py y qi estdn descritos por las ecuaciones 2.19 y 2.20.

2.4.3 Optimizacién con restricciones

Solamente describiremos un método de resolucién numérica para problemas con restricciones: el llamado
método de transformacion, que consiste en convertir un problema con restricciones en un problema sin restric-
ciones.

Meétodos de transformacion
A partir del problema no lineal general
Optimizar f(x)
Sujeto a  h;(x)
i (%)

1=1,...,m

0
0 i=1...,p

Ne)
Al

Asumimos en primer lugar que tenemos una estimacién inicial x° de la solucién del problema x* que puede o
no, ser factible. Discutiremos algoritmos que generan una sucesién de puntos en R™ tal que

0 1

x0x! . x = xN

~ x*
Los puntos x* serdn puntos estacionarios de una funcién sin restricciones construida a partir de las funciones
del problema anterior. Con estos métodos el problema original se transforma en una sucesién de problemas sin
restricciones a través de la llamada funcién de penalizacion. La estructura de la funcién de penalizacién junto
con las reglas para actualizar los pardmetros de penalizacion en cada paso de la minimizacion sin restricciones
definen a cada método particular. La funcién de penalizacién serd exacta si solamente necesitamos un paso de
minimizacién sin restricciones.

Bésicamente hay dos aproximaciones alternativas, que se diferencian en la forma de tratar las restricciones de
desigualdad, puesto que esencialmente todos los métodos de transformacién tratan las restricciones de igualdad
de la misma manera. La primera de ellas es el llamado método de la penalizacion o método de la funcion de
penalizacion exterior, en el cual se anade un término de penalizacién a la funcién objetivo para cada violacién
de las restricciones. Este método genera una secuencia de puntos infactibles, de ahi su nombre, cuyo limite es
una solucién 6ptima del problema original. El segundo método es llamado métodos de barrera o método de la
funcion de penalizacion interior, en el que se incluye un término “barrera” que evita que los puntos generados
abandonen la regién factible. El método genera una sucesién de puntos factibles cuyo limite es una solucién
6ptima del problema original. También podemos considerar métodos miztos cuando la sucesién de puntos
generada puede contener tanto puntos factibles como infactibles.

La estructura de los problemas sin restricciones utilizados para resolver el problema con restricciones es de
la forma

F(x,M)=fx)+MP(h(x),gXx)
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donde F (x,M) es la funcion de penalizacion, M es el parametro de penalizacion y P es el término de penalizacion
que como puede comprobarse es una funciéon que depende de las restricciones del problema. Como se ha
comentado en el parrafo anterior, la forma exacta en la que los pardametros de penalizacién y las restricciones
se combinan y las reglas para actualizar los pardmetros de penalizacién especifican el método particular. La
funcién P, se elige de manera que tiende a favorecer la seleccién por parte de los métodos de busqueda sin
restricciones de puntos factibles para el problema con restricciones frente a puntos infactibles.

En general cualquier técnica de transformacion tiene que tener las siguientes caracteristicas:

1. Las soluciones de los problemas sin restricciones construidos tiene que aproximarse a la solucién del
problema con restricciones, es decir, debe ocurrir

lim xF=x*
k—N<oco

2. El problema de minimizar F' (x,M) debe ser de dificultad similar al problema de minimizar f (x), es decir,

el método serd de poca utilidad si los problemas utilizados son excesivamente dificiles de resolver, no
importa como de buena sea la convergencia.

3. La construccién de los pardmetros en el paso (k4 1)—ésimo, debe obtenerse facilmente a partir de los
pardmetros en el paso (k)—ésimo.

Penalizacién exterior Las restricciones se incluyen en la funcién objetivo por medio de un término de
penalizacién de manera que se penaliza cualquier violacién de las restricciones. Para motivar las funciones de
penalizacién, se considera el siguiente problema con una unica restriccién de igualdad h (x) =0

Minimizar f(x)
Sujetoa  h(x)=0

Transformaremos este problema en el siguiente problema sin restricciones,
Minimizar f(x) + M [h (x)]?

donde M > 0 es un nidmero grande.

Podemos intuitivamente observar que una solucién éptima del problema anterior debe tener [h (x)]2 proximo
a cero, en otro caso se incluye un término M [h (x)]* muy grande.

Consideremos ahora el siguiente problema con una sola restriccién de desigualdad g (x) <0

Minimizar f(x)
Sujeto a  g(x) <0

Est4 claro ahora que la forma f (x) + M [g (x)]? no es apropiada, puesto que ocurrird una penalizacién tanto
si g (x) < 0, como si g (x) > 0. No es necesario decir, que la penalizacién solamente es necesaria si el punto es
infactible, es decir, g (x) > 0. Un problema sin restricciones adecuado podria estar dado por ejemplo por

Minimizar f(x) + M max{0,g (x)}

En este caso si g (x) < 0, entonces max {0, g (x)} = 0y no hay penalizacién. Por otra parte si g (x) > 0, entonces
max {0,g (x)} > 0 y el término de penalizacién Mg (x) es empleado. Sin embargo, podemos comprobar que
aunque g sea diferenciable la funcién objetivo puede no serlo en los puntos donde g (x) = 0. Si necesitamos
derivabilidad podriamos considerar en su lugar un término de penalizacién del tipo

M [max {0, g (x)})*

En general, una funcién de penalizacién adecuada debe proporcionar una penalizacién positiva para puntos
infactibles y ninguna penalizacién para puntos factibles. Si las restricciones son de la forma g; (x) < 0 para

j=1,...,py h;(x) parat=1,...,m, una funcién de penalizaciéon adecuada podria ser de la forma M P, (x)
m p
P.(x)=> v [hi(x)]+>_ ¢lg; ()]
i=1 j=1

©SPH



2.4. Métodos numéricos 73

donde ¢ y v son funciones continuas cumpliendo las siguientes propiedades

0 y <0
o (y) =

>0 y>0

0 y=20
Y (y) =

>0 y#0

Tipicamente, ¢ y 1 son de la forma
¢ (y) = [max {0,y}]”

¥ (y) =yl

donde p € Z*. De esta forma, la funcién de penalizacién P, (x) podria toma la forma:
m P
Pe(x) =) hi (x)]" + Y max {0, g; (x)}]"
i=1 j=1

Por ejemplo, para restricciones de igualdad se suele considerar la penalizacion parabdlica

donde

0 z<0

En ambos caso se construye la funcion sin restricciones
F(x) = f(x) + MP. (x)
con M > 0y tomando limites cuando M — oo

Ejemplo 2.48 (Penalizacién parabdlica) Resuelve el problema

Minimizar  f (x) = (21 — 4)° + (x5 — 4)
Sujeto a  h(x)=x1+220—-5=0

mediante un método de penalizacion exterior adecuado.

Solucién: Consideramos en primer lugar la funcién de penalizacién utilizando el término de penalizacién

parabdlica
F(x,M) = (z1 —4)° + (z2 — 4)°> + M (21 + 22 — 5)°

Buscamos los puntos estacionarios de F' (x,M)

—8F :2(x1—4)+2M(x1—|—x2—5):0
6371
OF
@:2(1‘2—4)4-2]\4(371—’-372—5):0
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La solucién del sistema anterior es
10M + 8

4M + 2

T = Xg =

. Es el método convergente?

lim 1007 +8 —9—25
M—so\ 4M +2 ) 4 7
La respuesta es si, puesto que la solucién 6ptima del problema es

x* = (2.5,2.5)
Los valores estacionarios de F' (x,M) para diversos valores de M estdn dados en la siguiente tabla

M k=% F(X(k),M)

0 4.0000 0.0000
0.1 3.7500 0.7500
1 3.0000 3.0000
10 2.5714 4.2857
100 2.5075 4.4776
00 2.5000 4.5000

donde se comprueba la convergencia a la solucién, cuando R — oo ll
Supongamos el problema anterior con la restriccién de desigualdad:

Ejemplo 2.49 (Operador corchete) Encuentra la solucion del problema

Minimizar  f (x) = (21 —4)° + (x5 — 4)
Sujeto a gx)=214+25—-5<0

mediante un método de penalizacion exterior adecuado.
Solucién: Consideramos la funcién de penalizacién utilizando el operador corchete
Fpe (x,M) = (21 — 4)° + (v2 — 4)° + M (x, + x5 — 5)°

Buscamos los puntos estacionarios de F,, (x,M)

Fpe
&:2(x1—4)+2M<x1—|—x2—5>:0
6371
aal;p; 22($2—4)+2M<$1+372—5>:0

Restando ambas ecuaciones se obtiene
r1 = T2
de donde, sustituyendo en cualquiera de las dos
(x1 —4)+ M (221 —5) =0

Consideremos ahora que el argumento del operador corchete es =, > o < 0, respectivamente, y analicemos los
resultados. Si 2z > 5
(371 —4)+M(2$1 —5):0
0 equivalentemente
_ bR+4
T OR Y1

Para 2x1 <5, ocurre (2x; — 5) = 0 y por tanto
($1—4):0:>$1:4
Lo que nos da el punto (4,4) que es infactible porque incumple la restriccion.

Por tanto para 2z; > 5, tomamos M creciente

. )
Jm o= 3 =25

Podemos comprobar que con este método, todos los puntos estacionarios son infactibles.
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Penalizacién interior De forma similar a las funciones de penalizacién exterior, las funciones de penalizacion
interior o funciones barrera también se utilizan para transformar un problema con restricciones en un problema,
sin restricciones o en una sucesién de problemas sin restricciones. Estas funciones colocan una “barrera” para
evitar que los puntos generados abandonen la regién factible. Este tipo de métodos se utiliza para problemas
que contienen solamente restricciones de desigualdad

Minimizar f(x)
Sujeto a  g(x) <0

donde g =(¢1,...,9p). Ademds las funciones f (x) y g (x) son continuas.
La funcién sin restricciones que se construye para cada problema de la sucesién, tiene la forma
1
F () =1 () + 3P (%)

donde M € R*, P; (x) se denomina funcidon barrera, y estd definida por :
Pix) =Y olg; (%)
j=1
siendo ¢ es una funcién univariante continua sobre {y|y < 0} que cumple

o(y) >0siy<0 y y§g¢@)=w

De nuevo tomamos M — oo y por tanto ﬁ — 0. Si definimos R = ﬁ entonces podemos escribir la funcién
penalizada como
F

(x) = f (x) + RP; (x)

tomando R — 0 para encontrar la solucién.
A continuacién se indica alguna de estas funciones de barrera

1. Penalizacion logaritmica

El primer ejemplo de penalizacién interior que podemos utilizar es la penalizacion logaritmica, donde

¢ (y) = —In(-y)
Notar que el término produce una penalizacién positiva para todos los puntos x tales que
0<—1y<lesld>y>-—-1

y penalizaciones negativas para aquellos puntos x tales que y < —1. De esta forma, los puntos interiores se
favorecen artificialmente sobre los puntos de la frontera. Las penalizaciones negativas pueden eliminarse
asignando un valor 0 cuando y < —1, es decir, podemos definir la funcién ¢ como:

¢ (y) = —Inmin 1, —y]

Al modificar el término de penalizaciéon de esa forma, introducimos una discontinuidad en VF en el
exterior de la regién cerca de los bordes. La penalizacién logaritmica es una funcién barrera que no esté
definida para x infactibles (g (x) > 0). Se necesita por tanto incluir un procedimiento para evitar estos
puntos.

2. Penalizacion inversa

Otra funcién de penalizacién interior utilizada es la llamada funcién de penalizacion inversa, definida

€omo: 1
¢(y) = —
Y
Esta funcion tiene problemas asociados a la evaluacién de puntos infactibles, tratando de evitar este tipo
de puntos.
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Ejemplo 2.50 (Penalizacién interior) Resolver el problema

Minimizar  f (x) = (21 —4)° + (x5 — 4)
Sujeto a gx)=x14+25—-5<0

utilizando una funcion de penalizacion interior adecuada.

Solucién: Resolvamos en primer lugar utilizando una penalizacién logaritmica, la funcién penalizada es

ahora
F, (x,R) = (1 —4)> + (22 — 4)> — RIn(5 — z; — x2)

Buscamos los puntos estacionarios de Fj,; (x,R)

OF)y 1

ory, Ve T
OF, 1 B
0x2 =2 4)+R(5—x1—x2)_0

La solucién del sistema anterior es de nuevo
Tr1 = T2
Que en la primera ecuacién lleva a:
R
227 — 131, +20-5 =0

Las raices de esta ecuacién produce los valores estacionarios deseados

13 1
xr1 = Z - ZV9+4R
donde hemos desestimado la otra raiz puesto que es infactible. Ahora si R — 0
13 1

13 3 10
lim 2y = lim = — ~o3dR= = 219 _4
pmrn =l —m = VIR = om0 = =25

Los valores estacionarios de Fy; (x,R) para diversos valores de R estdn dados en la siguiente tabla

R__zi=a5 f(x) g(x) —Rlog(—g(x)) Fu(x" R)

100 —1.8059 67.4170 —8.6118 —215.3133  —147.8963
10 1.5000 12.5000 —2.0000 —6.9315 5.5685

1 2.3486  5.4542 —0.3028 1.1947 6.6489
0.1 24835  4.5995 —0.0034 0.3411 4.9406
0.01 24983  4.5100 —0.0034 0.0568 4.5668
0 2.5000  4.5000 0.0000 0.0000 4.5000

Consideremos ahora la penalizacién inversa

1
Fyi () = (@1 = 07 4 (02 =4~ R
Como anteriormente, buscamos los puntos estacionarios de F (x,R)
0F; R
p:2($1—4)+—2:0
Oxq (X1 +22—5)
0F); R
p:2($2—4)+—2:0
02 (‘Tl + T2 — 5)

La solucién de este sistema es de nuevo
r1 = T2

©SPH



2.5. Bibliografia Basica del Tema 77

Sustituyendo en la primera ecuacién y después de quitar denominadores

) R
427 — 3627 + 10521 — 100 + 5 =0

Los puntos estacionarios estan definidos por los ceros de esta funcién nolineal. Utilizando un algoritmo de
bisqueda de raices encontramos los valores que aparecen en la siguiente tabla

R T1 = X2 f (%) g(x) —R/g(x) Fp (X(k)v R)

100 0.5864 23.3053 3.8272 26.1288 49.4341
10 1.7540 10.0890  1.4920 6.7024 16.7914

1 2.2340  6.2375 0.5320 1.8797 8.1172

0.1 24113  5.0479 0.1774 0.5637 5.6116
0.01 24714  4.6732 0.0572 0.1748 4.8480
0.001 24909  4.5548 0.0182 0.0182 4.6097
0 25000  4.5000 0.0000 0.0000 4.5000

De nuevo obtenemos que los valores estacionarios de la funcién penalizada se aproximan a la solucién del
problema con restricciones cuando R — 0. W

En un mismo problema podemos emplear penalizacién interior y exterior, simplemente hay que tener en
cuenta que el pardmetro de penalizacion asociado a los términos de penalizacién exterior crece hacia valores
grandes, mientras que si la penalizacién es interior, dicho pardmetro decrece hacia cero, de esta forma si
empleamos el valor M, para una penalizacién exterior, podemos utilizar el valor R = 1/M, para utilizar
penalizacién interior, de esta forma cuando M — oo, en este caso, R — 0. Por otra parte es relativamente
directo construir un algoritmo util con los conceptos discutidos previamente. El algoritmo tendré la siguiente
forma

Algoritmo de Penalizacion
Paso 1. Definiremos €1, €9, €3, x° y M°. Donde

€1 Criterio de parada de la biisqueda lineal

€9 Criterio de parada del método irrestricto

€3 Criterio de parada del método Penalizacién

x?  Estimacién inicial de x*

M°  Conjunto inicial de pardmetros de penalizacién

Hacer 57 = 0;
Paso 2. Construir F (x,M7) = f (x) + P (M7, h(x),g(x))

Paso 3. Calcular el punto x/*' como el punto que minimiza la funcién F (x,M;) = f (x)+M;P (h(x), g (x))
partiendo desde el punto x? y utilizando €2 como parada y €1 para la bisqueda lineal.

Paso 4. Si |F (x/*!,M;) — F (x7,M;)| < e3, la solucién es x/*! y parar. En caso contrario continuar.

Paso 5. Elegir M7t = M7 + AMY, segin una regla descrita (que depende del término de penalizacién) e ir
al Paso 2.
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