Capitulo 3

Programacién Lineal

3.1 Introduccién y Ejemplos

Un problema de programacioén lineal tiene como objetivo la optimizacién (maximizacién o minimizacién)
de una funcién lineal bajo restricciones de igualdad y/o desigualdad lineales en las incégnitas, donde tanto el
nuimero de variables como el nimero de restricciones es finito.

La Programacién Lineal es un caso especial de programacién matemdtica con restricciones en el que
todas las funciones que aparecen en el modelo son lineales. A pesar de su planteamiento restrictivo, ya que
el modelo se limita a la utilizacién de cierto tipo de funciones que no son frecuentes en el mundo real, las
técnicas de programacion lineal son utilizadas en multitud de problemas al intentar optimizar algin aspecto
del comportamiento de un sistema, como puede ser la asignacién de recursos, la planificacién de produccién,
problemas de dietas, el tiempo de evolucién de un proceso, control de contaminacion, etc.

La programacion lineal ha demostrado desde hace tiempo su utilidad como modelo significativo de numerosos
problemas de distribucién y de fenémenos econémicos. Se exponen a continuacién algunos ejemplos clédsicos de
situaciones que tienen una formulacién natural dentro del 4&mbito de la programacién lineal.

Ejemplo 3.1 (Problema de la dieta) Con este problema tratamos de determinar la dieta mds econdmica
que satisfaga las necesidades nutritivas minimas basicas para una buena salud. Dicho problema lo tendria, por
ejemplo, el médico encargado de la dieta de un colegio o el dueno de una granja.

Supongamos que podemos adquirir n alimentos diferentes, y que ¢; es el precio del i-ésimo alimento. Para
realizar una dieta necesitamos una serie de nutrientes bdsicos como proteinas, vitaminas, hierro, etc. Suponga-
mos por tanto que hay m nutrientes bdsicos. Para conseguir la dieta equilibrada, cada individuo debe recibir al
menos b; unidades del nutriente j-ésimo cada dia. Cada alimento i va a contener una determinade cantidad
del nutriente j por unidad. Sea aj; la cantidad de nutriente j que tiene cada unidad del alimento ¢.

Si hacemos x; = ndmero de unidades del alimento i en la dieta, el problema consiste en seleccionar los
valores de {x;} de forma que minimicen el coste total:

c1x1+ -+ cpxn
Sujeto a las restricciones nutritivas:

anry + ... + anT, > b

\Y
o
SRR

am1t + ... + amnTn

junto con x; > 0,Vj=1,...,n.
Ejemplo 3.2 El departamento de Nutricidn del Hospital Virgen de la Arrizaca, prepara 30 menis de cena,

uno por cada dia del mes. Una comida consiste en espagueti, pavo, patatas, espinacas y pastel de manzana. Fl
director del departamento de Nutricion, determina que esta comida debe proporcionar 63000 mg de proteinas,
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80 Capitulo 3. Programacién Lineal

10 mg de hierro, 15 mg de niacina, 1 mg de tiamina y 50 mg. de vitamina C. Cada 100 gramos de esta comida
proporciona la cantidad de nutrientes y grasas indicadas en la tabla

Prot.  Hierro Niacina Tiamina C  Grasas

Espagueti 5000 1.1 1.4 0.18 0 5000
Pavo 29300 1.8 5.4 0.06 0 5000
Patatas 5300 0.5 0.9 0.06 10 7900
Espinacas 3000 2.2 0.5 0.07 28 300
Pastel 4000 1.2 0.6 0.15 3 14300

Para evitar demasiada cantidad de un tipo de comida, no debe incluirse en ella mds de 300 gramos de espagueti,
300 g de pavo, 200 g de patatas, 100 g de espinacas y 100 g de pastel de manzana. Se desea determinar la
composicion de una comida que satisface los requerimientos nutricionales y proporciona la minima cantidad de
grasas.

Solucién: La solucion del problema seria la siguiente.
Variables de decision (Raciones de comida)

x1 : Numero de raciones de 100g de espaguetis a incluir
ro : idem pavo

r3 : idem patatas

x4 : idem espinacas

rs : idem pastel de manzana

Funcion objetivo (Minimizar Grasas)

Minimizar 5000z; + 5000z2 + 7900z3 + 30024 + 1430025

Restricciones
5000x1 +29300x2 +5300x3 +3000x4 +4000x5 > 6300
1.4z, +5.4x9 +0.923 +0.524 +0.6x5 > 15
0.18¢7 +0.06z2 +0.06x3 +0.07x4 +0.15z5 > 1
+10x3 +28x4 +3x5 > 50
0 S I § 3
0 S T2 § 3
0 < z3 < 2
0 S T4 g 1
0 S Is g 1
Ejemplo 3.3 (Problema del transporte) Las cantidades ay, ..., an de cierto producto se tienen que enviar
desde m lugares y recibirse en cantidades by, ...,b, en n destinos.

Si ci; es el coste de envio por unidad de producto desde el origen i hacia el destino j, deseamos determinar
las cantidades x;; a enviar desde el origen i al destino j para que se minimice el coste total del transporte,
satisfaciendo las necesidades de demanda de cada destino.

Para formular el problema como un problema de programacion lineal se dispone la siguiente matriz:

T11 T1in ay
Iml -+ Tmn | Om
bi ... by |
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3.1. Introduccién y Ejemplos 81

La i-ésima fila define las variables asociadas al origen i-ésimo, mientras que la columna j-ésima determina
las variables asociadas al j-ésimo destino. El problema consiste en situar variables no negativas, z;;, en la
matriz, de modo que la suma de la i-ésima fila sea a;, la suma de la j-ésima columna sea b; y la suma:

n m

E E cijxij

j=1i=1

que representa el costo total del transporte sea minima. Resulta por tanto el siguiente problema de programacion

lineal:
Minimizar 2, ¢ijTi;

Sujeto a
Z?leij:ai i:1,...,m
YT =b j=1...n
i >0 Vi, j

Obviamente para que las restricciones:
n
> i1 Tij = G

> sy Ty = bj

sean consistentes, se debe dar la relacion:
n

Sa=Yt
i=1 j=1

es decir la cantidad recibida es igual a la cantidad enviada.

Ejemplo 3.4 (Problema de almacenamiento) Queremos dirigir un almacén comprando y vendiendo la
existencia de cierta mercancia con el fin de maximizar el beneficio en un periodo de tiempo determinado. El
almacén tiene una capacidad fija C' y hay un coste v por cada unidad almacenada durante un periodo de tiem-
po. Sabemos que el precio de la mercancia varia en determinados periodos de tiempo (meses). En un periodo
cualquiera se mantiene al mismo precio tanto de compra como de venta. Inicialmente el almacén estd vacio y
al final del periodo también tiene que estar vacio.

Para la formulacion de este problema introducimos variables para cada periodo de tiempo. Sea x; el nivel
de existencias en almacén al principio del periodo i. Sea w; la cantidad comprada durante i y s; la cantidad
vendida en ese mismo periodo. Si queremos controlar la direccion del almacén durante n periodos de tiempo,
tenemos que plantear el siguiente problema de programacion lineal:

. . . n
Minimizar Y. pis; — 1%;

Sujeto a
xi+1=xi+ui—si izl,...,n
0=z, +up — sp
zi+z=C
$1:0

Ly Uy Siy 24 Z 0

Donde p; es la ganancia de cada objeto vendido, es decir, el precio de venta menos el precio de compra y z;
representa al espacio libre en el almacen en el periodo 1.
Si por ejemplo n = 3 tenemos:

—u1  +81

—T2 —U2 +S2 +I3
T9 +2z2

—T3 —u3z +83
T3 +2z3

QoQolo

Se puede observar que la matriz de coeficientes puede separarse en bloques correspondientes a las variables en
los distintos periodos de tiempo. Los tnicos bloques con valores distintos de 0 son los diagonales y los situados
inmediatamente encima de la diagonal. Esta estructura es la usual en los problemas que implican tiempo.
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82 Capitulo 3. Programacién Lineal

Ejemplo 3.5 (Problema de produccién) Sea una instalacion que puede dedicarse a n actividades producti-
vas diferentes, y supongamos que cada actividad produce diferentes cantidades de m productos. Cada actividad
puede realizarse a cualquier nivel x; > 0, pero a nivel unitario, la actividad i-ésima cuesta c; y produce a;; unida-
des del j-ésimo producto, podemos plantear el problema de minimizar costes como un problema de programacion
lineal.

St suponemos linealidad en la capacidad de produccion, y se da un conjunto de m nimeros, by, ..., by, que
describen las necesidades de produccion de los m bienes. Podemos pensar en producir estos a un costo minimo, en

este caso estamos planteando un problema de programacion lineal similar al primer problema expuesto (problema
de la dieta).

Ejemplo 3.6 (Un problema préctico de asignacion de recursos) Supongamos que una fdbrica de cerve-
zas produce tres tipos distintos: negra (N ), rubia (R) y sin alcohol (S). Para su obtencidon son mecesarios,
ademds de agua y lipulo, para los cuales no hay limite, malta y levadura, que limitan la capacidad diaria de
produccion. La siguiente tabla nos da la cantidad necesaria de cada sustancia para producir un litro de cada
una de las respectivas cervezas, los kilos disponibles de cada recurso y el beneficio por litro de cada cerveza
producida. Fl problema del fabricante consiste en decidir cudnto debe de fabricar de cada cerveza para que el
beneficio diario total sea el maximo.

N | R | S | Disponibilidad
Malta 2 (112 30
Levadura | 1 | 2 | 2 45
Beneficio | 4 | 7| 3

Siguiendo el esquema inicial, tomamos como variables de decision:

x1 = produccion en litros de N por dia
To = produccion en litros de R por dia
x3 = produccion en litros de S por dia

Un plan para producir, x1 litros de N, x5 litros de R y x3 de S se denomina plan o programa de produccién
que representamos por el vector (x1,Ta,x3).
Esta claro que mo es posible utilizar mds recursos de los disponibles, de forma que si observamos la tabla de
los datos, vemos que:
1 litros de N mnecesitan 2 - x1 kilos de malta
o litros de R necesitan 1 - x5 kilos de malta
x3 litros de S necesitan 2 - x3 kilos de malta

y que la disponibilidad diaria de malta es de 30 kilos. Por tanto, las tres variables de decision deben satisfacer
la desigualdad:

2x1 + x9 + 223 < 30

que representan
(recursos utilizados) < (recursos disponibles)

FEsta imposicion sobre las variables x; es una de las restricciones al problema. Andlogamente, si observamos
la siguiente fila de la tabla de recursos, y temiendo en cuenta la disponibilidad diaria de levadura, tendremos la
restriccion

T1 + 2x9 + 223 < 45

Habria que anadir también las condiciones de no negatividad de las variables de decision, es decir:
z; >0 (j=1,2,3)

pues no tiene sentido un plan de fabricacion con cantidades negativas para las variables x;.

Finalmente el ultimo apartado seria la construccion de la funcion objetivo. En este caso pretendemos que el
beneficio total sea mdximo, por tanto la funcion objetivo serd el beneficio diario que obtenemos por los x1 litros
diarios de N, los xo litros de R y los x3 litros de S, es decir, serd la funcion:

z =4x1 + Txe + 323
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3.2. Solucién Griéfica de Problemas Lineales 83

que hay que maximizar.

En resumen podemos formular el problema de asignacion de recursos o de planificacion de produccion, como
el de determinar los valores para x1,x2,x3 que resuelven el problema

Maximizar z = 4x1 + Tre + 323
Sujeto a
2$1 + x9 + 2373 S 30
x1 + 229 + 223 < 45
L1,T2,T3 > 0

3.2 Solucién Grafica de Problemas Lineales

En problemas de programacién lineal de 2 o 3 variables podemos utilizar un procedimiento grafico para
resolverlos. Aunque en realidad rara vez surgen problemas de este tipo, esta técnica es muy ttil para ayudar
visualmente a comprender muchos conceptos y términos utilizados posteriormente.

Las fases del proceso de solucién gréfico son:

1. Dibujar un sistema de coordenadas cartesianas, donde las variables de decisién estén representadas por
los ejes.

2. Dibujar en el sistema coordenado las restricciones del problema, incluyendo las de no negatividad. Notar
que una restriccién de desigualdad define una regién limitada por una linea recta (2D) o un plano (3D)
al considerar esa restriccién como una igualdad. La interseccién de todas las regiones es el conjunto
factible o espacio de soluciones, que es un conjunto convexo. Si esta regién no es vacia seguimos en el
punto siguiente, en caso contrario, no existe ninguna solucién que satisfaga simultdneamente todas las
restricciones y el problema es infactible.

3. Determinar los puntos extremos (aquellos que son interseccién de dos o més restricciones) del espacio de
soluciones. Evaluar la funcién objetivo en esos puntos, y aquel o aquellos que maximicen (o minimicen)
el objetivo, corresponden a las soluciones 6ptimas del problema.

Notar el hecho de que al ser todas las restricciones lineales, la regién factible es un conjunto convexo y al ser
la funcién objetivo lineal (céncava y convexa a la vez), si el problema tuviera solucidn, la podriamos encontrar
entre los puntos extremos del conjunto factible.

Tlustramos el método mediante un ejemplo:

Ejemplo 3.7 Resuelve grificamente el problema siguiente:

Mazimizar z = 2x1 + T2
Sujeto a
51 + 222 < 10
3x1 4+ 512 <15
T1,T2 Z 0
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84 Capitulo 3. Programacién Lineal

ax,+ 2x,= 10

I+ 5x2= 15 1

Figura 3.1: Solucién grifica de un problema lineal

Los extremos son {A = (0,3); B =(20/19,45/19);C = (2,0),0 = (0,0)} con valores para la funcion objetivo
{3,85/19,4,0} respectivamente. Por tanto el valor dptimo se encuentra en (20/19,45/19). (figura 3.1)

Un método grafico alternativo se tiene a partir de las lineas de isobeneficio (en caso de maximizacién) o
de isocoste (en el de minimizacién). Las isolineas de valor k, en el caso general estdn descritas mediante la
ecuacion

axry+...cpxy, =k

que constituye una haz de hiperplanos paralelos. Cada isolinea contiene el conjunto de puntos en los que la
funcién objetivo toma el mismo valor. En los casos n = 2 o n = 3, estas isolineas representan un haz de rectas
paralelas o planos paralelos respectivamente. Estudiando el comportamiento de ese haz cuando k disminuye o
aumenta para minimizar o maximizar respectivamente, podremos resolver el problema de forma grafica.

Comprobaremos mediante este método que junto a los problemas con solucidn wnica, como en el ejemplo
anterior, pueden darse otros tipos de resultados:

1. Cuando dos puntos extremos del conjunto estdn unidos y son soluciones 6ptimas del problema, entonces el
problema posee soluciones dptimas alternativas y podemos afirmar que todos los puntos que existen en el
segmento que une a los dos puntos extremos 6ptimos son solucién del problema. En este caso el problema
posee un nimero infinito de soluciones éptimas.

2. Cuando la regién factible del problema es vacia, entonces no hay ningin vector x que satisfaga todas las
restricciones simultdneamente y el problema se denomina infactible.

3. Si alguna de las restricciones no influye en la determinacién de la regién factible se dice que es una
restriccién redundante.

4. El problema es un modelo no acotado o con soluciéon no acotada cuando la solucién éptima del problema
es 0o, es decir para cualquier punto de la region factible, siempre se puede encontrar otro punto factible
que nos dé un menor (mayor en el caso de maximizacién) valor para la funcién objetivo (valor infinito)

5. El problema también es no acotado cuando siendo el valor éptimo de la funcién objetivo finito, es solucién

un punto cuyas componentes tienden a infinito (solucion infinita).

3.2.1 Ejemplos

Damos a continuacién varios ejemplos en 2 dimensiones de los posibles tipos de soluciones que podemos
encontrar al resolver un problema de programacion lineal.
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3.2. Solucién Gréfica de Problemas Lineales 85

Ejemplo 3.8 (Soluciones alternativas)

Mazximizar z = 6x1 + 1029
Sujeto a

5x1 + 229 < 10
3x1 4+ 5xe <15
x1, 72 >0

15 3x1 + 5x2= 15

T
\\\ —
08 - 15 T
e e
0 n n n n
a 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Figura 3.2: Problema lineal con soluciones alternativas

Observamos en la figura 3.2 que cualquier punto sobre el segmento A— B es una solucién optima del problema.
Ejemplo 3.9 (Problema infactible)

Minimizar z=x1 + 2o
Sujeto a
1 +ae <1
4x1 4+ 229 > 6
r1,x0 >0

Figura 3.3: Problema lineal infactible

No hay interseccion => La region factible es vacia (figura 3.8). En estos casos es conveniente examinar las
restricciones lineales.
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86 Capitulo 3. Programacién Lineal

Ejemplo 3.10 (Restricciones redundantes)

Mazimizar z =2x1 + x2
Sujeto a

T+ w2 <2
—x1 4+ 29 <3
3x1 4+ 229 <10

x1,T2 >0

Figura 3.4: Problema lineal con restricciones redundantes.

Como se puede apreciar en la figura 3.4, las dos tltimas restricciones son redundantes, y podemos prescindir
de ellas.

Ejemplo 3.11 (Problema no acotado. Valor infinito)

Mazimizar z = 2x1 + Sxa
Sujeto a
T1+ a0 >4
1 > 2
x1,22 >0

Figura 3.5: Problema lineal no acotado (valor infinito)
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3.3. Formulaciéon Algebrdica General. 87

Esta claro a partir de la figura 3.5 que al mazimizar z = 221 + 5x2, la solucion seria (00, 00), y por tanto el
problema es no acotado. El valor de la funcion objetivo z se puede hacer tan grande como queramos.

Ejemplo 3.12 (Problema no acotado. Solucién infinita)

Minimizar z = —10x1 + 4o
Sujeto a
T — To < 2
br1 — 222 < 16
x1,T2 2 0

Figura 3.6: Problema lineal no acotado (solucién infinita)

El minimo se alcanza para z = —32, que es finito; pero, como se aprecia en la figura 3.6 a lo largo de toda
la semirecta con origen (4,2), hay infinitos puntos, y también puntos solucion cuyas coordenadas tienden a co.

3.3 Formulaciéon Algebraica General.

En general tratamos de determinar una solucién para un sistema de ecuaciones lineales simultdneas que
optimice una determinada funcién objetivo. Resolveremos tales sistemas por el método de eliminacién de
Gauss. Previamente se estudian algunos conceptos como los de base y solucién bésica, fundamentales para el
desarrollo y comprensién de la programacién lineal.

Podemos establecer la forma general de un problema de programacién lineal como sigue:

Maximizar o Mininimizar 2z =cjx1 + ...+ c 2y
Sujeto a
a1 +.ooF ar, (£,2,=):b

am1T1 T+t Gmn®y (S,Z,:)ibm
z; >0, j=1,...,n

donde c;, a;j, b; son constantes conocidas.

3.3.1 Forma estandar

Para deducir y utilizar el llamado método simplex de resolucién de problemas de programacién lineal, este
tiene que presentarse en la llamada forma estdndar. Veremos en primer lugar que aspecto tiene un problema
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88 Capitulo 3. Programacién Lineal

lineal formulado segin la forma estdndar y posteriormente comprobaremos que cualquier problema lineal puede
transformarse en uno equivalente (con la misma solucién) pero presentado en la forma estandar.
La forma estdndar de un problema de programacién lineal viene dada por el siguiente sistema

Minimizar?

Sujeto a

Z=0C1T1+ -+ CpTn

a1121 + -+ arnTn = b1
(3.1)

Am1%1 + -+ Q@ = bm

€ Z 0
donde a;;, b;, c; € R son constantes fijas, y x; son las variables de decisién, que toman valores reales. Supondre-
mos también que b; > 0,Vi (en caso contrario, multiplicamos por -1 la restriccién correspondiente). El sistema

expresado en forma matricial seria
Minimizar z =cTx
Sujeto a

Ax—b (3.2)

x>0

donde A es una matriz m X n sobre R, llamada matriz de coeficientes tecnoldgicos o matriz tecnoldgica; x € R™
es un vector columna que contiene las variables de decision; b € R™ es un vector llamado de recursos y ¢ € R
es el vector de costes o beneficios para el problema de minimizacién o maximizacién respectivamente.

Como se ha dicho al principio de la seccién la forma estdndar de un problema lineal es la necesaria para
la aplicacién y desarrollo del método de resoluciéon SIMPLEX; sin embargo la mayorfa de los problemas no se
presentan en esta forma, sino que estan planteados utilizando desigualdades en lugar de igualdades, por ejemplo,
la forma candnica de un programa lineal seria

Maximizar z = cIx
Sujeto a
: Ax <b (3.3)
x>0

donde ahora los términos independientes b pueden ser negativos.

Transformacién a la forma estandar

Podemos pasar un problema lineal de cualquier tipo a la forma estdndar utilizando las siguientes transfor-
maciones:

1. Cambio en el sentido de la optimizacién. Un problema lineal de maximizacién puede transformarse
en uno de minimizacién cambidndole el signo a la funcién objetivo.
n n
Maximizar z = chazj es equivalente a Minimizar 2’ = — chxj
j=1 j=1
2. Conversién de restricciones. Todas las desigualdades de un problema lineal se pueden poner en el
mismo sentido de desigualdad, solamente es necesario multiplicar las restricciones por —1

n n
E a;jrj < b; se puede poner como — E ai;T; > —b;
J=1 =1

Cualquier desigualdad se puede transformar en una igualdad introduciendo una variable no negativa como
suma, si la desigualdad es <, o resta, si la desigualdad es >. Para una desigualdad del tipo <

n n
g a;jz; < b; se puede poner E aijr; +al =b;
Jj=1 j=1

4 Algunos autores consideran la forma estdndar con objetivo de maximizar.
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La variable 2! > 0 se denomina variable de holgura y representa la cantidad del recurso b; que no se ha
utilizado.

Para una desigualdad del tipo >

n n
E ai;jT; > b; se puede poner E a;;T; — x5 = b;
j=1 Jj=1

La variable z{ > 0 se denomina variable de exceso y se interpreta como el exceso de recurso que se utiliza.

3. Conversion de igualdades en desigualdades. Una igualdad lineal se puede sustituir por dos desigual-
dades. La expresién
n
Z i L5 = b1
j=1

es equivalente a considerar conjuntamente las desigualdades

n n
D agry<bioy Y ayw;>b
=1 =1

Si multiplicamos la segunda por —1 expresaremos la restriccién de igualdad mediante las restricciones de

desigualdad siguientes:
n n
Zaijxj <b; y - Zaijx]’ < b
j=1 j=1

Sin embargo, con este método aumentamos drasticamente el nimero de las restricciones. Para evitar este
inconveniente realizamos la siguiente modificacién: Si tenemos m restricciones de igualdad

n
E Qi T4 :b7 i:1,...,m
Jj=1
estas pueden ser sustituidas por el conjunto equivalente siguiente:

n
E aijxjgbi i:1,...,m
Jj=1

m n m

> O ayr) <= b

i=1 j=1 i=1

de manera que sélo se ha anadido una restriccién.

4. Conversién de variables no restringidas. Si z; es una variable no restringida en signo (puede tomar
valores negativos o positivos), se sustituye por una diferencia de dos variables no negativas utilizando el

cambio:
o
T = — 2]
con z%, 27 > 0. Con este cambio aumentamos el nimero de variables del problema. También podemos

eliminar la variable no restringida despejandola de una de las restricciones y sustituyéndola en las demés.

5. Variables negativas. Si z; <0 hacemos el cambio z’; = —z;.
6. Variables acotadas. Sim; < x; < Mj, con m;, M; constantes, se efectia el cambio

/ —_— o — .

r; =x; — M;

la restriccién original sobre la variable se transforma en

!

i=0

T
/ PRpp— .
z; < M; —my
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920 Capitulo 3. Programacién Lineal

Un caso particular sucede cuando |z;| < M;, en este caso
—Mj S Zj S Mj
en este caso el cambio es
A . .
z; =x;+ M;
! .
x; < 2M;
x; >0

Ejemplo 3.13 FEncuentra la forma estandar para el siguiente problema:

Minimizar 1021 — 4a9 + 323
Sugeto a
3x1 +4xo — 3x3 > 15
3r1+ 22 <2

Solucién: Hacemos en primer lugar el cambio x5 = x3 + 4

Minimizar 10x; — 4z + 3z5 — 12
Sujeto a
3x1 +4x9 — 325 >3
3x1+ 29 < 2
xh <8
x1 > 0322 > 0;25 >0

A continuacién introducimos z§ como una variable de exceso en la primera restriccién y a2 , zP variables
de holgura en las restricciones segunda y tercera

Minimizar 10z — 4o + 325 — 12
Sujeto a
3x1 + 4wy — 3zh — x5 =3
3x1+x9 + x’g =2
Th4af =8
Ty, T, 24, 15, w8,k >0

3.3.2 Soluciones basicas

Sea un problema lineal en forma estandar:

Minimizar z =cTx
Sujeto a
Ax=Db
x>0

con ¢,x ER", b eER™ y A € My« (R), con m < n y rango(A) = m.

Como el rango de A es m, existirdn al menos m columnas linealmente independientes. Sea B la matriz
formada por esas m columnas linealmente independientes. B es entonces una matriz cuadrada no singular y
por tanto, la matriz B tiene inversa y el sistema

BXB =b (3.4)

donde xg es un vector formado por las variables de decisién del problema asociadas a las columnas de B, tiene
como solucién

xg = B~ 'b (3.5)

Utilizando este vector podemos construir una solucién del sistema Ax = b haciendo 0 las variables que no
estén asociadas a las columnas de B. Suponiendo, sin pérdida de generalidad, que las columnas linealmente
independientes de A son las m primeras entonces

B:[Alv"'vAm]
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XB = (T1,...,Zm)
y por tanto el vector X definido como

n—m

x=|z1,...,2m,0,...,0 | =(xB,0)

es solucién del sistema Ax = b.
Si D es la matriz formada por el resto de las columnas de A que no pertenecen a B, es decir

D=[An+t1,-.-,A,]

tendremos
AX = [B,D|(xB,0) =Bxg +D0=Bxg =BB 'b=b

Modificando la base, es decir, eligiendo otro conjunto formado por otras m columnas de A linealmente
independientes, obtendremos otra solucién de Ax = b. Se observa pues que a cualquier submatriz B de A,
formada por m columnas linealmente independientes, se le puede asociar una solucién de Ax = b, dada por:

X = (xB,0) = (B™'b,0)
lo que nos lleva a dar la siguiente definicién

Definicién 3.14 (Solucién basica) Si el rango de la matriz A es m, al tomar cualquier submatriz B reqular
(det(B) #0) de orden m (B € My,xm) y hacer 0 las restantes n —m variables asociadas a los vectores columna
de A que no estan en B obtenemos un sistema de m ecuaciones con m incégnitas

BXB =b

cuya solucion, junto con el resto de coordenadas que no estan en Xg iguales a cero, se denomina solucién bésica,
y se representa mediante X = (xp,0). Si alguna de sus componentes es nula, entonces X es una solucién bésica
degenerada.

Se denomina base o matriz bdsica a cualquier matriz cuadrada B no singular y de orden m. Formada por
un conjunto de m vectores columna, A;, de A linealmente independientes.

Las wvariables bdsicas son las variables del vector xg formado por las m variables asociadas a la solucién
bésica, es decir, las variables asociadas a las columnas de B.

Las variables no bdsicas son las variables asociadas a las columnas que no estdn en B y que hemos llamado
matriz D.

Ejemplo 3.15 FEstudia las soluciones bdsicas del sistema de ecuaciones lineales siguiente

T1 +2x9 +2x3 =28
T+ 3r9 — 13 =12

Solucién: Por su definicién una solucién bésica estd compuesta por al menos n — m componentes nulas.
Para este sistema m = 2 y n = 3, por tanto, en cada solucién bésica, al menos una de las componentes tiene
que ser 0.

Si hacemos x1; = 0 el sistema nos queda como

200 +x3 =8
3$2—$3:12

2 1
5= (3 )

y la matriz B, asociada es
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que es regular y por tanto resolviendo segin la ecuacién 3.5

xp, = (22,75) = BT'b = ( : >_1< 5 ) ~ (4,0)

que es degenerada. La solucion bédsica asociada a Bp para el sistema completo es
x! = (0,4,0)

Si ahora hacemos zo = 0; la submatriz de orden m = 2 que obtenemos es:

m-(1 1)
que también es regular y utilizando de nuevo la ecuacién 3.5 obtenemos
xB, = (x1,23) = (10,—-2)
y como solucién bésica asociada a Bo para el sistema completo se obtiene
x? = (10,0, —2)

Por tltimo si ahora x3 = 0, la matriz bésica es
1 2
m-(13)

xB, = (z1,22) = (0,4)

y como solucién bésica asociada a Bg para el sistema original tenemos

X3 = (07 47 0)

a la que corresponde la solucién

que es de nuevo un solucién béasica degenerada.

Se observa en el ejemplo anterior que no todas las soluciones bésicas van a ser factibles, ya que algunas de
ellas no cumplen la condicién x > 0. Estamos interesados en aquellas soluciones bédsicas que cumplan todas las
restricciones del problema.

Definicién 3.16 (Solucién factible basica) Una solucion bdsica xB, que sea factible se denomina solucién
factible bésica (s.f.b) o solucién fundamental. FEn este caso B es una base factible. Si xp es degenerada se
denomina solucion factible bésica degenerada.

Se observa que hay (::;) posibles soluciones bésicas para el sistema de ecuaciones Ax = b, correspondientes
al mimero de formas de seleccionar m de las n columnas, suponiendo que no sea redundante ninguna de las
ecuaciones del sistema. Este nimero es el médximo, ya que alguna de estas combinaciones puede producir una
matriz no regular.

Si denotamos por cg; el coeficiente de la variable bésica xg; en la funcién objetivo, el vector cg =
(¢B,,.--,cB,, ) estd formado por los coeficientes de la funcién objetivo de las variables bdsicas. Dada una
solucién factible bésica (xg, 0), el valor de la funcién objetivo z, en esta solucién es:

z=c'x =chxgp

El siguiente resultado nos indica que la solucién de un problema lineal se puede conseguir consultando
solamente las soluciones bésicas.
Teorema 3.17 (Teorema Fundamental) Dado un problema de programacion lineal en forma estdndar:
Minimizar z = c’'x
Sujeto a
Ax =D
x>0

con A € My, xn, rango(A) =m <n,c,x € R",y b € R™ con b > 0, entonces sucede:
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1. Si hay una solucion factible X = Hay una solucidn factible bdsica.

2. Si hay una solucidn factible éptima x* = Hay una solucion factible bdsica dptima.

Este resultado es muy interesante porque permite reducir el problema de bisqueda del éptimo dentro de
un conjunto infinito de puntos, al cdlculo de los valores que toma la funcién objetivo en las soluciones factibles
bédsicas, que como se ha comprobado forman un conjunto finito.

Aunque esta reduccioén es importante, puede resultar ineficaz en la préctica, ya que el nimero de soluciones

bésicas es
n n!
m ml(n —m)!

que puede ser un nimero demasiado grande, por ejemplo para n = 25 y m = 20 obtenemos un valor de 53130
posibles soluciones bésicas.

También es necesario observar que si bien sobre el conjunto de las soluciones fundamentales, al ser un
conjunto finito, la funcién siempre alcanza un minimo (siempre que el problema no sea infactible), esto no
implica que la funcién tenga minimo sobre todo el conjunto de las soluciones factibles.

Ejemplo 3.18 Si las restricciones son

1tz taz=1
120,22 > 0,23 >0

El teorema anterior permite reducir el conjunto de puntos donde hay que buscar la solucion al conjunto
formado por los puntos (1,0,0); (0,1,0) y (0,0,1) que son las soluciones basicas.

Ejemplo 3.19 Mientras que si las restricciones son:

2x1 +2x2 +x3 =4
201+ 29+ 23 =3
12020 > 0,23 >0

El teorema mos permitird reducir la bisqueda del dptimo al conjunto de las soluciones bdsicas (1,1,0) y
(0,1,2).

3.4 Meétodo Simplex

La idea del método Simplex consiste en pasar de una solucién factible bésica del conjunto de restricciones
de un problema en forma estandar a otra, de modo que el valor de la funcién objetivo decrezca continuamente
hasta alcanzar un minimo o descartar que este exista. El teorema fundamental garantiza que para buscar una
solucion factible 6ptima, basta considerar sélo las soluciones factibles bésicas. Veremos ahora como se puede
construir un método eficiente para encontrar un minimo de un problema lineal.

El método Simplex consiste en intentar llegar a una solucién éptima a través de una secuencia de soluciones
factibles bdsicas, en las que se va disminuyendo el valor de la funcién objetivo con cada paso de la secuencia.
El método se basa en las tres operaciones siguientes:

1. Partiendo de una solucién factible bésica, se elige una variable no bdsica, cuya introduccién en la base
produzca otra solucién factible basica que reduzca el valor de la funcién objetivo.

2. Dado que en el apartado anterior pretendemos introducir una nueva variable habré que elegir otra variable
que salga de la base. Este cambio hay que hacerlo de modo que la nueva solucién bésica obtenida sea
factible.

3. Pasar de una solucién a otra mediante un sistema de ecuaciones equivalente.

Veamos en la siguiente seccién el desarrollo de este conjunto de pasos y que constituyen la base del método
Simplex.
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3.4.1 Desarrollo del método

Para el desarrollo del método del simplex debemos comenzar con el sistema de ecuaciones que forman las
restricciones de un problema lineal en forma estédndar

a1x1 + ... + apr, = b
(3.6)

amixi + ... + amnTn = bm

con m < n y rango de la matriz de coeficientes A igual a m.

Como antes, si el rango de A es m, existen al menos m columnas linealmente independientes, y supongamos
sin pérdida de generalidad que esas columnas son las m primeras: {Aq,...,A,,}. Estos vectores constituirdn
una base de R™ y cualquier vector de este espacio podréd expresarse en términos de ella. Por tanto, el resto de
las columnas A, 11, ..., A, podrd ponerse como combinacién lineal de los elementos de esta base y podremos
expresar el sistema 3.6 en términos de esta base

T Yim+1@ms1 + oo+ YT + 0+ YinTn = 2!
I P oo (3.7)
Tm  Ymm+1Tm+l + - T+ YmgTq T 0t YmnTn = x(r)n

Esta expresion se llama forma triangular o candnica de un sistema de ecuaciones y puede obtenerse a partir

de 3.6 mediante el método de reduccién de Gauss. Ademds en la seccién anterior se vié que si definfamos

Bo=[A4,...,A,,], entonces el vector construido como x’= (Ba p, 0) es una solucién bésica del sistema 3.6.
El sistema descrito en 3.7 se obtienen a partir de 3.6 premultiplicando por By 1. de forma que en este caso

af
-1
—B;'b
Ty,
y si definimos y} = (y1x, ..., Ymk) entonces
yi =By Ay (3.8)

Supongamos ahora que la solucién bésica x° es también factible y por tanto se verifican las restricciones

Ax'=b <= 29A;+---+2%A,=Db
x0>0

0

y como X" es una solucién bésica, sus componentes no bésicas son cero y el sistema queda

A+ + 20 A, =b (3.9)
x>0 ’

Siguiendo con la idea inicial del método Simplex, a partir de esta primera solucién factible bésica tenemos
que encontrar otra solucién factible basica. Como cada solucién bésica estd asociada a una base, realizar un
cambio de solucién bdsica implica un cambio de base, no obstante habrd que realizar este cambio de base de
manera que la nueva solucién bésica siga siendo factible.

Si se quiere introducir en la base el vector A,, asociado a la variable no bésica x4, hay que suponer en
primer lugar que A, # 0, es decir, que no es el vector nulo. A través del sistema 3.7 es posible obtener su
representacién en términos de la base actual By:

Aq = Alqu +-F Amqu

Como A, # 0, debe existir algin y;, # 0; supongamos, sin pérdida de generalidad, que esto ocurre para yi4.
En este caso se puede despejar el vector A, dividiendo por ¥4

1
Al - yT (Aq - A2y2q + -+ Arnyrnq) (310)
q
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Con este cambio el conjunto de vectores By = {A,, Ag,...,A,,} formard una base y todos los elementos de
R™ se podrén expresar como combinacién lineal de sus elementos. En particular el resto de columnas de A.
También es posible obtener la expresién del sistema 3.7 en términos de esta base.

Si sustituimos ahora la expresiéon de A; (ecuacién 3.10) en la ecuacién 3.9 obtendremos la solucién bésica
respecto a la nueva base B1 = {A,, Ao, ..., A}

1
7y {yT (Ag — Asyag +---+Amqu)} +ayAr -2 Ay =b
q
Reagrupando términos
2y 2y 2y
_1Aq_|_ ($(2]—_1y2q) Ag+ -+ (l‘(;n——lqu) A,=b
qu qu qu

de donde obtenemos la expresion para la nueva solucién bédsica

0 0 0
x = 0,29 — Ly, 2% — Zhy00,...,0, 22 0,...,0 (3.11)
Yiq Yiq Yiq

El proceso anterior equivale a dividir la fila de la variable bédsica que queremos sustituir por el elemento
(lamado elemento pivote) de la columna asociada a la variable que queremos que entre en la base, con el fin
de obtener un 1 en ese elemento. A continuacién y utilizando operaciones elementales entre filas se hacen 0 los
restantes elementos de esa columna. En las siguientes tablas podemos observar el proceso. En primer lugar
dividimos el sistema 3.7 por el valor del elemento pivote para obtener un 1 en ese elemento, por eso es necesario
que dicho elemento sea distinto de cero (yi4 # 0)

1 Y1, m+1 Yin x(f
N Lxm-‘,—l + ... + Tq + o 4 g = 2
Yiq Y1q Uiq Uiq

x2 Yomt1Tmi1  + 0+ Youly + 0+ YT, = a9
Tm Ymm+1Tme1 + oo+ YmgTqg + 0+ YT = x(7]n

A continuacién y utilizando operaciones elementales entre filas, restamos a las restantes filas (k = 2...m) la
primera multiplicada por el coeficiente adecuado (yx,q k =2...m)

0
X1 Y1,m+1 Yin Xy
— +=—Tmy1 ... +txy5 - +—x, = —
Yiq Yiq Yiq Yiq
0
Y2,q71 Y2,
L, o 0 o Aghaa, = - 22
Yiq Yiq
Ym,ql1 / / 0 _ YmygTi
- +Tpm +ym,m+1x’m+1 cee 0 t +ym,nxn = Ty
Yiq Yiq

que es el sistema triangular para la nueva base B; = {A,, Ay,...,A,,}, donde (y;k =Yjk— M) con

ji=2,....myk=m+1,...,n.
Para que la nueva solucién bédsica obtenida sea factible, tiene que ocurrir x* > 0; teniendo en cuenta la
expresion de la nueva solucién bésica en términos de la antigua dada en la ecuacién 3.11

1

0
> (3.12)

qu
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0
azg—ykq;TlZOparak:Z...,m (3.13)
q

0

De 3.12 y teniendo en cuenta que x° > 0 (ya que suponemos x° es una solucién factible bésica) debe ocurrir

Y1ig >0 (3.14)
lo que nos da una de las condiciones para que la nueva solucién bésica sea factible: el elemento pivote tiene que

ser estrictamente positivo.
0

x
Teniendo en cuenta ahora yTl > 0 (ecuacién 3.12) y que x° es factible (az? >0,j=1,...,m), el signo de
q
3.13 dependerd del signo de ygq. Se distinguen tres casos
0 0
x x
ykq<0:>__1ykq20:>$2__lykq20
Yiq Yiq
0 0
x x
ykq:0:>__1ykq:0:>x2__lykq20
Yiq Yiq
20
Ykg > 0= azg — —lykq no tiene signo definido
Yiq

El tercer caso, yr, > 0, implica una diferencia entre dos nimeros positivos y por tanto el resultado puede tener

cualquier signo. Para garantizar la no negatividad tendrd que cumplirse
0 0
T xy .
“E s Loy >0
Ykq Yiq
asf pues, la elecciéon de y;, no es arbitraria, y solamente podremos cambiar el vector A; por el vector A,

manteniendo la factibilidad si se cumple
0 0
x x
L — min { —k
Y

Yiq kq

Yhq > 0} (3.15)

Esta condicién se conoce con el nombre de criterio de salida, ya que determina que vector dejara la base, es
decir, qué variable deja de ser bésica en la nueva solucién. Para el caso general, para poder hacer el cambio de
A, vector de la base, por A, vector no bésico, manteniendo la factibilidad de la nueva solucién, se tendra que

cumplir
xo ajo
£ :min{—k Ykq >0}
Ypq Ykq

Junto a este criterio de salida, que determina la variable que deja la base, debemos incorporar un criterio de
entrada, es decir, un criterio que nos permita elegir de entre el conjunto de las variables no bésicas aquella que
sustituya a la variable que sale. Este criterio de entrada se construye de forma que la nueva solucién factible
bésica mejore el valor de la funcién objetivo. Para ello compararemos el valor de la funcién objetivo en la
solucién factible bésica inicial x°

22 =12l + -+ et (3.16)
con el valor en la nueva solucién factible bésica x!
2t =cowy+ o+ ey, + cgTy (3.17)
Utilizando las expresiones para {x%, R a:}]} de la ecuacién 3.11
0 0 0
x x x
doa () e v (s ) e
Yiq Yiq Yiq
20
Si se agrupan términos y se saca factor comin —- obtenemos la expresién
qu
1 0 0 af
= (02x2 4 mem) + y_ (Cq - (CQ?JZQ +eeet Cmqu)) (3~18)
1q
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Si ahora se restan 3.18 y 3.16
1 o_ 2§ 0
zn—z = y— (Cq — (nggq +--- 4+ Crnyrnq)) — 1Ty (319)
1q
Multiplicando y dividiendo el dltimo sumando de 3.19 por yi,4

0 JZO

T
-0 = 2L (g — (Coy2q + -+ CmYUmgq)) — Cl—lqu
Yiq Yiq
0
T
-2 = y—l [Cq - (Clqu +cay2q + -+ Cmqu)] (3~20)
1q

La expresion entre paréntesis del segundo miembro se puede expresar como
T TR-1
C1Y1q T C2Y2¢ +** + CnYmg = CYq = BT A, = 2,

¥ %4 es la influencia del vector A, en la funcién objetivo y la expresién anterior queda como

0
1_0_ 5

zh =z = [cq — 2] (3.21)
qu

Al término (¢q — 24) se le denomina coeficiente de coste relativo de la variable no bésica x4 y se denota por 7.
Este nombre es debido a que proporciona la diferencia entre el coste directo ¢4 y el indirecto z, que proporciona
la. variable z,.

Por tanto el valor de la funcién objetivo queda expresado en la nueva solucion factible bédsica en términos del
valor que toma para la solucién factible bésica inicial y un término que depende del vector que se incorpore a la
base. Obviamente la mejora en la funcién objetivo se consigue cuando el nuevo valor es menor que el primero

Zl<ZO<:>Tq:Cq—Zq:Cq—CBB_1Aq<0

0

donde se ha tenido en cuenta que por factibilidad == > 0 . Por tanto el criterio de entrada sers la eleccién de
qu

una variable cuyo coeficiente de coste relativo sea negativo. En general se suele elegir como variable de entrada

aquella que tenga un coeficiente de coste relativo més negativo
rq =min{ry| r, <0} (3.22)

Si ry = 0 entonces la variable z, podrd entrar en la base pero sin modificar el valor de la funcién objetivo.
Por otra parte, una vez elegida la variable de entrada x4, el criterio de salida indica que la variable x,, que

deja la base cumpla
0 0
xX x>
P — min { k2

Ypq Yiq

Yiq > 0}

3.4.2 Meétodo del Simplex en forma matricial

Las operaciones anteriores se pueden expresar de forma muy sencilla utilizando operaciones matriciales. La
forma matricial para el problema lineal en forma estdndar es

Minimizar cT'x
Sujeto a
Ax=Db
x>0

donde ¢,x € R", b € R™ y A € My, xn (R) con rango m < n. Si B es una matriz formada por m columnas
linealmente independientes de A, siendo D la matriz formada por las restantes n — m columnas, entonces el

problema anterior se puede expresar como
Minimizar cLxp + chxp
Sujeto a
[B,D|x =Bxp +Dxp =b
xB,Xp = 0
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Donde los subindices g y p indican las componentes de cada vector asociadas a las columnas de B y D
respectivamente.
Entonces si

xp = 0 = xg = B7'b es una solucién bésica
xp #0 = xg = B"'b— B 'Dxp
Utilizando estas expresiones podemos calcular el valor de la funcién objetivo como:

z = c(B'b—B 'Dxp) +chxp
= c5B7'b - LB !'Dxp + chxp

= ciB b+ (c%—chle) XD
Siendo
rh =ch—c5B'D (3.23)

el vector de coeficientes de coste relativo de las variables no bédsicas.

3.4.3 Teoremas de optimizacion

A partir del desarrollo anterior podemos dar los siguiente resultados sobre optimizacién en programacion
lineal.

Teorema 3.20 (Mejora de la solucién factible basica) Dada una solucion factible basica no degenerada
O con wvalor objetivo 2° y vector de costes relativos v, entonces
Si 3q con x4 no bdsico, tal que ry = cq — 24 < 0 = Existe solucion factible con valor objetivo z' < 2°.

X

o Si la columna A, puede sustituir a un vector de la base original y generar una nueva solucidn factible
bdsica, esta nueva solucion tendrd un valor objetivo z' < 2°.

o S5i A, no puede sustituir a ningin vector de la base para generar una nueva solucion factible bdsica entonces
el conjunto factible no estd acotado y la funcion objetivo puede hacerse arbitrariamente pequena.

De hecho si 3 x4 variable no basica con rq < 0y yiq <0Vi=1,...,m = La funcion objetivo z no estd
acotada inferiormente y por ello no existe el minimo.

Teorema 3.21 (Condicién de optimizacién) Si para x° es una solucion factible bdsica con r; > 0,Vj aso-

ciado a x; no basica => Dicha solucion factible es dptima. Ademds si r; > 0, entonces la solucion es tinica.

Notar que el coeficiente de coste relativo de una variable bésica siempre es 0, puesto que ya esta en la base.
La introduccién de una nueva variable bésica x4 con coeficiente de coste relativo r, = 0, no modifica el valor de
la funcién objetivo.

3.4.4 Desarrollo computacional del método simplex

Consideremos un sistema en forma canénica (ecuacién 3.7) con solucién factible bésica inicial x° = (29,..., 29 ,0,...,0)

asociada a las m primeras columnas de A y sea 2° = ¢”x? el valor correspondiente de la funcién objetivo. Por
comodidad escribiremos los coeficientes en formato tabla sin que aparezcan las variables explicitamente.
Para desarrollar el método simplex se utiliza el valor de la funcién objetivo z = ¢Tx como una variable
adicional mientras que la ecuacién
cry+ -+ epry, —2=0
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se considera parte del sistema. La tabla de coeficientes queda de la siguiente forma

T1 o Ty Tl ez, z b
T 1 .. 0 Y1m+1 e Yim 0 37(1]
: : : (3.24)
Tm | O - 1 Ymmtl " Ymon 0 xgn
c1 o Cm Cm+1 cee Cn -1, 0

La columna correspondiente a la variable z no va a cambiar durante todo el método, por tanto, no serd necesario
anadir su columna correspondiente a z.

Al introducir una nueva ecuacién, las dimensiéon aumenta en una unidad m — m+ 1 y para expresar la tabla
en forma diagonal habria que hacer 0 en los coeficientes de esta fila correspondientes a las variables bésicas.
Para ello restamos a esta fila la combinacién lineal adecuada que consiste en multiplicar cada fila j anterior, por
el correspondiente coeficiente ¢; de la funcién objetivo. Obtenemos asf la siguiente tabla (de la que ya hemos
eliminado la columna asociada a z, ya que no va a cambiar durante todo el proceso)

Z1 e Tm Tm41 e Tn, b
1 - 0 ... 20
T Y1,m+1 Yin 1
0o - 1 - 20
LTm Ym,m41 Ymn m
m m m 0
o - 0 (C’m+1 =i ijjmwrl) e (en = Xoke1 Giliim) | T 2o G

Se observa que en la iltima fila, en las columnas no bésicas, aparecen los coeficientes de coste relativo de las
variables no bésicas correspondientes, mientras que en la columna de términos independientes aparece el valor
de la funcién objetivo para la solucién bésica actual pero cambiada de signo. Es decir la ltima ecuacién se ha
cambiado por

Tm+1Tm+1 oo+ 10Ty — 2 = -2
y la tabla puede expresarse como
xl DY xm xm+1 ... xn b
T 1 ... 0 Yimtl o Yin x(l)
: . . (3.25)
Tm 0 e 1 ym,m+1 tet ym,n xi)n
o .- 0 Tl o T 0

Asf pues la ultima fila se trata como las demds comenzando por las ¢; y reduciendo a O los términos
correspondientes a las variables basicas con operaciones entre filas.
A partir de esta tabla se aplican los criterios de optimizacion:

1. Siry >0 para k= (m+1),...,n = La solucién es éptima.

2. Si Jrg < 0 se puede mejorar la solucién (suponiendo no degeneracion), incorporando la variable no bésica
correspondiente a la solucién. Si hay mds de un coeficiente negativo, se puede seleccionar cualquiera de
ellos, aunque en general se selecciona el més negativo.

3. Después de seleccionar una columna g sobre la que pivotar, la eleccién final del elemento pivote se hace
calculando la razén z?/ Yiq cON Yiq > 0 de la g—ésima columna y seleccionando el elemento p que genere la
razén minima. Al pivotar sobre este elemento se mantiene la factibilidad y suponiendo no degeneracion,
i.e. 2¥ # 0, disminuird el valor de la funcién objetivo en la nueva solucién obtenida. Si en la columna q no
hay elementos no negativos, el problema es no acotado. Si se ha podido hacer el cambio entre las columnas
Py ¢, tendremos la expresién del sistema respecto a otra base, incluyendo la fila de los coeficientes de
coste relativo y se repite el proceso con esta nueva tabla.

El algoritmo del método puede expresarse como sigue
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Algoritmo del Método SIMPLEX

e Paso 0. Contruccién de la tabla 3.24 correspondiente a una solucién factible bésica inicial y mediante el
calculo de los coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas, se transforma de la tabla inicial en
la tabla 3.25.

e Paso 1. Siry >0 Vk = La solucién factible bdsica es 6ptima y hemos resuelto el problema.

e Paso 2. Se elige una variable no bdsica z, con r, < 0, para entrar en la base. Cualquier variable no
bédsica z, con coste relativo r, < 0 producird una mejora en la funcién objetivo, aunque en general se
toma la variable cuyo coeficiente de coste relativo sea més negativo.

e Paso 3. Se calculan las razones x?/yjq con yjq >0,7=1,...,m. Si ! Y;jq > 0 el problema es no acotado.
Si por el contrario existe algin y;, > 0, se selecciona la variable x;, de forma que la razén z/y,, sea la
menor.

e Paso 4. Pivotamos sobre el elemento y,,, actualizando todas las filas incluida la dltima. Volvemos al
paso 1.

Ejemplo 3.22 Maximizar la funcion 3z, + xo + 3x3 sujeta a las restricciones

221 + x2 + x3 < 2
r, + 2372 + 31’3 § 5
201 4+ 222 + a3 < 6

L1, T2,T3 Z 0

Solucién: Para convertir el problema a la forma estandar de modo que pueda aplicarse el procedimiento
simplex, se transforma el objetivo de maximizacién en minimizacién multiplicando la funcién objetivo por menos
uno y se introducen tres variables de holgura no negativas =7, 2 y 2, con lo que la forma estandar del problema
queda

Minimizar —3x1 —x2 —3z3
Sujeto a
221 +xy +xz +axh =2
211 +2x9  +x3 +$g =6
T1, T2, w3, 2 2Bk >0
Construimos la tabla inicial
Ty xa w3 af b P |b
at 1 1 0 0]2
ah |12 0 1 0|5
|2 2 1 0 0 1/[6
-3 -1 -3 0 0 010

Observamos que el problema ya estd en forma triangular si consideramos a las tres variables de holgura como
las variables bédsicas. Ademds y puesto en la tltima fila sus coeficientes asociados son 0, el resto de valores
asociados a las variables no bésicas serdn sus coeficientes de coste relativo correspondientes: r; = —3, 1o = —1

y r3 = —3.
La solucién bésica para este sistema es

x° = (0,0,0,2,5,6)

con valor objetivo
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Como existen coeficientes de coste relativo negativos podemos mejorar el valor objetivo, introduciendo en la
base cualquiera de las no bésicas x1, x2 o x3. Los posibles pivotes de cada columna se encuentran encuadrados
)
. . : 0/,
y han sido calculados segin la regla del menor cociente x; /Yiq-

. 215
Para z; = 1:m1n{5,1,
. 2 . 5
Para zo = 2:m1n{1, }zmln{2,§,3}
2
Para z3 = gzmin{?g, }zmin{?,gﬁ}

Cualquiera de las variables z1, xo 6 x3 podria entrar en la base para producir una mejora en la funcién
objetivo. Si utilizamos el criterio de tomar como variable de entrada aquella cuyo coeficiente de coste relativo
sea el més negativo, habria dos variables cumpliendo estos requisitos, por tanto elegimos una de esas dos
variables al azar, en nuestro caso la variable z3 y utilizando como pivote k obtenemos la siguiente tabla

oo

} =min{1,5,3}

Do | Ot
[\ ep

)

= o

Ty my w3 xf al b
ah f {53 13 0 1 —-1/3 0| 1/3
z3 | 1/3 2/3 1 0 1/3 0| 5/3
zh | 5/3 4/3 0 0 -1/3 1] 13/3
-2 1 0 0 1 0 5

Al cambiar la variable x? por x3 vemos como el vector unitario correspondiente que estaba en la columna 5,
pasa a estar en la columna 3. La nueva solucién bésica es

x! =(0,0,5/3,1/3,0,13/3)

con funcién objetivo
2l=-5<2°

y comprobamos que es factible y que el valor objetivo (recordemos el cambio de signo) ha disminuido.

Vemos ahora que el Unico coeficiente de coste relativo asociado a una variable no bésica que es negativo
nos lo proporciona la columna 1, es decir, introducir la variable z1 en la solucién bédsica nos proporcionard un
valor mds pequeno para la funcién objetivo. Si aplicamos a continuacién el criterio de salida para encontrar el

elemento pivote
LR { (1/3) | (5/3) <13/3>} ~ min {; ; g}
5 (5/3) | (1/3)" (5/3) 57

obtenemos que la variable 2% es la que debe salir de la base. Actualizamos la tabla para obtener

T X2 I3 xZ x’g xg/ b
x| 1 1/5 0 3/5 —1/5 0 | 1/5
z3 | 0 3/5 1 —1/5 2/5 0 | 8/5
|0 1 0 -1 0 1 4

0 7/5 0 6/5 3/5 0 |27/5

La nueva solucién factible bésica estd formada por las variables z1, z3 y o8
x? = (1/5,0,8/5,0,4)

con valor objetivo
22 =-27/5< -5=2'
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Los coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas se obtienen como antes de la dltima fila

To =
o=

o=

Gl ooy ol

Como son todos no negativos, se deduce que la solucién factible bésica correspondiente a esta tabla es 6ptima.

Ademads como ninguno de ellos es cero la solucién es tnica.
La solucién éptima para el problema de maximizacién serfa la misma pero con valor éptimo 27/5.

3.4.5 Degeneracion

Es posible que durante el desarrollo del procedimiento simplex se presenten soluciones factibles bésicas
degeneradas, es decir, variables bdsicas con valor 0. A menudo éstas se pueden tratar como una solucién
factible basica no degenerada cualquiera, sin embargo, es posible que después de seleccionar una columna g para
incorporar a la base, el minimo de las razones x? /Yjq sea 0, lo que implica que la variable bdsica con valor 0
es la que debe salir. Esto significa que la nueva variable x, entrarfa con valor 0, el objetivo no disminuirfa y
la nueva solucién factible bésica también seria degenerada. Este proceso podria continuar durante una serie de
pasos hasta obtener de nuevo la solucién béasica degenerada original y entrar por tanto en un ciclo que podria
repetirse indefinidamente.

Se ilustrara este problema con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.23 Resuelve el problema de programacion lineal

Minimizar — % xrqy +20x5 — % g bx7
Sujeto a
T %l‘;; —8x;5 —2¢ +9x7 =0
T2 524 —12z5 —%xf; +3x7; =0
x3 “+xg =1
r1, o, T3, T4, Ts, Tg, T7 >0

Solucién: Utilizamos para ello el método simplex partiendo de la tabla inicial. En cada tabla el elemento
pivote es el que estd dentro del recuadro.

Ty Ty T3 Ty Xy Tg 7| b
|1 0 0 [3] -8 -1 9|0
|0 1 0 4 -12 -1 310
z3[0 0 1 0 0 1 0]1
r{0 0 0 -2 20 -1 6|0

Ty Ty X3 T4 s x¢ a7 | b
x4 0 0 I =32 —4 36 |0
w2 1 0 0 31500
z3/ 0 0 1 0 0 1 0|1
r|3 0 0 0 -4 - 33]0

X1 T2 X3 T4 Tp Te X7 b
e[ -12 8 0 1 0 —84 0
x| -3 1 0 0 1 2 Lo
z3|] 0 0 1 0 0 1 0 |1
r] 1 1 0 0 0 -2 18 |0
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X1 Tz X3 Ta Tz Tg Ty | b
|- 1 0 1 0 1 =30
ws| £ -1 0 -3 1 0 0
z3| 3 -1 1 -4 0 0 2|1
r|-2 3 0 1 0 0 =3]0

Ty T2 T3 T4 r5s xg T7|b
T6 —6 0 —% 56 1 00

2 16
xT7 3 -3 0 —Z 3 0 1 0
z3| -2 6 1 5 56 0 0]1
r|-1 1 0 -5 16 0 0]0

Ty Ty T3 Ty Ts T Ty | b

|1 =3 0 -2 28 LI 0f]o0
1 1 1

X7 0 3 0 G —4 -6 1 0

zs| 0 0 1 0 0 1 o0]1

r{0o -2 0 T 4 LI o0fo

T1 T2 T3 T4 Ts5 Tg X7 | b
|1 0 0 [ -8 -1 9|0
|0 1 0 2 -—12 -1 310
z3| 0 0 1 0 0 1 0|1
r]0 0 0 -3 20 -I 67]0

y comprobamos que llegamos a la tabla inicial del problema.

Hay diversos procedimientos para evitar este ciclado, uno de ellos es la regla de Bland que presentamos en
forma de teorema (aunque realmente no es tal, sino una regla de célculo).

Teorema 3.24 (Regla de Bland)
o La variable de entrada es x, donde p estd definido como el indice siguiente
p = min{k| r, < 0}

e In caso de igualdad respecto a la columna que dejard la base se elige aquella x, que cumple

20
q = min{j| —L = cte}
Jp

Ejercicio 3.4.1 Utiliza la regla de Bland para resolver el ejemplo 3.23.

Solucién: El desarrollo del método utilizando la regla de Bland coincide hasta llegar a la cuarta tabla que

reproducimos a continuacién

T To T3 T4 T5 g Z7 b

| -2 1 0 1 0 1 —Z]0
1 1 3 3

I5 16 -3 0 ~ 64 1 0 16 0

xs| 5 -1 1 —¢ 0 0 2|1

r-2 3 0 L 0 0 -3]0

©SPH




104 Capitulo 3. Programacién Lineal

Ahora segtn la regla de Bland tendrd que entrar en la base la variable x; en lugar de la variable con el
coeficiente de coste relativo més negativo x7, que serfa la que entraria segun la regla usual, ya que aquélla tiene
un subindice menor que ésta. Pivotando sobre el elemento adecuado en esa columna obtenemos la siguiente
tabla:

I i) I3 Ty Is Te T7 b
6| 0 -2 0 —-1 24 1 —6[0
|1 =2 0 -3 16 0 3|0
z3| 0 1 1 =24 0 6 |1
r]0 -1 0 -2 32 0 9]0

Si continuamos con la aplicacién del método Simplex pero modificado mediante la regla de Bland, la variable
o entrard en la base en lugar de x4, que es la que tiene el coeficiente de coste més negativo

Tr1 To I3 T4 T5 Te X7 b
z¢| 0 0 1 0 0 1 0|1
z1|1 0 1 2 -8 0 1
x| 0 1 3 i) —12 0 3
r]0 0 5 -2 20 0 12]3

La variable que entra es x4 que sustituye a x»

1 Xy T3 Ty Ty T X7 | b
x| 0 0 1 0 0 1 01
a1l -3 2 0 -2 0 2|3
x| 0O 2 1 1 =24 0 6|1
10 2 3 0 2 0 Z|3

Esta tabla es la 6ptima con solucién

3
== 1,0,1
X <470707 707 >

3.5 Variables Artificiales

Al analizar el mecanismo del método Simplex se ha supuesto en primer lugar que contabamos con una
solucion factible bésica de partida. A veces esta solucién estd disponible de forma inmediata, por ejemplo en
problemas con restricciones de la forma <

Ax<b

con b > 0. Al utilizar variables de holgura en cada restriccién se obtiene una primera solucién factible bésica
formada precisamente por estas variables. Pero en general, no siempre resulta tan evidente la presencia de esta
primera solucién fudamental. Es necesario contar con métodos para determinar esa primera solucién factible
bésica. Veremos en esta seccién cémo conseguir este objetivo mediante la utilizacién de variables auxiliares.
Supondremos que el problema lineal ya se encuentra en la forma estdndar,

Minimizar z =cTx

Sujeto a
J (P1)

Ax=D
x>0

con b > 0. A partir de esta formulacién se pueden utilizar dos métodos para encontrar la primera solucién

factible bésica, necesaria para iniciar el método Simplex: el método de las dos fases y el método de la M grande
o de penalizaciones.
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3.5.1 Meétodo de las 2 fases

A partir del problema lineal (P1) se construye el siguiente problema

m
Minimizar 2z = Z x$
i=1
Sujeto a (P2)
Ax+x"=Db
x,x*>0
donde x* = (29,...,2%) es un vector de variables artificiales.

La ventaja del problema (P2) es la obtencién de una solucién factible bésica inicial de forma directa:
(x,x*) = (0, b); por tanto el problema (P2) no es infactible. Mds aun, (P2) siempre tiene solucién puesto que
su funcién objetivo es una suma de variables positivas y por tanto estd acotada por 0.

Esta claro que si hay una solucién factible del problema P1, entonces el problema P2 tendria que tener un
valor 6ptimo de cero con x* = 0, ya que en caso contrario serfa necesaria una variable artificial para resolver
el sistema dado en (P1). Si P1 no tiene soluciones factibles entonces el problema P2 tendrd un valor ¢ptimo
mayor que 0.

El valor 6ptimo de P2 serd 0 bien porque no haya variables artificiales en la solucién 6ptima o bien porque
haya variables aritficiales en la base pero con valor 0. Si no hay variables artificiales en la base, entonces
tendremos una solucién factible bésica del problema P1 eliminando de la solucién y la tabla 6ptimas de P2
toda la informacién relacionada con las variables artificiales.

Si el valor éptimo de P2 es 0, pero hay variables artificiales en la base, estas deben tener valor cero y
la solucién éptima de P2 es degenerada. Las variables artificiales que son bésicas pueden intercambiarse por
variables no bésicas del problema P1.

Si la solucién del problema P2 tiene soluciones artificiales en la base con valor positivo, es decir, el valor
o6ptimo de P2 es distinto de cero, entonces el problema inicial P1 es infactible.

El método consta de dos fases:

1. FASE I. Plantear el problema P2 introduciendo variables artificiales. Hallar una solucién factible bésica
de P1 o determinar que no hay.

2. FASE II. Utilizando la solucién factible bésica originada en la FASE I, resolver el problema original.
El algoritmo completo del método se describe a continuacién
Algoritmo del método de las 2 fases
FASE I

e Paso 1. A partir del problema en forma estdndar se construye el problema artificial P2, los coeficientes
de coste de las variables no artificiales son 0.

e Paso 2. Aplicar el método simplex al problema artificial P2. El proceso termina cuando se llega a la
solucién 6ptima o el valor de la funcién objetivo artificial es 0. Si no hay variables artificiales en la base
con valor > 0 ir al Paso 3. Si hay alguna variable artificial en la base con valor > 0 el problema P1 es
infactible.

FASE II

e Paso 3. Se considera la funcién objetivo del problema inicial, poniendo coeficiente 0 a las variables
artificiales que aparezcan en la base al final de la FASE I, y prescindiendo de aquellas que no sean
bésicas, asi como de sus columnas asociadas.

e Paso 4. Las columnas de la FASE IT son las de la FASE I, salvo las columnas de las variables artificiales
que no figuran en la funcién objetivo del Paso 3. Se calculan los valores de 7y, para las variables no bésicas
haciendo 0 en los coeficientes de coste relativo asociados a las variables bésicas.
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e Paso 5. Sila funcién objetivo del Paso 3 no tiene variables artificiales aplicar el método simplex, en
otro caso ir al Paso 6

e Paso 6. Aplicar simplex con la siguiente modificacién en la variable de salida: Si x es la columna pivote,
se consideran los valores y;;, de las filas asociadas a las variables artificiales que sean bésicas, si alguno es
negativo, se toma como variable de salida alguna de esas variables artificiales con y;r < 0. En otro caso
utilizar la regla de la variable de salida del método simplex.

Vemos a continuacién un ejemplo de aplicacién de este método:

Ejemplo 3.25 Resuelve el problema

Minimizar 4z, +xo +x3
Sujeto a
2371 +$2 +2$5 = 4
3371 +3$2 +x3 =3

X1,T2,I3 Z 07
Solucion:

1. FASE I: Planteamos el problema artificial introduciendo z§ y x¢ como variables artificiales y utilizando
como funcién objetivo z§ + x§

Minimizar x4 +ag
Sujeto a
21 +xo +2z3 4§ =4
3r1 43z  +z3 +xg =3
T1, T2, T3, T, T8 > 0,
cuya tabla inicial es
1 ®x x3 x§ x| b
x§ | 2 1 2 1 0|4
x| 3 3 1 0 113
0O 0 0 1 110
con solucién factible basica inicial
x =(0,0,0,4,3)

Para comenzar el método simplex debemos actualizar la ultima fila de manera que las variables bésicas
tengan componentes 0. Restando la primera y segunda filas a esta fila obtenemos

x1 x2 w3 zxy x| b
x§ | 2 1 2 1 0 4
xg | 3 3 1 0 1 3

-5 -4 -3 0 0| -7

y ya estamos en condiciones de comenzar con el método Simplex.

La tabla que se obtiene después de dos pasos del método es la siguiente

T To T3 oy 8 b

T3 0 -3/4 1 3/4 —1/2| 3/2
1 1 5/4 0 —-1/4 1/2 | 1/2
0 0 0 1 1 0

Esta tabla es éptima y la solucién éptima® que se obtiene de ella es

x* = (1/2,0,3/2,0,0)

°Notar que como ro = 0, siendo x2 una variable no béasica, habra soluciones alternativas.
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Esta solucién 6ptima no contiene variables artificiales y por tanto eliminando esas variables obtenemos
una solucién factible bésica del problema original

x = (1/2,0,3/2)
Con este tltimo paso se acaba la FASE 1.

2. FASE II: Esta fase comienza con la tabla siguiente

T i) T3 b

3| 0 —3/4 1]3/2
x| 1 5/4 0]1/2
4 1 1 0

Donde se han eliminado todas las variables artificiales, ya que ninguna estaba en la base de la ultima
tabla de la fase I. Ademds se han introducido los coeficientes correspondientes a la funcién objetivo del
problema original en la tdltima fila.

Aplicamos ahora el método simplex a esta tabla, haciendo en primer lugar 0 las componentes de la dltima
fila asociadas a variables bésicas. La tabla obtenida con estos cambios es

T To T3 b
T3 0 -3/4 1 3/2
1 1 5/4 0 1/2
0 -13/4 0| -7/2

Segun el criterio de entrada podemos incorporar la variable x5 a la base. El elemento pivote estd encuadrado
y actualizando la tabla obtenemos

b

X1 T2 T3
3| 3/5 0 1 9/5
o | 4/5 1 0 2/5
13/5 0 0] —11/5

que es la tabla éptima. La solucién éptima es
x" =(0,2/5,9/5)

y ademds es tnica.

Aunque en el algoritmo del método de las dos fases se introduce una variable artificial por cada restriccién
del problema, en la préctica solamente hay que incluir aquellas variables artificiales que sean necesarias para
completar la base inicial. Por ejemplo, si tuvieramos que resolver mediante el método de las dos fases el problema

Minimizar 4x1 +x9 +x3
Sujeto a
21‘1 +x9 +2ﬂ?3 S 4
3r1 +3x2  Hx3 =3
T1,T2,T3 Z 0

Una vez puesto en forma estdndar

Minimizar 4x; +x9 +x3
Sujeto a
2r1 4z +2x3 —|—x2 =4
3r1  +3z2 3 =3
$1,$2,$3,$Z >0
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se observa que solamente es necesario incluir una variable artificial, ya que el vector columna asociado a la
variable de holgura % puede formar parte de la base inicial. El problema P2 de la fase I serfa

a

Minimizar ¢
Sujeto a
2r1  +ao +2x3 —l—xff =
3r1  +3z2 3 +xg =3
xl,xg,azg,,azib,xg >0
cuya tabla inicial serfa
T Ty I3 asz zg | b
2 1 2 1 0|4
x| 3 3 1 0 113
0o o0 0 0 110

que hay que actualizar para poder emplear el método simplex haciendo 0 en el coeficiente de coste relativo de
la variable bésica z¢. Después de restar la segunda fila a la dltima obtenemos

r1 Xy T3 azZ x| b
ah | 2 1 1 0] 4
g 1 0 1] 3
-3 -3 -1 0 0] -3

Se observa en la tabla anterior que cualquiera de las variables x1, x5 o x3 podria entrar en la base y podriamos
elegir cualquiera de ellas como variable de entrada. Sin embargo, serfa conveniente elegir la variable que entra
de tal forma que la variable que sale sea alguna variable artificial, en nuestro caso y observando los pivotes para
cada eleccién de la variable de entrada podemos optar entre x1 y x2, ya que cualquiera de ellas sustituirfa a
la variable artificial ¢ en la base. Si por ejemplo, elegimos x2 y pivotamos sobre el elemento correspondiente
obtendremos la siguiente tabla

1 Ty T3 xﬁf xg b
o |1 0 5/3 1 -1/3|3
T9 | 1 1 1/3 0 1/3 |1
0 O 0 0 1 0

que es Optima y por tanto hemos resuelto el problema artificial, que como no tiene variables artificiales en la
base nos proporciona una solucion factible bésica para el problema inicial.
La tabla del principio de la fase II seria

r1 To T3 asz b
1 0 5/3 13
To | 1 1 1/3 0|1

4 1 1 010

donde la ltima fila se ha sustituido por la funcién objetivo del problema original y se ha eliminado la variable
artificial puesto que no formaba parte de la base.
Si ahora hacemos 0 las componentes de la tltima fila asociadas a las soluciones bdsicas obtenemos

1 Ty X3 xZ b
211 0 5/3 1 3
xo | 1 1 1/3 0 1
3 0 2/3 0]-1
que es una tabla éptima. La solucién éptima es
x* =(0,1,0,3)
con valor 6ptimo
=1

©SPH



3.5. Variables Artificiales 109

3.5.2 Meétodo de la M grande o de las penalizaciones
Se pueden combinar las dos fases del método anterior en un sélo procedimiento utilizando el llamado método

de la M grande. A partir del problema en forma estdndar P1, se construye el problema

m
Minimizar z:ch—l—Mg x
i=1

Sujeto a (P3)
Ax+x"=Db
x,x*>0
donde de nuevo x = (z{,...,z%,) es el vector de variables artificiales y M € R con M > 0. El término M ) x{

se utiliza como penalizacién para las z¢ # 0.

A diferencia de lo que ocurria con el problema artificial del método de las dos fases (problema P2), el problema
P3 no tiene porqué tener solucién, ya que aunque el termino de penalizacién estd acotado inferiormente por 0,
el término relacionado con la funcién objetivo no tiene porqué estarlo. Sin embargo, como pasaba en el método
de las dos fases, el problema P3 no es infactible ya que podemos utilizar (0,...,0,b1,...,b,;) como primera
solucién factible bésica y podemos por tanto emplear el método simplex para resolverlo.

Del comportamiento de P3 se distinguen los siguientes casos:

1. Si (P3) tiene solucién éptima con x* = 0 = Las variables x correspondientes son una solucién factible
bésica éptima del problema original.

2. Si VM > 0 se halla una solucién éptima con x* # 0 = El problema P1 es infactible.
3. Si VM > 0 el problema (P3) es no acotado = El problema P1 es no acotado o no factible.
Ejemplo 3.26 Resuelve el siguiente problema utilizando el método de la M grande

Mazimizar z = x1+ 229
Sujeto a
4371 + x9 S 12
x1+T0 > 2
T1,T2 Z 0

Solucién: En primer lugar ponemos el problema en forma esténdar con objetivo de minimizacién

Minimizar 2 = —x1 — 219
Sujeto a
4z + 29 —|—$§L =12
Ty +x9—xf =2
xl,xg,xg,xi >0

Construimos el problema extendido utilizando el método de las penalizaciones (M-grande).

Minimizar 2’ = —x1 — 2x9 + Mxf

Sujeto a
4z + 29 —|—$§:12
T1+ a2 —xf+ 25 =2
x>0

Tal y como se comenté en el método anterior de las dos fases y puesto que en la primera ecuacién hemos
introducido una variable de holgura, solamente es necesario introducir la variable artificial z¢ para completar
la base.

La tabla inicial es la siguiente:

Ty wy b 2§ 22| b
b 4 1 1 0 0|12
g | 1 1 0 -1 1|2
-1 -2 0 0 M|O
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Tenemos como primera solucién factible basica a x° = (0,0,12,0,2) y variables bdsicas z% y z2. Si

actualizamos la tabla para que las variables bésicas tengan coeficiente de coste relativo 0. Para ello se resta de
la dltima ecuacién M veces la segunda

T1 2 b 2§ ad b

ok 4 1 1 0 O 12

ad 1 0 -1 1| 2
(-1-M) (—2—-M) 0 M 0 |—=2M

Como M > 0 = es posible mejorar puesto que (-1 — M) < 0y (-2 — M) < 0. Elegimos (—2 — M) por
ser el mds negativo y por tanto el vector que entra en la base serd xo. El elemento sobre el que pivotamos se
encuentra encuadrado y la tabla siguiente serd

T X2 xf{ T i b
a3 0 1 -1 |10
x| 11 0 -1 1 2

1 0 0 —2 (2+M)] 4

FEl tnico coeficiente de coste negativo es r4 y por tanto es posible mejorar el valor de la funcién objetivo si
introducimos esta variable en la base. El pivote es el elemento encuadrado, obtenido segin la regla del simplex.
Al pivotar sobre ese elemento obtenemos

T T2 xé’ iy x¢ | b
x| 3 0 1 1 —-11]10
T | 4 1 1 0 0 | 12

7 0 2 0 M |24

Como todos los coeficientes de coste son positivos, esta es la tabla 6ptima, con solucién factible bésica éptima
x* = (0,12,0,10,0) y valor para la funcién objetivo z* = —24. Como x5 = 0 no hay holgura y como la variable
artificial es #¢ = 0, tenemos una solucién factible bdsica 6ptima del problema original con x* = (0,12, 0, 10).

Se puede observar en la peniltima tabla que la variable artificial no estd en la base y por tanto podriamos
haberla eliminado de la tabla antes de realizar el ltimo paso.

3.6 Dualidad

En la mayoria de las ocasiones y al intentar resolver un problema de optimizacién de la forma general

Minimizar  f (x)
s.a.
hi(x) i=1,...,m
g](X) ]:1,727

;; umo por cada restriccién, ya sea de igualdad o de desigualdad.
Estos multiplicadores aparecian como valores necesarios para encontrar el éptimo en x del problema. Podemos
sin embargo contemplar el problema desde otro punto de vista; podemos contemplar la utilizacién de x como
los valores, mientras que los multiplicadores seran las variables de cierto problema de optimizacién. Este punto
de vista da lugar al llamado problema dual, que para el problema descrito anteriormente y que se denomina
primal, tiene la forma

0 (A w)
w>0

se hace uso de los multiplicadores {)\i, uj}

Maximizar

s.a. (3.26)

siendo
0\ ) =inf § f () + ) Aihi (%) + D 195 (%)
i=1 j=1
Cuando el problema primal es un problema lineal, entonces su problema dual es también un problema lineal

y existen muchas relaciones importantes entre ellos. En esta seccién se definird el problema dual de cualquier
problema lineal y se estudiardn las relaciones que existen entre ellos.
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3.6.1 Problemas lineales duales

Definiremos en primer lugar el problema dual de un problema lineal con una determinda estructura y a
partir de esta definicién veremos cémo se puede construir el dual de cualquier problema lineal.
Consideremos el siguiente problema lineal

Minimizar cTx
Sujeto a
Ax > b (P1) (3.27)
x>0

donde c,x €R", b €ER™ y A € M,,,x», entonces definiremos® su problema dual como el problema lineal siguiente

Maximizar b
Sujeto a
J AT < o (D1) (3.28)
A>0

donde ahora A €R™ serdn las variables de decisién del problema dual. Comprobamos que la matriz de coefi-
cientes del problema dual es la traspuesta de la matriz de coeficientes del problema primal.

Cada variable del problema primal P1 estd relacionada con una restriccién del dual D1 y viceversa, cada
restriccién del primal estd relacionada con una variable del dual.

El par de problemas (P1, D1) se denomina forma simétrica de la dualidad y se puede utilizar para definir el
dual de cualquier otro problema lineal. Por ejemplo, vamos a construir el problema dual de un problema lineal
puesto en la forma estdndar

Minimizar cT'x
Sujeto a
Ax—b (P2) (3.29)
x>0

Este problema puede expresarse, mediante transformaciones adecuadas, en un problema donde todas las res-
tricciones son del tipo >

o T
hgﬁjlterilcl)zzr ° Minimizar cI'x
Sujeto a
Ax>Db —
~Ax> b Apx>bp
x>0 x>0
A b 2 . L
donde Ap = A € Moyxn y bp = b €R*"™. Podemos utilizar ahora la definicién del dual para un

problema del tipo P1 anterior. Si definimos el vector (u,v) como el vector de variables del problema dual con
u,v € R™ entonces éste se puede expresar como

Maximizar  (u,v)’ bp

Sujeto a
Ap(u,v)<c
,v>0
y teniendo en cuenta las definiciones de Ap y bp
Maximizar u”b —v’'b Maximizar (u— v)'b
Sujeto a Sujeto a
<~
ATu—-ATv<c AT (u-v)<c
u,v>0 u,v>0

6BEsta definicién se basa en la formulacién general dada en la ecuacién 3.26, pero aplicada al problema lineal indicado.
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Si ahora llamamos A = u — v, como es la diferencia de dos nimeros positivos podria tomar cualquier valor
positivo o negativo y el problema puede plantearse como

Maximizar b
Sujetoa  ATA<c (D2) (3.30)
A libre

y se obtiene asf el problema dual de un problema lineal en forma estandar. El par de problemas (P2, D2) recibe
el nombre de forma asimétrica de la dualidad.

Intentaremos a continuacién explicar el significado del problema dual utilizando el problema de la dieta
descrito al principio del tema.

Ejemplo 3.27 (Dual del problema de la dieta) Fste problema se le presenta al responsable de una dieta
que intenta seleccionar una combinacion de comidas para cubrir ciertas necesidades de nutrientes bdsicos a un
coste minimo. Recordemos que este problema tiene la forma

Minimizar cT'x

Sujetoa  Ax>b
x>0

que como puede observarse es el problema primal de la forma simétrica de dualidad.

Pensemos en una compariia farmacéutica que produce en forma de pildora, todos los nutrientes bdsicos ne-
cesarios e intenta vender estas pildoras al encargado para suministrar directamente los elementos nutritivos,
en lugar de comprar los distintos alimentos. El problema del farmacéutico consistira en determinar los precios
(beneficios) \j, para cada nutriente b; (pidora), de forma que mazimice las ganancias, pero sin perder compe-
titividad con los alimentos reales. Cada alimento “artificial” i, estd formado por las mismas cantidades de los
m nutrientes que tiene el alimento real, es decir, el alimento artificial i contiene los m nutrientes en cantidades
(a1iy- -y ami) y por tanto el coste de este alimento artificial es

A1ay; + -+ A

Para asegurar la competitividad este precio tiene que ser menor o igual que lo que cuesta el alimento i y que es
¢;. El planteamiento del problema es entonces el siquiente

Mazximizar b
Sujeto a  ATA <c
A>0

que es precisamente el dual del problema inicial tal y como se ha definido en 3.28.

Como se puede comprobar a partir de las dos formas de dualidad definidas, el nimero de restricciones del
problema primal determina el nimero de variables del problema dual, mientras que el niimero de variables
del problema primal proporciona el nimero de restricciones del problema dual. Ambos problemas se pueden
relacionar segun la siguiente tabla:

Minimizacién Maximizacién
>0 <
Variables <0 <= > Restricciones
No restringida =
> >0
Restricciones < <= <0 Variables

No restringidas
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Ejemplo 3.28 Calcula el dual del problema lineal siguiente

Mazimizar 8x1 + 322
Sujeto a
xr1 — 6%‘2 Z 2
5xr1 + Txe = —4
X1 S 0
) Z 0

Solucién: Utilizando la tabla anterior su dual se construye facilmente

Minimizar 201 — 4\
Sujeto a
A1+ 52 <8
—6A1 +TX2 >3
A <0
A2 no restringida

3.6.2 Teoremas de dualidad

En primer lugar hay que notar que como el dual de un problema lineal es de nuevo un problema lineal, cabe
pensar en la posibilidad de construir su dual (el dual del dual), que seria de nuevo un problema lineal y asi
sucesivamente, sin embargo tenemos el siguiente lema:

Lema 3.29 Fl problema dual del dual de un problema lineal es el problema primal.

Luego la dualidad en optimizacion lineal se reduce al estudio de una pareja de problemas lineales. A conti-
nuacion estudiaremos las relaciones que existen entre este par de problemas. Utilizaremos la forma asimétrica,
de la dualidad (problemas P2 — D2).

Lema 3.30 (Lema de dualidad debil) Si X y X son soluciones factibles de P2 y D2 respectivamente, en-
tonces —r

¢'x>X"b
Es decir, el valor de la funcion objetivo en una solucién factible para el problema de minimizacion es siempre
mayor o igual que el valor de la funcion objetivo en una solucién factible para el problema de mazimizacion.

Demostracion:
Ax=Db (1)
x>0 (2

X factible de P2 = {
A factible de D2 = { ATX <c (3)
Entonces si zps (x) =cTxy zpa (A) = ATb
2pa(A) =X b= (1) =X b=XAX= (A"X) %= (2) v (3) = 2 (XT) =X b<c K=2ps (%)
Corolario 3.31 Six* y A" son factibles para P2 y D2 respectivamente, entonces

Siclx* = (/\*)Tb = x*, A" son dptimos para sus respectivos problemas

Demostracion: Supongamos que x* no es 6ptimo, es decir, supongamos que existe una solucién factible X
tal que:
cI'x* <cTx

Si utilizamos el lema anterior para Xy A*
Ix>A"p
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y utilizando ahora las hipdtesis del enunciado
x> M) b=c"x

que nos conduce a una contradiccién.
Andlogamente se demuestra que A* es un 6ptimo para D2 teniendo en cuenta que ahora el objetivo es de
maximizacién.

Teorema 3.32 (Dualidad en programacién lineal) Para el caso de la forma asimétrica de dualidad se
tienen los siguientes resultados:

1. Siuno de los problemas P2 o D2 tiene solucion dptima finita, también la tiene el otro y los valores dptimos
correspondientes de cada problema coinciden.

2. Si uno de los problemas P2 o D2 es no acotado, entonces el otro problema es no factible.
3. Si uno de los problemas P2 o D2 es no factible, entonces el otro es no acotado o no factible.

A continuacién y utilizando forma matricial del método Simplex se presentan algunos resultados que permiten
obtener la solucién éptima de un problema lineal si conocemos la solucién éptima de su dual o viceversa.

Proposicién 3.33 Dado un problema lineal en forma estindar con solucion factible bisica dptima xp5. Si B
es la matriz dptima asociade a Xp, y ¢ los coeficientes de la funcion objetivo asociados a las variables bdsicas.
Entonces si definimos X* como

(A" =BT

= (A" es la solucion dptima del problema dual.
Demostraciéon: Partimos de un problema de programacion lineal estandar en forma matricial

Minimizar cExp + chxp
Sujeto a
[B,D|Jx =Bxp+Dxp=Db
xB,Xp =0

Si x}; es una solucién bésica éptima para el problema y B es su matriz basica asociada, entonces

x5 =B~ b (1)
(3.31)
rE>0=ch -ckB'D>0=c}, >c5B"'D (2)
Veamos que (A*)” definido como
A" =cLB! (3.32)

resuelve el problema dual de forma éptima.
Primero comprobamos su factibilidad: (A*)" A < 7

AH"A =" B,D] = [(A")" B,ATD] = [c5;B™'B,c5B D] = [}, cEB'D]
y utilizando la relacién (2) de 3.31
(AT A =[c,cEBT'D] < [cp, ch) ="

Para demostrar la optimalidad veremos que el valor de la funcién objetivo del problema dual y el primal
coinciden
2o =) b=cEB b =chx}=zp

luego por el corolario 3.31 ambas soluciones son éptimas para sus respectivos problemas L
Para cualquier solucién bésica x g, con matriz bésica asociada B, sea o no factible, definimos los multiplica-
dores simplex mediante la expresiéon
A =cEB! (3.33)
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Ejemplo 3.34 Resuelve el problema lineal siguiente y da la solucidn de su problema dual utilizando multipli-
cadores simplex.
Minimizar —x1 —4xo —3x3
Sujeto a
2371 +21‘2 +xs3 g 4
I +21‘2 +21‘3 § 6
T, T2, zz3 =0

Solucién: Utilizando variables de holgura (z4 y x5) y aplicando el método simplex, obtenemos las siguientes
tablas hasta llegar a la tabla final 6ptima (en el recuadro aparecen los elementos sobre los que se pivota en cada
paso)

Tog To XT3 T4 Ty | b
Ty | 2 1 1 04
| 1 2 2 0 116
-1 4 -3 0 01]O0
To o T3 Ty x5 | b
| 1 1 12 12 0]2
x5 | -1 0 -1 12
3 0 -1 2 0|8
i) i) I3 T4 Iy b
xa | 3/2 1 0 1 —1/2 1
x3 | —1 0 1 -1 1 2
2 0 0 1 1] 10

En esta tltima tabla, que como podemos comprobar es éptima, obtenemos la solucién éptima del problema
x* =(0,1,2,0,0). Como la matriz bésica estd formada por las columnas asociadas a los vectores de la solucién
bésica, esta matriz estard formada por las columnas 2 y 3 de la matriz original

2 1
5-3 2]
Al premultiplicar por la inversa de esta matriz en la tabla original, obtendremos la tabla final, por tanto

la inversa de esta matriz aparecerd donde en la tabla original estuviera ubicada la identidad, en este caso se
corresponde con las columnas asociadas a las variables de holgura

SNEY

Utilizando ahora el teorema anterior podremos obtener una solucién del problema dual

Maximizar 4X\; +6X
Sujeto a
20 H+A <1
2\1 2\ <4
A1 2N <3
A, A <0

mediante el vector
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Holgura complementaria

Otra forma resolver uno de los problemas conociendo la solucién del otro es mediante la llamada holgura
complementaria. Los resultados obtenidos se dan en forma de teoremas:

Teorema 3.35 (Teorema debil de holgura complementaria) Si x* y A" son soluciones factibles de los
problemas primal y dual respectivamente de (P1,D1), la forma simétrica de la dualidad =

(ci—(A*)TAi)x;fzo i=1,....n

x* y A* son soluciones dptimas < )
A (Alx* —b) =0  j=1,...,m

Donde AJ y A; indican la fila j y la columna i respectivamente de la matriz A.
De las dos ecuaciones anteriores se puede decir que

Sixl > 0:>Ci:()\*)TAi
Si AN)TA; < =ar=0

SiX; > 0= b; =A/x"

Si AVx* > b=\, =0

1. Si una variable en uno de los problemas es positiva = La restriccion correspondiente en el otro es sin
holgura, i.e., se cumple la igualdad.

2. Si una restriccion en uno de los problemas es con holgura => La wvariable correspondiente en el otro
problema es 0.

Demostracién: Sean x* y A" soluciones ¢ptimas de los problemas primal y dual de la forma simétrica de
la dualidad

Minimizar cTx Maximizar A'x
Sujeto a Sujeto a
Ax>b (P1) <~ ATA < T (D1)
x>0 A>0

Como x* y A* son factibles tenemos el siguiente resultado:
CTX* Z (ATA*)TX* _ (A*)T (AX*) Z (A*)Tb
Al ser x* y A* 6ptimos ¢'x* = (A*)T b y por tanto se tiene que dar la igualdad para toda la expresién
CTX* _ (A*)T (AX*) — ()\*)Tb
de donde
"x* = (W) A)x & (" = (A" A)x =0
A" (Ax) =AY be W) (Ax —b) =0
Como todos los términos involucrados en las expresiones anteriores son > 0 en coordenadas obtenemos
(ci—()\*)TAOxf:O i=1,...,n
A5 (AJx* —b;) =0 j=1...,

Teorema 3.36 (Holgura complementaria en la forma asimétrica) Si x* y A" son soluciones factibles
de los problemas primal y dual respectivamente de (P2, D2), la forma asimétrica de la dualidad =

z; >0= ()\*)TAZ =¢;

x* y X* son soluciones optimas <=
4 P { $7:0<:()\*)TA1<C7
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Ejemplo 3.37 Resuelve el problema

Minimizar 2x1 + 3x9 + b3 + 2z4 + 325

Sujeto a

T, + To+ 203+ x4 + 325 >4
201 — 220+ 33+ T4 + 75 > 3

Solucién: Escribimos su dual

Maximizar
Sujeto a
cuya solucion grafica da como soluciones
A=
Si sustituimos esta solucién 6ptima en las restricciones del problema
4
1@ § + 2% g =2<2
2
20 - —2%x—-=—=-<3
5, 5, 5
3% 2=4+3x==3<5
N
4 3
4% —4+—-=—-<2
5 45 35
5¢ 3x—-+—-=3<3
*FT5T0S

Como A1, A2 > 0 las restricciones equivalentes en el éptimo del primal son sin holgura (de igualdad) =

.IJZO

41 4+ 3o

A+ 200 <2
Al —2X2 <3

2

A +3A <5
A+ A <2

M+ <3

5 ;

L

A1, A2 >0

3
do =

Sin holgura
Con holgura
Con holgura
Con holgura

Sin holgura

=

=

=

x5 =

x5 =

T =

]+ oy + 25+ oy +30i =4=2]+ 32 =4

207 — 225+ 3x5 +ay + o =3=22] + 2 =3

Sistema que tiene solucién

y por tanto la solucién 6ptima del primal es

3.6.3 Método Simplex dual

0
0
0

En esta seccién se presenta un método alternativo para resolver un problema lineal utilizando una ligera
variacién del método Simplex: el llamado método simplex dual.

Puede ocurrir que un problema de programacién lineal tenga una solucién bésica xp no factible, pero
que todos los coeficientes de coste relativo sean no negativos, es decir, sus multiplicadores simplex asociados
AT = ¢EB~! son solucién del problema dual ya que rh, = ¢ — cEB~!'D > 0. En este caso diremos que
la solucién bésica xp es factible bdsica dual. En esta situaciéon se puede modificar el método Simplex para
aprovechar esta situacion y evitar la necesidad de buscar una solucién factible inicial para utilizar el simplex.

Las condiciones que deben cumplir las variables de entrada y salida para este método, se obtienen de forma
andloga a como se obtuvieron para el método Simplex; solamente hay que tener en cuenta que después de una
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iteracién en el método, la nueva tabla debe tener las mismas propiedades respecto a los multiplicadores simplex
que la tabla inicial.

En un paso del método simplex dual se exige por una parte el cambio de una variable bésica no factible (y
por tanto negativa) por otra que cumpla la condicién de no negatividad. A partir del desarrollo empleado en el
método simplex, sabemos que si

x = (m?,...,x?n,o,...,O)

es la solucién bésica inicial asociada a las columnas Ay, ...,A,,. El cambio del vector bdsico A; por el no
béasico A, conducia a una nueva solucién bésica cuya expresién era

0 0 0

X X i

1 _ 0 1 0 1 1
X" = 0,1‘2——y2q,...,$m— qu707...,0,_,0,.. ,0

Yiq Yiq Yiq

Suponiendo que queremos hacer este cambio (suposicién que puede hacerse sin pérdida de generalidad, como en
el caso del simplex), estaremos asumiendo que el valor que tomaba la variable 1 es el no factible y por tanto
29 < 0. Como ahora queremos que la nueva variable x, sea factible tendremos que exigir

zY

1 >0
qu

y por tanto
Y1q < 0

en este caso el elemento pivote debe ser negativo, a diferencia del método simplex normal donde la factibilidad
de la solucioén se conseguia utilizando un pivote estrictamente positivo.

Por otra parte, para conseguir que la nueva solucién tenga las mismas propiedades que la tabla inicial,
es decir, para conseguir que la nueva solucién bésica sea factible dual, tendremos que exigir que los nuevos
coeficientes de coste relativo sigan siendo positivos. Si recordamos del método simplex que la tltima fila, la
relativa a los coeficientes de coste relativo, se trata computacionalmente como una fila més; tendremos que los

nuevos coeficientes de coste relativo respecto a la base {Ag, Az, ..., A,,} serdn
o T'q
Ty =Tk — — Yik
1q
para las variables no bésicas actuales, es decir x1, Zm+41,...,Tq—1,Tg+1, - - ., Ly, Mientras que serdn 0 para el

resto. La nueva solucién bésica serd factible dual si estos nuevos coeficientes de coste relativo siguen siendo > 0

-
e 206 =~y >0
Yiq
como los signos de 7 (> 0) e y14 (< 0) son fijos, el signo de 7}, dependerd solamente de y15. Distinguimos 3
casos: w .
_Yik _ -4
yir > 0= giz7“q >0=ry yrlqylk >0
j— j— q —
ylk—0:>_m7;q—0:>rk_y_lqylk—7“k20
Yie <0 =1, — Jio Y1k 1O tiene signo definido
q

en el dltimo caso, cuando yi; < 0, tenemos una diferencia de dos mimeros positivos y por tanto el resultado
puede tener cualquier sentido. Para garantizar que el nuevo coeficiente de coste relativo sea positivo hay que
pedir que
Pk — Ly > 0, Vyi < 0
qu
es decir

,
e > —Ly1g, Yy <0
Yiq

dividiendo por y1x y teniendo en cuenta que es negativo
r T
£ <=L vy <0
Yik Y1q
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si ahora multiplicamos la expresién por —1 (para obtener nimeros positivos)
-7 -7
—= > Ly <0
Y1k Yiq

de esta forma podemos elegir como variable de entrada x4, siendo

_r _r
—1 :min{—lC Yik <0}
Yiq Y1k

Hemos obtenido asi un criterio de entrada y otro de salida igual que el método simplex normal:

o Criterio de salida: Elegimos como variable de salida x,, de forma que su valor xg en la actual base sea
negativo.

o (Chriterio de entrada: Entrard en la base para sustituir a la variable xz,, la variable z, que cumpla

— gy
—1 —mln{—] Ypj <0}
Ypq Ypj

El método a seguir para obtener una solucién éptima para el primal es el que se describe a continuacién:

1. Si xp es una solucién factible bésica dual (r; > 0) tenemos dos posibilidades:
(a) xp > 0 = Es solucién éptima

(b) 3 2p, < 0 = Elegimos alguna componente de la solucién bdsica que sea menor que cero, esta serd la
variable de salida.

2. Si los elementos en la fila correspondiente a la variable elegida en el apartado anterior son todos no

negativos, entonces, el problema dual es no acotado y por tanto el primal es no factible. En caso contrario,
elegimos como variable de entrada x,, a aquella que cumpla la siguiente relacién

- —1T;
L mm{ J Yij < 0}
Yip J Yij

Se sustituye zp, por xj y se continia el proceso.

Veamos un ejemplo ilustrativo del proceso:
Ejemplo 3.38 Minimizar el siguiente problema de programacion lineal

Minimizar 3x1 + 4xo + Sx3
Sujeto
T +2$2+3$3 25
2$1+2$2+QL‘3 26
T1,T2,T3 > 0

Solucién: Utilizando variables de exceso obtenemos el problema en forma estdndar:

Minimizar 3xq1 4+ 4x9 + 5x3

Sujeto
1 +2x2+ 33 —2{ =05
221+ 22+ 23— 2 =6
x17x27x37x27xg Z 0
cuya tabla asociada es
1 x2 x3 x§ xf | b
x§ | 1 2 3 -1 05
xg | 2 2 1 0 —-11|6
3 4 5 0 0|0
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Notar que si ahora realizamos un cambio de signo en las restricciones obtendremos la tabla

T To T3 T TE b
x| -1 -2 =3 1 01| -5
2 [|1-2] -2 -1 O 1| -6
3 4 5 0 0 0

0

que tiene como solucién bésica a x3;, = (0,0,0,—5, —6) que es infactible. Esta solucién es factible dual ya que
los coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas son no negativos.

Para aplicar el método Simplex dual, observemos que puede utilizarse como variable de salida, cualquiera
de las variables de la solucién bésica actual, ya que ambas tienen valores negativos. Elegimos xf como variable
de salida. Una vez elegida la fila, utilizamos el criterio de entrada, para ello calculamos las razones entre los
coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas y los elementos de su columna correspondientes a la fila
de la variable de salida

Variable no bésica r1 = _—2
. . —4
Variable no bédsica o = =
. s -5
Variable no bédsica 3 = =

El menor de todos ellos es el correspondiente a la variable x1, esta serd la variable de entrada. Cambiamos la
variable basica xf por la no bésica x, pivotando sobre el elemento del recuadro para obtener la tabla

1 To T3 x§ xg b
x| 0 [=1] -5/2 1 —1/2| -2
x| 1 1 /2 0 —1/2| 3
0 1 7/2 0 3/2]-9

Cuya solucién bdsica es xj;

(3,0,0,—2,0), que sigue siendo infactible y factible dual, por tanto podemos

aplicar otra iteracién del método. En este caso la tnica variable bdsica con valor negativo que queda es x§, asf
que ésta sera la variable de salida. Mientras que utilizando el criterio del menor cociente observamos que es x

es la variable que debe entrar. Pivotamos sobre el elemento correspondiente para obtener la tabla siguiente

1 T2 T3 X5 x5 b
o | O 1 5/2 -1 1/2 2
x| 1 0 =2 1 -1 1

0 0 1 1 1 —-11

que como puede observarse es éptima, ya que los coeficientes de coste relativo son todos positivos para las
variables no bésicas y la solucién bdsica x* = (1,2,0,0,0) es factible.

3.7 Post-Optimizacion en Programacién Lineal

Una vez resuelto un problema lineal, serfa interesante conocer qué sucederia con las soluciones si las condicio-
nes del problema cambian, es decir, que solucién se obtendria si las restricciones sobre los bienes, gastos, costes,
etc.; sufren modificaciones. Una opcién, bastante costosa por cierto, podria ser la resolucién del problema desde
el principio. Esta opcién, aunque menos complicada de tratar, no aprovecha las propiedades de las funciones
que componen un problema lineal y tampoco tiene en cuenta los cdlculos realizados previamente. Sin embargo
en la mayoria de los casos se puede resolver el nuevo problema, utilizando la informacién de la tabla éptima del
problema actual sin tener que rehacer todos los cédlculos.

También se podrian considerar los posibles valores entre los que puede variar algin coeficiente del problema
lineal, de forma que la solucién 6ptima siga siendo la misma. Este tipo de anélisis, posterior a la solucién de
un programa lineal se puede agrupar en tres tipos de problemas:
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1. Anadlisis post-6ptimo: Es el estudio de las modificaciones que se producen en la solucién 6ptima de un
problema lineal cuando se realiza una modificacién de algin o algunos de los coeficientes del problema.

2. Anadlisis de la sensibilidad: Estudio de los posibles valores que puede tomar uno o varios coeficientes
de un problema lineal para que la solucién éptima siga siendo la misma.

3. Anadlisis paramétrico: FEstudio particular de un problema lineal en el que las modificaciones de los
coeficientes del problema dependen de un pardmetro.

Los tres tipos de andlisis anteriores son pricticamente de la misma naturaleza y solamente vamos a estudiar
los efectos que produce la modificacién de cada uno de los coeficientes de un problema lineal sobre la tabla
6ptima.

Consideremos un problema lineal en forma estdndar

Minimizar ¢Tx
Sujeto a
Ax=Db
x>0

y supongamos que el método simplex produjo una base éptima B, con solucién éptima x*. Describiremos
cémo utilizar las condiciones de optimizacién para encontrar una nueva solucién 6ptima al cambiar los datos
del problema sin tener que resolver el nuevo problema desde el principio. En particular, se analizarin las
consecuencias sobre la solucién éptima del problema cuando se realizan las siguientes variaciones:

1. Cambios en los coeficientes de la funcién objetivo c.

2. Cambios en el vector de términos independientes o vector de recursos b.
3. Cambios en la matriz de coeficientes tecnolégicos o de restricciones A.
4. Inclusién de una nueva variable.
5

. Inclusién de una nueva restriccion.

3.7.1 Cambios en la funcién objetivo

Al hacer una modificacién en los coeficientes de la funcién objetivo, hay que distinguir si el coeficiente
modificado corresponde o no a una variable bésica. Recordemos que los coeficientes de la funcién objetivo sélo
afectan al cdlculo de los coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas (para las bésicas es 0) segtn la
relacién:

rL = Ci — CgB_lAk (3.34)
donde cp son los coeficientes de la funcién objetivo asociados a las variables béasicas y Ay es la columna de la

matriz A asociada a la variable no bésica xy.
Suponiendo que el cambio se efectiia sobre el coeficiente ¢, sustituyéndolo por ¢}, distinguimos dos casos:

Caso I: z;, no es basica
En este caso el cambio solo afecta al coeficiente de coste relativo de esa variable no bésica
7. =c, — cEBTTA, (3.35)

Si ], < 0 entonces la variable no bésica xj puede entrar en la base para producir una mejora en la funcién
objetivo. Sirj, > 0 entonces la entrada de dicha variable no produce mejora y no hay modificaciones en la base.
Si . = 0 la variable z;, puede entrar en la base pero el valor de la funcién objetivo es el mismo, de manera que
tendremos soluciones alternativas.

Restando las expresiones 3.35 y 3.34 se obtiene la relacién que existe entre el coeficiente de coste relativo
inicial y el nuevo

TE— T =Cp—Cp =1 =1k + (), — ck)
o en términos de incrementos
ATk = Ack
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Caso II: x; es basica

En este caso utilizando la expresién 3.34 se veran afectados todos los coeficientes de coste relativo asociados
a variables no bédsicas, ya que se modifica el vector cg. Habra que volver a calcular los nuevos coeficientes de
coste relativo de esas variables (para las bésicas sigue siendo 0)

= cj — (¢g)"B7'A;  Vz; no bésica (3.36)
donde
(C'B)T = (cBys---1CB s CB,)
Si alguno de los nuevos coeficientes de coste relativo es negativo habrd modificaciones al incorporar su variable
correspondiente a la solucién bésica. Mientras que si todos son positivos no hay ningin cambio. Si existe algin
r’. = 0 tendrfamos soluciones alternativas.

J
Restando 3.35 y 3.34 se obtiene la relacién que existe entre el coeficiente de coste relativo inicial y el nuevo
para cada variable no bésica

e —
’,"] r. =

/ —1 —1 / /
' =cyBTIA; —cpBT'A; = ) =15+ (e, — I, ) Yk

donde yy; es el elemento de la columna no bédsica j y la fila k referida a la variable bdsica modificada.
En términos de incrementos tendremos la ecuacién

Ar = y,jAcp,

3.7.2 Cambios en el vector b

Un cambio en el vector b implica un cambio en la solucién bésica y por tanto esta puede dejar de ser factible,
pero en cualquier caso serd factible dual. Si el vector b pasa a valer b’, la nueva solucién bésica x5 serd

xp =B b’

Si x5 es factible, también serd éptima, puesto que los coeficientes de coste relativo no cambian. Si x5 dejar
de ser factible (alguna de las componentes es < 0), entonces se recurre al método simplex dual para intentar
obtener una nueva solucién éptima.

Si xp era la solucién bésica inicial, entonces

X —xp=B7! (b —b) & Axg =B 'Ab

3.7.3 Cambio en la matriz de coeficientes A

Al hacer una modificacién en los coeficientes de la matriz tecnoldgica, hay que tener en cuenta si el coeficiente
modificado corresponde a una columna bédsica o no. Si la columna afectada no pertenece a la base, entonces la
tnica modificacién se produce en el coeficiente de coste relativo de la variable asociada a dicha columna. Si la
columna afectada pertenece a la base, el anédlisis es méds complejo porque incluso puede que los nuevos vectores
no formen una base.

Em resumen si suponemos que se hace el cambio de la columna Aj por A;{, tendremos dos posibilidades:

Caso I: z; no es basica
En este caso sélo se modifica el coeficiente de coste relativo de la variable asociada
7’
7 = cx — cEBTTA)

Si rf, < 0 la variable no bésica xj, puede entrar en la base para producir una mejora en la funcién objetivo. Si
r}, > 0, entonces no hay modificaciones en la base, existiendo soluciones alternativas para 7“3— =0.
La relacién entre el coeficiente de coste inicial y el actual es la siguiente

T —7h =cEBTIAL —cEBT'AL = 1), =1 +cEBTHA, — A))
o bien

Ar = (cgB7') AA;
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Caso II: x; es basica

En este caso la matriz B puede incluso dejar de ser regular; pero aunque esto no ocurra, habrd modificaciones
en todos los elementos de la tabla, ya que la matriz B se utiliza para efectuar todos los cédlculos. Si la nueva
matriz B’ sigue siendo base tendremos que actualizar toda la tabla, calculando todos los elementos de la misma:

e Las nuevas columnas serin )
(B/)i Ak ]{721,...,71.

e La nueva solucién bésica sera
r n—1
xp =(B') b

e El nuevo vector de coeficientes de coste relativo se calcula como
T -1
(rp) =cp—cp (B) D
La tnica ventaja respecto a empezar el problema de nuevo es que ya tenemos una base de partida.

Si la nueva matriz B’ ya no es regular podemos o bien comenzar de nuevo, o bien introducir una variable
artificial que sustituya a la variable bédsica cuya columna ha sido modificada y resolviendo a continuaciéon el
problema por el método de las dos fases o por el de las penalizaciones.

3.7.4 Inclusiéon de una nueva variable

Si introducimos en el problema una nueva variable x,41 (una nueva actividad, un nuevo producto) con su
correspondiente coeficiente de coste en la funcién objetivo, ¢,41 y su correspondiente vector tecnolégico A, 4.
El problema se reduce a comprobar si esta nueva variable puede o no incorporarse a la base, es decir, el problema
consistird en calcular su coeficiente de coste relativo

Th-1
Tn4+1 = Cn+1 — CBB An+1
e introducir la nueva variable en la base si r,11 < 0.
Si 7,41 > 0 no habra cambios y si 7,11 = 0 habré soluciones alternativas.

3.7.5 Inclusiéon de una nueva restriccion

Si anadimos una nueva restriccién, el conjunto factible es méds pequetio, por tanto si la solucién 6ptima
actual cumple la nueva restriccién, esta serd de nuevo la solucién éptima del problema con la nueva restriccién.

Al ampliar el problema con una nueva restriccién aumenta la dimensién de la base de manera que la nueva
solucién 6ptima tendrd una nueva componente.

Supongamos que B es la base ¢ptima antes de anadir la restricciéon. Recordemos que en forma matricial la
funcién objetivo se puede poner como

z=cEB b+ (cg—chle) XD

siendo
rb =cE—cEB™'D

el vector de los coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas.
Ademais la solucién bésica tiene la expresion

xp =B 'b-B 'Dxp (3.37)

Si anadimos la nueva restriccién
Am+1X S bm+1

donde A™*! son los coeficientes de la nueva fila y que puede escribirse como

A" x 2l = by (3.38)
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con ", 11 = 0 una variable de holgura. La ecuacién anterior se puede poner como
1 1 h
Ag+ xp + Ag+ Xp + Ty = b1

Sustituyendo el valor de x g dado por la ecuacién 3.37 en la restriccién anterior y despejando ,,,41, obtenemos
la restriccién equivalente

Thg =bmi1 — AR BTb— (AT — ART'BT'D) xp

al ) =bmy1 — ARt xp — (AR - ALT'BT'D) xp (3.39)

A partir de la solucién 6ptima actual x*= (x5, 0) y sustituyendo en la ecuacién 3.39 obtenemos un valor para
la variable de holgura z”,

al = bmi1 — ART'BT'b (3.40)

Teniendo en cuenta el valor de esta variable de holgura, puede ocurrir

bm+1 — A’]B’HBflb > 0 = La solucién actual es, junto con este nuevo valor, 6ptima
b1 — Ag*lB_lb = 0 = La solucién actual es, junto con este nuevo valor, éptima degenerada
bmt1 — Ag“B‘lb < 0 = La solucién actual deja de ser factible. Hay que utilizar el método simplex dual

En resumen, anadir una nueva restriccién al problema aumenta la dimensién del problema y con ello la
dimensién de la base, tendremos pues que incorporar un nuevo vector a la base. Este vector va a ser la columna
asociada a la variable de holgura de la nueva restriccién (ec. 3.38). La nueva restriccién es equivalente a la
ecuacién 3.39, que nos da el valor de la variable de holgura en funcién de la solucién bdsica. Dependiendo de
este valor el problema seguird siendo éptimo y la solucién éptima serd la solucién éptima inicial, junto con la
variable de holgura tomando dicho valor; o tendremos que aplicar el método simplex dual, y en este caso sera
la variable de holgura la variable de salida.

La formula anterior se puede explicar de la siguiente forma, puesto que cada variable bésica estd en una y sélo
una de las ecuaciones de la tabla 6ptima del problema inicial podemos utilizar estas ecuaciones para eliminar
de la nueva restriccién las variables bdsicas, de manera que en esa ecuacién solamente aparezcan variables no
bésicas (con valor cero) y la nueva variable de holgura 27, con valor b,,11 — A% ' B~'b y por tanto 2%,
serd bésica. Tendremos pues una solucién bésica para el sistema ampliado utilizando las variables éptimas del
problema anterior, junto con esta variable de holgura. Lo tinico que queda por comprobar es si esa solucién
bésica es factible, y por tanto también serd éptima y en caso contrario sera factible dual y tendremos que aplicar
el método simplex dual.

En la préctica esta operacién este proceso es muy sencillo, puesto que lo tinico que hace falta es incluir la
nueva restriccién en la tabla éptima y pivotar hasta conseguir la base necesaria.

3.7.6 Ejemplo de aplicacién

A continuacién veremos con un ejemplo cada uno de los cambios posibles en los coeficientes del problema.

Ejemplo 3.39 Considerar el siquiente problema

Minimizar 5r1 —dry —13x3
Sugeto a —x1  4x2  +3x3 <20
1221 44z +10z3 <90
Zj Z 0
que tiene como tabla dptima
1 wo  wy  af b b

-1 1 3 1 0 20
ah 16 0 -2 —4 1] 10
0 0 2 5 0]100

donde ¥ y 2 son las variables de holgura. Estudiar cada uno de los siguientes cambios de forma independiente
y dar la solucion optima del problema modificado en cada caso.
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1. Cambiar by por by = 30

Cambiar (b1, ba) por(by,bs) = (10,100)
Cambiar c3 por ¢ =8

Cambiar Ay por AT = (0,5) y ¢1 por | =2

Incluision de una nueva variable xg con Al = (3,5) y cg = 10

S v e

Incluision de una nueva restriccion: 2x, + 3xo + dxg < 50

Solucidén: Para resolver todos los apartados necesitamos conocer los siguientes elementos: la inversa de la
matriz bésica éptima y los coeficientes de coste asociados a las variables bédsicas 6ptimas. Segtn la tabla, la
base éptima del problema estd formada por las columnas A y A? (hay que conservar ese orden), de manera

que la base 6ptima del problema serd
10
B:(AQ’A?):<4 1)

Al ser un problema sélo con restricciones del tipo <, podremos encontrar su inversa B~ donde antes estaban
las variables de holgura (ya que podemos pasar de la tabla inicial a la éptima multiplicando por B~! y en la
matriz inicial las columnas asociadas a las variables de holgura formaban la identidad), de manera que esta

matriz sera
_ 1 0
1_
(1)

Mientras que los coeficientes de coste 6ptimos son
ck = (cz,c?) = (-5,0)

1. Cambiar by por by =30

En este caso habrd un cambio en los valores de la solucién bésica y tenemos que comprobar si los nuevos
valores siguen siendo factibles.

, e, (100 30\ [/ 30
XB_Bb_<—41)<90)_(—30>

como se puede comprobar la nueva solucién basica ha dejado de ser factible y por tanto también ha dejado
de ser 6ptima. En este caso para recuperar la factibilidad del problema podremos aplicar el método simplex
dual, ya que al ser los coeficientes de coste relativo de las variables no bésicas no negativos, la solucién es
factible dual. La tabla sobre la que hay que usar el método simplex dual es la tabla siguiente

1 Ty I3 asz azf,-j b

ro | —1 1 3 1 0 30
x’5’ 16 0 -2 —4 1| -30
0 0 2 5 0| 150

donde hemos reflejado en la columna de términos independientes el cambio experimentado al cambiar el
coeficiente.

Aplicando los criterios de entrada y salida del simplex dual, la variable 2 dejard la base porque es la
dnica con valor negativo, mientras que utilizando el criterio de entrada

min{ —— |y, <0} = min 2|2

y la variable x3 serd la que entre en la base. Si pivotamos sobre el elemento recuadrado
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obtendremos la tabla:

1 Xy T3 xy xy b

x| 23 1 0 |5 3/2|-15

r3 | —8 0 1 2 —-1/2 15
16 0 0 1 1| 120

que como podemos observar, proporciona una nueva variable basica (0, —15,15,0,0) que es infactible pero
factible dual, por tanto tendremos que volver a aplicar el método simplex dual; para ello pivotamos sobre
el elemento encuadrado (r2 < 0 = sale y solamente puede entrar %)

1 Ty w3 Tl zh b

oy | -23/5 -1/5 0 1 =3/10 3
x3 | —6/5 2/5 1 0 1/10 9
103/5 /5 0 0 13/10 | 117

esta ultima tabla es ya Optima, puesto que todos los coeficientes de coste relativo de las variables no
bésicas son > 0. La nueva solucién éptima serd

(X*)l = (07079)
(z*) = —117

donde hemos eliminado de la solucién el valor de las variables de holgura.

Cambiar (by,ba) por(by,bs) = (10,100)

Como en el caso anterior se ha modificado el vector de coeficientes independientes, por lo que habrd una
modificacién en los valores de la solucién bésica y tendremos que comprobar, igual que en el apartado
anterior, si la nueva solucién es o no factible. La diferencia aparece ahora porque se han modificado los

dos coeficientes.
;e (10 10\ (10
xp =B b_(—4 1>(100>_<60)

En este caso la nueva solucién bésica es factible y por tanto, como los coeficientes de coste relativo de
las no bédsicas no han sido modificados, la solucién es éptima. Luego la solucién éptima bésica seguird
teniendo como variables x5 y a:?, pero ahora con valores 10 y 60 respectivamente. La nueva solucién serd

(x*)" = (0,10,0)
(2*) =50

Cambiar c3 por ¢ =8

Se trata de un cambio en un coeficiente de coste asociado a una variable x3, que no es bésica, por tanto el
tnico cambio estard relacionado con su coeficiente de coste relativo. El valor actual r3 = 2 se transforma,
en 75.

rh=ch— chflAg

si tenemos en cuenta que r3 era
rs = C3 — CgB71A3

podemos restar ambas expresiones para obtener
T3 —Th =c3— 4

y de aquf
rh=r3—(cg—c4)=2—(-13-8)=23>0

como el nuevo coeficiente de coste es positivo la solucién éptima incluyendo sus valores no cambiaré.
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4. Cambiar Ay por AT =(0,5) y c1 por i =2
Al tratarse de una modificacién en un vector de coeficientes tecnolégicos asociado a la variable 1 que no es

bésica, solamente habrd cambios en el coeficiente de coste relativo asociado a esta variable. El coeficiente
r1 que actualmente tiene un valor 0 se transformard en r}

/ TR—1A/
rp=c —cgBT A}

sustituyendo los valores correspondientes

7"1—5—(—5,0)< _14 2)(2)-5—(—5,@(2)—5—0—6

luego el coeficiente de coste es positivo y la variable no entrard en la base y no habra cambio de solucién
6ptima. Lo que se observa es que en el problema inicial al ser 1 = 0, tenfamos un problema con soluciones
alternativas; el cambio en A ha provocado que la solucién éptima sea ahora tnica, puesto que la tabla
6ptima final es ahora:
Ty Ty T3 xff x? b
x2 | 0 1 3 1 0| 20
25 0 -2 —4 1] 10
5 0 2 5 0| 100

5. Introducir una nueva variable xg con AL = (3,5) y cg = 10

La introduccién de una nueva variable, implica solamente el cdlculo de su correspondiente coeficiente de
coste relativo y el valor de este tltimo indicard si la nueva variable entra dentro de la base o si la nueva
solucién 6ptima sigue siendo la misma. Calculamos dicho coeficiente de coste relativo

_ 1 0 3
T6:C6—C£B 1A6—10—(—5,0)(_4 1)<5>_25

que al ser positivo indica que la solucién sigue siendo la misma y que la variable zg no mejorard el valor
6ptimo del problema.

6. Introducir una nueva restriccion: 2x1 + 3x2 + bxrs < 50

Si la solucién éptima actual cumple la nueva restriccion, entonces la solucién éptima no cambiard, en caso
contrario habrd que buscar la nueva solucién. En primer lugar sustituimos el valor de la solucién en la
nueva restriccion

2x0+3%2045%0=60 £ 50

Como la solucién actual no cumple la nueva restriccion, el problema tendrd una nueva solucién. La forma

de proceder es la siguiente: Se incluye la nueva restriccién en la tabla 6ptima, incluyendo la correspondiente

variable de holgura z}

vy wy w3 b ab | b

x| -1 1 3 1 0| 0] 20
2216 0 -2 —4 1| 0| 10
ah | 2 5 0 0| 1] 50
0 0 2 5 0] 0100

obviamente los coeficientes de xg , en las dos primeras ecuaciones es 0 (no aparece), mientras que los
coeficientes de ! y 2! en la tiltima ecuacién también serdn 0 por los mismos motivos. Como las dimen-
siones del problema cambian (ahora necesitamos una base de R?) hemos considerado como nuevo vector
en la base al correspondiente a x. Como zo y o eran las variables bésicas del problema inicial también
queremos que sigan formando parte de la base actual, por lo que habrd que conseguir un valor 0 en los
coeficientes correspondientes. Para ello, debemos multiplicar por 3 la primera fila y restédrsela a la tercera,
para conseguir la tabla:

T1  To T3 xZ xé’ xg/ b

zo | -1 1 3 1 0] 0o 20
216 0 -2 —4 1| 0| 10
af | 5 0 [-4] -3 0| 1]-10
0 0 2 5 0] 0] 100
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Capitulo 3. Programaciéon Lineal

que como se puede comprobar nos proporciona una solucién infactible pero factible dual y por tanto habra
que utilizar el método simplex dual. Utilizando el criterio de salida para este método saldrd la variable xf
(es < 0) y utilizando el criterio de entrada, la variable z3 serd la que entre en la base. Pivotamos sobre el
elemento correspondiente

T T T3 ah b zh b

o | 11/4 1 0 —5/4 0 3/4]25/2
o 272 0 0 -5/2 1 -—1/2 15
3 | -5/4 0 1 3/4 0 -—1/4|10/4
52 0 0 772 0 1/2] 9

y la nueva solucién es ahora
(x*) = (0,25/2,10/4)

que es una solucién 6ptima cuyo valor éptimo es
(%) = 95

Notar ahora que la matriz bésica es ahora una matriz 3 x 3.
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