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3.8 Programacion Entera

3.8.1 Introduccién

En la mayoria de los casos de programacién lineal las variables del problema pueden tomar cualquier valor
entre los limites impuestos, pero algunas veces es necesario que alguna de esas variables sélo pueda tomar valores
enteros. Este tipo de problemas son llamados problemas de programacion lineal entera o simplemente problemas
de programacion entera.

El problema de programacion entera general se define como

Minimizar o Maximizar z (x)
Sujeto a

Donde z (x),g; : 2 € R" — R, es una funcién que puede ser lineal o no lineal, aunque en esta seccién trataremos
solamente el estudio de problemas enteros lineales donde todas las funciones implicadas son de este tipo.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 3.1 (Problema del excursionista) Supongamos que un excursionista quiere llevarse n objetos de
peso pj y valor vy, j =1,...,n. Si el excursionista solamente puede llevar un peso P en la mochila, el problema
consiste en mazimizar el valor total de los objetos que lleva en la mochila sin sobrepasar el peso mdzximo.

Solucién: Para cada objeto hay que decidir si se incluye o no en la mochila, por tanto definimos como

variable de decision
1 Si el objeto j estd en la mochila

JL‘j =
0 Si el objeto j no estd en la mochila

el problema anterior se puede plantear como

n
Maximizar E VT
j=1

n
D pw <P
i=1

z; € {0,1}

Sujeto a

Es decir es un problema lineal donde las variables de decisién solamente pueden tomar un conjunto finito de
valores.

Ejemplo 3.2 Consideremos el problema de producir n articulos, de modo que la produccion del producto j
requiere un coste fijo de produccion kj; independiente de la cantidad de produccion, y un coste c; por cada
unidad producida. Se asume que cada unidad de producto j requiere a;; unidades del recurso i, y que hay m
recursos disponibles. La demanda para el producto j es d; y el precio de venta es p; por unidad. Si ademds
existen b; unidades del recurso i, el problema consiste en determinar la produccion de cada producto j que
mazimiza el beneficio neto.

Solucién: El coste total de produccion (coste fijo+coste variable) es una funcién no lineal de las cantidades
producidas. Pero podemos utilizar variables enteras binarias y volver a formular el problema como un problema
de programacion entera.

Se define 6; como la variable que indica la decisién de producir o no el producto j, es decir

1 Si se produce el producto j

05 =
0 Si no se produce el producto j
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es por tanto una variable entera. Si x; > 0 es la cantidad de producto j producido. Entonces el coste total de
produccién de x; unidades del producto j es k;6; + cjz;, donde §; = 1 si ; > 0, y 0 si ; = 0. Por tanto la

funcién objetivo es
n

Maximizar z = ijaij — Z (kj6; + cjxy)
Jj=1 Jj=1

Las restricciones para el i-ésimo recurso estdn dadas mediante las ecuaciones
n
Zaijxj sz 1= 1,...,777,
j=1

Las restricciones de demanda para el j-ésimo producto estdn dadas para j = 1,...,n como

z; < d;o;
X Z 0
(Sj S {0,1}

3.8.2 Clasificacion

Los problemas enteros se pueden clasificar segiin diferentes criterios; aunque los més usuales son o bien
atendiendo al tipo de variable que interviene en el problema, o bien por el tipo de problemas que trata de
resolver.

Segun el tipo de variable que interviene en el problema, los problemas de programacién entera se pueden
clasificar en:

1. Enteros Puros

Todas las variables del problema son enteras. Dentro de este tipo de problemas también se puede distinguir
los problemas totalmente enteros, en los que tanto las variables como los coeficientes que intervienen en
el problema son enteros

2. Mixtos

Problemas con variables enteras y continuas.

3. Binarios
Cuando existe al menos una variable binaria, es decir, una variable que solamente puede tomar los valores
0 y 1. Distinguimos dos casos

(a) Puros
Todas las variables son binarias.
(b) Mixtos
Existen variables binarias y variables que no lo son.

Segun el tipo de problema los problemas enteros se clasifican en:
1. Directo
Si el problema lineal implica variables enteras.

2. Codificado

Si se trata de un problema que implica ademds de aspectos cuantitativos, alguna consideracién de tipo
cualitativo y en este caso hay que tratar estos aspectos mediante variables enteras o binarias.

3. Transformados

Cuando el problema inicial no incluye variables enteras, pero para resolverse analiticamente requiere el
uso de variables artificiales enteras.
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3.8. Programacién Entera 131

Figura 3.1:

3.8.3 Meétodos de resolucién

Existen diversos métodos de bisqueda de las soluciones de un problema de programacién entera, presenta-
remos aqui algunos de ellos.

Enumeracién exhaustiva o explicita

Como el conjunto de las soluciones enteras en un problema entero suele ser finito, este método se basa en
calcular el valor de la funcién objetivo en ese conjunto finito de valores y elegir el valor méds pequeno (més
grande en el caso de maximizacién) como solucién 6ptima del problema entero.

Este método puede emplearse cuando el conjunto factible es acotado, y serd efectivo cuando el nimero
de candidatos es pequeno, el método no se puede aplicar cuando el conjunto factible es no acotado y pierde
efectividad cuando el nimero de soluciones factibles crece.

Para llevar a cabo este método se comienza por determinar los recorridos X; (en valores enteros), de cada
variable x;, después el conjunto producto cartesiano de esos conjuntos X = X; X --- x X,,, y a partir de él, el
conjunto factible obtenido a partir de la verificacién de las restricciones en cada punto de X. Finalmente, se
obtiene la solucién éptima, determinando el valor de la funcién objetivo en cada punto de ese conjunto factible.

Ejemplo 3.3 Por ejemplo si utilizamos el método de enumeracion, para el problema

Minimizar —2x1 — x9

Sujeto a
—17x1 + 2225 < 11
4$1 - 4%‘2 S 3
x1,T2 € 7+

Solucién: Los rangos para las variables x1 y x5 son segtn la gréfica 3.1

€ {0,1,2,3,4,5}
zo € {0,1,2,3,4}
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Por tanto las posibles soluciones enteras son
z1 X 22 ={(0,0); (0,1);...;(5,3); (5,4)}
Del conjunto anterior, solamente son factibles los puntos
F={(0,0);(1,1); (2,2)}

con valores para la funcién objetivo
Z ={0;-3; -6}

y se alcanzard el minimo para el PE en el punto (2, 2).

El problema de este método es que pueden existir un nimero de soluciones enteras muy elevado, por ejemplo,
en un problema con 15 variables donde cada una puede tomar 10 posibles valores, tendriamos que analizar méas
de 100 billones de puntos. Por otra parte, hay problemas en los que aparen restricciones que no definen regiones
acotadas, lo que podria llevar a una region factible no acotada, y por tanto el rango de alguna de las variables
puede ser infinito y el problema no puede contemplarse desde este punto de vista.

Problema lineal asociado

Sin en un problema de programacién entera no se tienen en cuenta ninguna de las restricciones de integridad
sobre las variables que pueda existir, se obtiene un problema lineal denominado problema lineal asociado o
problema relajado. Este problema se puede resolver mediante el método Simplex, y podemos tomar como
soluciones del problema entero las aproximaciones por exceso o por defecto de las variables que deban cumplir
la condicién de integridad.

El método se utiliza normalmente cuando los valores que toman las variables del problema son grandes y el
error de aproximacién es despreciable. Sin embargo, para problemas con variables que toman valores moderados
0 pequenos, se puede llegar a una solucién muy distinta de la verdadera solucién éptima del programa entero.
Por ejemplo puede ocurrir que la aproximacién de la solucién sea muy diferente de la solucién real del problema
entero; como por ejemplo en el siguiente problema:

Maximizar 4x1 + 3x9
Sujeto a
201 + a9 <2
3r1+ 422 <6
€1,T2 € {07 1}

donde al resolver el problema lineal relajado obtenemos como solucién éptima
x*=(04,1.2) = [x*] = (0,1)

con z ([x*]) = 3 para la funcién objetivo, pero la solucién éptima para el problema entero es Xxpp = (1,0) con
También puede ocurrir que las aproximaciones (por exceso o defecto) den lugar a soluciones no factibles para
el problema entero, como por ejemplo en el problema:

Maximizar 8x1 + 10x9
Sujeto a
4x1 4+ 629 < 24
8xr1 + 39 < 24
x1,To € 7+

Cuyo problema lineal relajado tiene como solucién éptima
x* = (2,8/3)
Si consideramos ahora las posibles aproximaciones a valores enteros obtenemos:
(2,3) = No es factible

(2,2) = Factible, pero no es éptima
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La solucién éptima del problema entero anterior se obtiene en el punto (0,4) con z* (0,4) = 40.
Vemos en el siguiente ejemplo el caso extremo en que ninguna de las posibles aproximaciones a valores
enteros da lugar a un punto factible.

Ejemplo 3.4 Aplicar el método de aproximacion al problema

Minimizar z(x) = —2x1 — o2
Sugeto a
—17x1 + 2229 < 11
4371 - 41‘2 § 3
x1,T2 € VA

Solucién: Planteamos y resolvemos el problema relajado, obteniendo como solucién 6ptima
x" = (5.5,4.75) y 2" = z(x*) = —15.75

Los posibles diferentes redondeos para las variables nos da como soluciones aproximadas las siguientes

x!' = (5,4)
x> = (5,5)
x> = (6,4)
xt = (6,5)

pero ninguna de ellas es factible. La solucién éptima del PE es x5, = (2, 2).

Otro problema de este método es que si el niimero de variables es grande, entonces el niimero de aproximacio-
nes también lo serd. Por ejemplo, para un problema con n = 20 variables, el nimero de posibles aproximaciones
puede ser 220 = 1048576

Algoritmo de ramificacién y acotacién

El algoritmo de ramificacién y acotacién (branching and bounding) es el algoritmo mds extendido para
resolver problemas de programacién entera, tanto pura como mixta. Este método se puede considerar como un
procedimiento de enumeracion eficiente para examinar todas las posibles soluciones enteras.

Como se ha discutido anteriormente una aproximacién practica para resolver problemas de programacién
entera, es ignorar las restricciones de integridad iniciales y resolver el problema lineal relajado que resulta. Si las
soluciones del problema relajado contienen valores no enteros para alguna de las variables, entonces utilizando
procedimientos de redondeo o truncado se puede intentar obtener una aproximacién a la solucién éptima entera
del problema. Por ejemplo, si hay 2 variables enteras x1 y xo con valores fraccionarios 3.5 y 4.4, podemos
examinar 4 posibles soluciones enteras: (3,4), (4,4), (3,5) v (4,5). También hemos comprobado, como en el
ejemplo anterior, que la verdadera solucién éptima entera puede no ser ninguna de las anteriores, puesto que es
posible que, por ejemplo, x; tenga un valor 6ptimo entero més pequeno que 3 o mdas grande que 4. Por tanto,
para obtener la verdadera solucién éptima entera se tienen que considerar todos los posibles valores enteros de
x1 mds pequenos y mds grandes que 3.5. En otras palabras, la solucién éptima entera debe cumplir

$1§3 6 l‘124

Obviamente si un problema tiene un gran ntumero de variables, necesitamos un método sistemédtico que
examine todas las posibles combinaciones de enteros que se obtienen a partir de la solucién del problema lineal
relajado.

Teorema 3.5 Para un problema de programacidn entera con objetivo de minimizacion (mazimizacion), se
verifica que si el problema lineal relajado asociado es infactible, entonces el problema entero también es infactible.
En otro caso ocurre

2pp < 2pp (Minimizacion)

2pgp > 2pp (Mazimizacion)

Si el problema relajado es no acotado, entonces el problema entero es infactible o no acotado.

©SPH



134

Demostraciéon: La demostracion es trivial puesto que el conjunto factible para el problema de programacién
entera, es siempre menor o igual que el conjunto factible del problema relajado ya que estamos quitando
restricciones.

Desarrollaremos el método de Ramificacion y Acotacion sobre el un problema particular. Sea

Minimizar —3z1 — 229
Sujeto a r1 <2
T2 S 2
1+ 22 < 3.5
x1,Ty € 7+

El paso inicial es resolver el problema lineal asociado. Llamaremos a este problema PL1, cuya solucién
6ptima es xp;; = (2, 1.5), con valor éptimo 25, = —9. Por el teorema anterior el valor de la funcién objetivo
para el problema entero tiene que ser mas grande que 9. Tenemos pues, una cota inferior para el valor del
maximo de zpp.

El siguiente paso del método de ramificacién y acotacion es examinar los valores enteros de xo que son més
pequerios o més grandes que 1.5. Esto se consigue afiadiendo una nueva restriccién al problema original (PL1).
Como podemos anadir bien xo < 1 o bien x5 > 2, tendremos 2 nuevos problemas lineales

PL2 PL3
Minimizar —3x1 — 29 Minimizar —3x; — 29
Sujeto a r1 <2 Sujeto a r1 <2

i) S 2 o S 2

T +ﬂ?2§35 X1 +ﬂ?2§35
T2 g 1 X9 Z 2

x1,w2 20 x1,w2 20

Al plantear estos problemas podemos observar lo siguiente:

1. La solucién 6ptima del problema inicial PL1, es infactible para ambos problemas.

2. Cualquier solucién entera del problema mixto original estd contenida en alguno de los dos problemas
anteriores y por tanto no se pierde ninguna solucién factible del problema.

La solucién éptima para PL2 es Xp, = (2,1) con valor éptimo 25, = —8. Como la solucién de este
problema es entera, z5;, = —8 serd una cota inferior para el valor éptimo del problema entero, es decir, la
solucién 6ptima para el problema entero inicial, 25, tiene que cumplir la desigualdad 255 < 25; 4, puesto que
el problema PL2 tiene un conjunto factible més pequeno que PE.

La solucién 6ptima del problema PL3 es x* = (1.5,2), con zp;5 = —8.5. Esta solucién no es factible para
el problema entero puesto que una de sus variables, z1, no es entera, como exigian las condiciones del problema
inicial. Por otra parte el minimo de este problema es —8.5, menor que el limite inferior (2}, = —8), por tanto
serd necesario examinar si existe una solucién entera en la region factible del problema PL3, cuyo valor éptimo
pueda ser mayor que 8, y se alcance en un a solucién factible para el problema entero original. Con el fin de
comprobar esta situacién, construimos dos subproblemas a partir del problema PL3, anadiendo en cada caso
una nueva restriccién x; < 1 o x1 > 2. Tenemos por tanto dos nuevos problemas lineales: PL4 y PL5

PL4 PL5
Minimizar —3x1 — 229 Minimizar —3x1 — 229
Sujeto a r1 <2 Sujeto a r1 <2
o < 2 To < 2
I +ﬂ?2§35 I +ﬂ?2§35
To > 2 To > 2
1 <1 T > 2
xl,xQZO .Il,l‘QZO
La solucién 6ptima de PL4 es x};, = (1,2), con zp;, = =7y PL5 es infactible. Esto indica que cualquier

solucién entera en la regién factible de PL3 no puede tener un valor para la funcién objetivo menor que —7.
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Por tanto la solucién entera obtenida al resolver PL2, x},;, = (2,1) con 25, = —8 es la solucién 6ptima del
problema entero inicial.
El proceso descrito mediante este problema se resume en las fases del siguiente algoritmo. Donde hemos
considerado que el objetivo del problema entero es de minimizacién:
Inicio
Resolvemos el problema lineal relajado asociado al problema entero. Si la solucién éptima es entera, esta
serd también la solucién 6ptima del problema entero. Si la solucién éptima no es entera, elegimos una
cota inferior z,, para el valor 6ptimo de la funcién objetivo (también podemos tomar bien z; = 0o, bien
un valor grande, en caso de resolver el problema mediante ordenador, o bien el valor de la funcién objetivo
para algin punto factible del problema entero). Con este valor un problema cuya solucién éptima, z,,
cumpla la desigualdad z, > z,, serd un problema terminal, puesto que el objetivo es de minimizacién.
Ramificacién

Seleccionamos un subproblema y una variable no entera y que deba cumplir esta condicién de su solu-

cién 6ptima (en el primer paso del algoritmo solamente tendremos un problema que seria el problema

lineal relajado asociado al problema entero). A partir del problema elegido, construimos 2 subproblemas

anadiendo para ello las restricciones que excluyen los valores fraccionarios de la componente elegida.
Acotacién

Resolver cada subproblema y obtener el valor éptimo, z,, de la funcién objetivo para cada subproblema.

Sondeo

Analizar los subconjuntos que pueden contener la solucién éptima y considerar como terminales los pro-
blemas que:

1. Sean infactibles.
2. zp > zs. Su funcién objetivo es mayor o igual que el limite.

3. zp se alcanza en un punto factible para PE con z, < z,. En este caso z; = 2, y volvemos “sondear”
de nuevo todos los subproblemas con este nuevo limite.

Convergencia

Si todos los subconjuntos son terminales, el algoritmo termina, el valor éptimo serd z;. En otro caso hay
que seguir con la fase de Ramificacién.

En la fase de Inicio podemos utilizar diferentes reglas para elegir la variable no entera sobre la que el
problema se ramifica. Aunque se puede realizar de forma arbitraria, a la hora de realizar los cdlculos mediante
el ordenador se incluye un criterio que puede ser

1. Seleccionar la variable entera que tenga un valor fraccional mayor en el problema relajado.

2. Asignando prioridades a las variables enteras de forma que ramificamos primero en la mds importante.
La importancia de una variable entera puede estar basada en un o varios criterios:

(a) La variable representa una decisién importante en el modelo
(b) Su coeficiente de coste o beneficio en la funcién objetivo es muy grande comparado con los demds

(¢) Su valor es critico para el modelo basado en la experiencia del usuario
3. Reglas de seleccién arbitrarias; por ejemplo, seleccionar la variable con menor subindice primero.

Para elegir el subproblema a ramificar (en el primer paso no hay problema, porque solamente tenemos un
problema), podemos utilizar dos reglas:

1. Utilizando el valor éptimo de la funcidn objetivo. Se elige el subproblema con menor valor para la funcién
objetivo (para el problema de minimizacion).

©SPH



136

2. Regla de la cota mas reciente (last-in-first-out). Se elige el subproblema resuelto més recientemente.

Ejemplo 3.6 Resolver el problema

Minimizar —4x1 — 3x9 — 223
Sujeto a
51‘1 — 21‘2 + 31‘3 § 10
3x1 4+ 3x0 — 223 <7
—x1 + 225 — 323 <9
T VA

mediante el algoritmo de ramificacion y acotacion.

Solucién: Aplicamos el algoritmo construyendo y resolviendo en primer lugar, el problema lineal asociado:

Inicio

Planteamos el problema lineal relajado

Minimizar —4x, — 3xy — 223

Sujeto a
51‘1 — 2372 + 3373 S 10
3x1+3x9 — 223 <7
—x1 4+ 229 — 323 <9
l‘j Z 0
que tiene por solucién éptima
xpr = (0,8.2,8.8)
Zpp = Zppp =422

Esta solucién no es factible para el problema de programacién entera puesto que algunas de sus compo-
nentes no cumplen la condicién de integridad (variables x5 y x3), y por tanto no es la solucién éptima del
problema entero. Elegimos una cota superior para la funcién objetivo, podemos tomar por ejemplo:

Zg = 00

En el caso de resolucién mediante el ordenador, z; podriamos utilizar para z; un valor positivo grande.
También podemos elegir zs, como el valor de la funcién objetivo para una solucién factible entera. Al
estar en un problema de minimizacion, cualquier valor 6ptimo de un subproblema que més grande que z;
no podra ser el éptimo del problema entero original.

Ramificacién (1 Iteracién)

En este paso hay que elegir un subproblema sobre el que ramificar, como en estamos al principio del método
solamente contamos con un problema, el problema lineal relajado inicial, elegimos dicho problema.
Podemos ramificar sobre xo y sobre x3, ya que estas variables toman valores no enteros para la solucién
6ptima del problema relajado (PL1). Ramificamos arbitrariamente sobre zo. Al anadir alguna de las
restricciones

To<80x9>9

obtenemos 2 problemas

Minimizar —4x, — 3x2 — 273 Minimizar —4x, — 3xo — 223
Sujeto a Sujeto a
5x1 — 222 + 3x3 < 10 5x1 — 222 + 3x3 < 10
3x1 +3x2 — 223 <7 PL2 3r1 4+ 3x0 — 223 <7 PL3
—x1+2x0 — 323 <9 —x1+2x0 — 323 <9
r9 <8 T2 2> 9
Z1,%2,23 >0 Z1,%2,23 >0

De esta forma eliminamos para la variable x4, los valores fraccionarios que existen entre 8 y 9
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Acotacién

Para cada subconjunto determinamos una cota superior para el valor objetivo del problema entero. Para
ello resolvemos los 2 problemas lineales anteriores, obteniendo para cada problema los siguientes resultados:

PL2 = Xp,=(0.05,8858)  2p,, = —41.37

PL3 = infactible

Sondeo

Comprobamos a continuacién, cudl o cuales de los problemas anteriores son terminales y sobre cuales se
puede continuar la ramificacion.

PL3 es infactible y por tanto terminal.
PL2 es factible con
Zprg = —41.37 < z; =0

por tanto PL2 no es terminal

Convergencia

Como hay un problema que no es terminal, volvemos a la fase de Ramificacién.

Ramificacién (2 iteracién)

El inico subproblema sobre el que podemos ramificar es PL2. En este caso para excluir valores no enteros,
ramificamos sobre la primera variable x1, anadiendo en cada caso una de las siguientes restricciones,

I S 0 6 T Z 1
para construir los problemas PL4 y PL5
Minimizar —4x; — 3z — 273 Minimizar —4x; — 3z — 273
Sujeto a Sujeto a

dx1 — 220 4+ 323 < 10
3x1 4+ 3x0 — 223 <7
—x1 + 225 — 323 <9
$2§8

a:1§0
Z1,T2,23 > 0

PL4

dx1 — 220 4+ 323 < 10
3x1 4+ 3x0 — 223 <7
—x1 + 2292 — 323 <9
i) §8

X 21

x1, T2, 23 > 0

Acotacién. Los problemas PL4 y PL5 tienen como soluciones éptimas respectivas:

PL4 = xb., =(0,8,8.67)

PL5 = Xpps=(1,4.4,46)

*
ZprL4

*
ZpL5

= —41.33

=—-264

PL5

Sondeo. Estos subproblemas no son terminales, ya que no se da ninguna de las condiciones. En efecto, no
son infactibles (i), su valor éptimo respectivo no se alcanza en un punto factible para el problema entero
(todas las soluciones tienen componentes no enteras), y para

PL4 = 2, =

PL5 =

*
ZpL5

—41.33 < zg = 00

=-264 < zy = 0

Convergencia. Existen problemas no terminales y por tanto volvemos a ramificar.
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Ramificacién (3% Iteracién). Nos encontramos ahora con dos problemas sobre los que podemos ramificar.
Para elegir el subproblema sobre el que realizamos la ramificacién, aplicamos la regla de la mejor cota,
tomamos para ramificar el subproblema PL4 (zpr4 < zprs) y ramificamos sobre la variable z3 (no hay
otra eleccién posible puesto que las demds son enteras). Con las restricciones x3 < 8 y x3 > 9 formarmos
los subproblemas PL6 y PL7

Minimizar
Sujeto a

—4$1 — 3$2 — 2%‘3

dx1 — 220 4+ 323 < 10
3x1 +3x9 — 223 <7
—x1 + 2292 — 323 <9
$2§8
a:1§0
$3§8

L1,T2,T3 Z 0

Acotacién. Cuyas soluciones son

PL6 = Xp.q=(0,7.67,8)

PL7T =

PL6

infactible

Minimizar
Sujeto a

—4%1 — 3$2 — 2%‘3

dx1 — 220 4+ 323 < 10
3x1 +3x9 — 223 <7
—x1 + 225 — 323 <9
$2§8

a:1§0

$329

L1,T2,T3 20

Zpre = —39

PL7

Sondeo. El problema PL7 es infactible, y por tanto terminal. PL6 no es terminal, ya que no cumple ninguna
de las condiciones del paso 3.

Convergencia. Como quedan problemas sin ramificar (PL5 y PL6) volvemos a Ramificar.

Ramificiacién (4° Iteracién) Utilizamos de nuevo la regla de la mejor cota para elegir el problema a
ramificar, en este caso

ZTDL5 = —-26.4 > Z};LG =-39

Elegimos por tanto el problema PL6 para ramificar. Ramificamos sobre la variable z2 (que es la unica no
entera de la solucién 6ptima, mediante dos nuevas restricciones: xo < 7y x2 > 8, obtenemos los problemas

PI8 y PL9.

Minimizar
Sujeto a

—4$1 - 3$2 - 2$3

5x1 — 222 + 323 < 10
3r1+3x2 — 223 <7
—$1+2ﬂ?2 —3373 S 9
$2§8

$1§0

$3§8

$2§7
Z1,T2,23 2> 0

o de forma equivalente:

Minimizar
Sujeto a

—4%‘1 — 3$2 — 2$3

5x1 — 229 4+ 323 < 10
3x1 4+ 3x0 — 223 <7
—x1+ 215 — 323 <9
l‘2§7

x1§0

1‘3§8

I1,T2,T3 20

PL8

PL8

Minimizar
Sujeto a

Minimizar
Sujeto a

—4371 - 3$2 - 21‘3

5x1 — 222 + 33 < 10
3x1 +3x2 — 223 <7
—$1+2ﬂ?2—3ﬂ?3 §9
$2§8

I SO

$3Z8

$228
Z1,T2,23 >0

—4%1 — 3$2 — 2$3

5x1 — 229 + 323 < 10
3x1 4+ 3x0 — 223 <7
—x1 + 2295 — 323 <9
$2:8

$1§0

37328

T1,T2,T3 20

PL9

PL9
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Acotacién. Resolviendo los problemas PL8 y PL9 obtenemos:
PL8 = xp;53=1(0,7,8) Zprg = —37

PL9 = infactible

Sondeo. Ambos problemas son terminales, PL9 porque es infactible, y PL8 porque alcanza su solucién
6ptima en un punto factible para el problema entero (todas las variables son enteras) y ademads

2prg = —37 < zg =0
Por tanto el nuevo valor de z, pasa a valer
zs = —37
ya que tenemos una solucién entera, cuyo valor es mds pequeno que la cota superior impuesta.
Como hemos cambiado la cota superior, volvemos a sondear los problemas no terminales que quedan, en
este caso solamente el PL5 es no terminal, pero en este caso obtenemos
Zprs = —26.4 > z, = =37
y por tanto PL5 es terminal con esta nueva cota.

Convergencia. Finalmente como todos los problemas han sido sondeados, se obtiene la convergencia y
paramos el algoritmo, siendo la solucién 6ptima del problema entero:

xpp = (0,7,8) con zpp = —37

Método de Gomory o planos de corte

La idea fundamental de los métodos de planos de corte consiste en ir aproximando sucesivamente la solucién
del problema relajado a la del entero mediante la generacién sucesiva de restricciones que eliminen parte de las
soluciones factibles del problema relajado hasta que la solucién del problema lineal aproximado sea entera.

El algoritmo de Gomory se utiliza para resolver problemas de programacién entera, donde todas las variables
tienen que ser enteras, el método se puede resumir como sigue:

Se resuelve el problema lineal relajado mediante el método Simplex. Si no existe solucién para el problema
asociado tampoco existird para el problema entero. Supongamos que si existe solucién éptima x°. Si x° € Z,
entonces x” también serd la solucién del problema entero, y el método acaba. Supongamos por el contrario que
existe una componente de x° que no es entera, en ese caso se calcula

fy=min{ f7] f7=af - [27]; f7>0}
la fila p es la llamada fila fuente y a partir de ella se construye una nueva restricciéon de la forma:
=y tat=—f)
j¢B

con fpi = Ypj — [Yp;j] v @ variable de holgura, que se incorpora a la tabla éptima actual del simplex.

La tabla 6ptima junto con la restriccién anterior constituyen una nueva tabla que proporciona una solucién
no factible pero que es factible dual, y podemos, por tanto aplicar el método simplex dual. Si existe una nueva
solucién x° éptima continuamos con una nueva iteracién. En otro caso, no hay solucién entera para el problema.

Algoritmo del método de Gomory

Paso 0. Resolvemos el problema lineal relajado mediante el método simplex. Si no existe solucién, detenemos
el algoritmo puesto que tampoco habra solucién para la programacién entera. En otro caso, sea Xpp la
solucién 6ptima con zpp = cI'xs r su valor 6ptimo. Hacer k =1, e ir al Paso 1.

Paso 1. Si ac? € Z para todo j, Xpp es la solucién éptima del problema entero. En otro caso, ir al Paso 2.
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Paso 2. Determinar la fila fuente
fy=min{ f7| [} =2} —[27]; f7 >0}
Paso 3. A partir de la fila p se forma la restriccion (corte):
- Z fpj®j + sp = _f;;)
i¢B

con fpi =Ypj — [Ypj] ¥ sp variable de holgura, siendo B el conjunto de indices de las variables bésicas. A
continuacién anadimos esta nueva restriccién a la tabla éptima actual del simplex.

Paso 4. Aplicar a la tabla ampliada el método del simplex dual. Si existe una solucién x* factible, hacer
k=k—+1, eir al Paso 1 En otro caso, no hay solucién entera para el problema y parar.

Ejemplo 3.7 Aplicar el algoritmo anterior al problema

Minimizar —x1 — 229

Sujeto a 4xq1 + 3w9 <12
—x1 + 22 <2
x1,To € VA

Solucion:
Primera iteracion:

Paso 0. Resolvemos el problema relajado mediante el método del simplex, siendo la tabla éptima (z% y xf
variables de holgura)

Ty xo b 2 b
xz |1 0 1/7 -=3/7]|6/7
xe | O 1 1/7T 4)7 20/7
0 0

3/7 5/7 46/7
con solucién
x? = (6/7,20/7)

Hacemos k£ = 0 y vamos al Paso 1.

Paso 1. Como x" ¢ Z, vamos al Paso 2.

Paso 2. A partir de la tabla, determinamos
70 = min { 19 =6/7[6/7); S =20/7~ [20/7)} = min {6/7,6/7} = 6/7

y puesto que coinciden, tomamos arbitrariamente uno de ellos, por ejemplo f?, siendo por tanto p =1 la
fila fuente.

Paso 3. Formamos 61 corte
1 h 1 h
—=zy — =y _|_x5 [ —

7 7 7

con xf variable de holgura. Anadimos esta restriccién a la tabla éptima, obteniendo la tabla

T T2 b xh zd | b
ol 1 0 177 =377 0] 6/7
w0 1 17 47 0] 20/7
2| 0 0 -1/7 |-4/7 1| -6/7
0 0 3/7 577 0] 46/7
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Paso 4. Aplicamos el método simplex dual a la tabla anterior, para obtener la tabla siguiente

r my af  xh af b
x| 1 0 1/4 0 -3/4| 3/2
To 0 1 0 0 1 2
| 0 0 1/4 1 -—7/4| 3/2
0 0 1/4 0 5/4|11/2
con solucién
x! = (3/2,2)

Hacemos k = 1 y volvemos al Paso 1.
Sequnda iteracion:

Paso 1. Como z} = 3/2 ¢ Z, vamos al Paso 2
Paso 2. La fila fuente es la primera (la tinica con valor fraccionario para la variable bdsica)

Paso 3. Formamos el corte
1, 154 1
—ZJ}S — Z$5 —|—.136 = —5

con z variable de holgura. Afiadimos esta restriccién a la dltima tabla para obtener la siguiente

h

T1  To oh o ah zd  xf b

s | 10 1/4 0 —3/4] 0] 372
To 0 1 0 0 1 0 2
zh | 0 0 /4 1 =7/4| 0| 3/2
22 0 o0 [-1/4] o0 -1/4 1| -1/2
0 0 1/4 0 5/ 0] 112

Paso 4. Aplicamos el método simplex dual a la tabla anterior y obtenemos

v wy b b 2l 2| b
z1| 1 0 0 0 —-1] 1]1
z2 | 0 1 0 0 1| 0]2
20 0 0 1 -2 0|1
| 0 0 1 0 -1 —-4]2
0 0 0 0 1| 05
Hay solucién
x? = (1,2)

Hacemos k = 2 y vamos al Paso 1.
Tercera iteracion

Paso 1. Como x? = (1,2) € Z, la solucién es éptima con valor para el objetivo z* = 5

El corte que hemos considerado en el ejemplo anterior no es el unico, sino que existe una familia relacionada
de planos de corte, que bajo ciertas condiciones permiten construir algoritmos finitos para el problema entero

general.
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