Capitulo 5

Control 6ptimo de sistemas discretos

En este capitulo se obtendrd la solucién general para problemas de optimizacién para sistemas en tiempo
discreto, que se aplica en particular a sistemas lineales con indice de coste cuadratico.

5.1 Solucién del problema de optimizacién discreta general
Supongamos que el sistema estd descrito por la ecuacién dindmica general
X1 = 7 (xk, up) (5.1)

junto con la condicién inicial zg. El superindice de la funcién f indica que puede depender del tiempo. Supon-
gamos que el estado del sistema x; es un vector n—dimensional y que el control u; es un vector m—dimensional.
Puesto que 5.1 determina el estado del sistema en el tiempo k£ 4 1 conociendo el control y el estado en tiempo
k, esta serd nuestra restriccién de estado. Obviamente, f* € R™.

Si consideramos el indice de rendimiento asociado dado por la forma general

N-1

J(x,u) = ¢ (N, xn) + Y LF (xp, uz) (5.2)
k=0

donde [0, N] es el intervalo de tiempo en el que queremos estudiar el comportamiento del sistema, ¢ (N, xy)
es la funcidn de coste terminal que depende del instante final N y del estado del sistema en ese instante xy,
y L* (xg,u;,) es una funcién que en general depende del tiempo, del estado y del control en cada instante de
tiempo intermedio k en [0, N]. El problema del control dptimo en tiempo discreto serd entonces, encontrar el
control 6ptimo uj, en el intervalo [0, N] que lleva el sistema 5.1 a lo largo de una trayectoria 6ptima x; de forma
que sea minimo el indice de rendimiento 5.2.

Esta claro que la ecuacién 5.1 describe el comportamiento del sistema, mientras que el indice de rendimiento
dado por 5.2 sirve para elegir la respuesta del sistema adecuada. Para alcanzar diferentes objetivos es necesaria
la eleccién de diferentes indices de rendimiento.

5.1.1 Introduccién

Para aclarar el problema de formulacién, es importante indicar algunos indices de rendimiento comunes que
pueden seleccionarse para el sistema 5.1.
Problemas de tiempo minimo

Supongamos que queremos encontrar el control u; que conduce el sistema desde un estado inicial dado
xo hacia un estado final xy € R” en el menor tiempo posible. Entonces podriamos seleccionar el indice de
rendimiento

N—-1
J=N=Y1 (5.3)
k=0
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142 Capitulo 5. Control éptimo de sistemas discretos

y la condicion de contorno
XN = Xf (54)

En este caso ¢ = N y L =0, o equivalentemente p =0y L =1

Problemas de Minimo combustible

Para encontrar el control u; que lleve el sistema desde el estado inicial xq hasta el estado final x; en un
tiempo fijo N utilizando la minima cantidad de combustible, podemos utilizar el siguiente indice de rendimiento

N—-1
T=> |ul (5.5)
k=0

puesto que el combustible utilizado es proporcional a la magnitud del vector control. Entonces ¢ = 0y L¥ = |uy|.
Las condiciones de contorno son de nuevo xy = Xy

Problemas de Energia-Minima

Supongamos que queremos encontrar ui para minimizar la energia del estado final y todos los estados
intermedios, y también del control utilizado para alcanzar este estado final. Sea el instante de tiempo final N,
de nuevo fijo. Entonces podriamos utilizar como indice de rendimiento

N-1
1 1
J = §SX%XN + 3 Z (gxfxp + rufuy) (5.6)
k=0

N =

donde ¢, r y s son factores peso. Entonces ¢ = %stT\,xN, y L = = (gxi %)+ rufu) que son funciones
cuadréticas.

Minimizar la energia corresponde en cierto sentido a dejar el estado y el control cerca del cero. Si fuera
mds importante para nosotros que los estados intermedios sean pequenos, entonces debemos elegir g grande,
mientras que si es mds importante que la energia empleada en el control sea pequena, entonces hay que hacer

grande el valor de r. Si por el contrario queremos que el estado final sea pequeno, entonces, s deberia ser grande.

5.1.2 Ecuaciones generales

Para determinar la secuencia de controles éptimos ug,...uj_;, que minimice el indice J en el intervalo
[0, N], procederemos como en el caso de optimizacién de funciones reales: utilizando los multiplicadores de
Lagrange. Puesto que hay una funcién restriccién f* (x;,uy) especifica en cada instante de tiempo k dentro del
intervalo de interés [0, N], es necesario utilizar un multiplicador de Lagrange en cada instante de tiempo: Cada
restriccion tiene un multiplicador de Lagrange asociado.

Para la restriccién 5.1

Xk+1 = fk (xk,uk) = (fk (xk,uk) —Xk+1) =0 kZO,...JV— 1

elegimos A, € R™, y adjuntamos la restriccién al indice de rendimiento 5.2 para definir un indice de rendimiento
aumentado J' (x,u) definido por

N-1
Jo (x,u) = ¢ (N, xn) + Z [Lk (X, ug) + AL (£ (xk, k) — xk+1)] (5.7)
k=0

Si definimos la funcién Hamiltoniana como
H* (xp,up) = LF (g, up) + A 5 (g, up) , k=0, ,N =1 (5.8)

podremos escribir entonces

N—
Jo (x,u) = (N, xy) + [ (xk,ug) )\;‘kaH]
k=0

,_\
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5.1. Solucién del problema de optimizacién discreta general 143

o de otra forma

=

-1
Ja (%,0) = & (N,xx) = Ak_yx + HO (x0,u0) + 3 [HF (1 w0) = ALy (5.9)
k=1

Si examinamos el incremento en J, debido a los incrementos en todas las variables Xg, A; v ug, y asumimos
que N, el tiempo final es fijo. De acuerdo con la teoria de los multiplicadores de Lagrange, en un minimo con
restricciones debe ocurrir dJ, = 0, por tanto

k=0 k=0
N-1
0\T k r ' T
= (Hy,) dxo+ (H:zzk - )‘szl) dxy, + (P — AN-1) dxn + (c0216)
k=1
N-1
> (HE) dug+
k=0
N-1
(HY, - Xk+1) dAg
k=0
donde
oo OH" P OH" oo oOH*
Tk an I Uk auk ) Ak a)\k

De esta manera las condiciones necesarias para un minimo con restricciones estdn dadas por

oH*
' —_— k=0,...,N—1
Xk+1 a)\k ) P
HE Hk+1
Ak_lza— k=1, ,N—1<=>Ak=8 =0, SN -2
axk 8xk+1
oH*
= — k = “en N - ].
0 uy 0,..., (5.10)
T
<@ _ )\N_1> dxn —
8XN
oHO\"
<8—x0) dX(] =0
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144 Capitulo 5. Control éptimo de sistemas discretos

Si utilizamos la relacién 5.1, podremos expresar las ecuaciones anteriores en términos de la funcién f*

Modelo del sistema:
Xp+1 = [* (xp, ug)

Indice de rendimiento:
T (x,0) = 6 (N, xn) + oy LF (xx, up)

Hamiltoniano
H"”‘(xmuk):Lk(xk,uk)—&-)\gfk(xk,uk) k=0,...,N—1

FEcuacion de Estado

OH*
Xk+1=a—)‘k=fk(xk,uk) k=0,...,N—1

Ecuacion de Co-estado

O k+1 oLk +1 Qflt1 T
AL = = A k=0 N -2
F OXp+1  OXpy1 (3Xk+1 ) o T
Condicion Estacionaria
OH* oLk [af\"
0=—=0=— — AL k=0,....,.N—-1
3uk 8uk <8uk ) k ’ ’

Condiciones de Contorno

oHO\" <8L0 ar\T o\

0= — dXo ==+ )\0 dXO
( 8X0 ) 8X0 <8X0>
Se hace notar que la ecuacién de estado es la propia ecuacién del sistema y es una ecuacién recursiva hacia
adelante en el tiempo. Mientras que la ecuacion de co-estado es una ecuacién recursiva hacia atras en el tiempo.
De este modo los multiplicadores de Lagrange (que son artificiales) son varaibles determinadas por su propia
ecuacion dindmica. Como se ha comentado anteriormente se denomina ecuacidn de co-estado del sistema y
describe el llamado sistema adjunto. Las ecuaciones de estado y co-estado son un sistema de cuaciones en
diferencias acoplado y definen un problema de valor de frontera de dos puntos, puesto que las condiciones de
contorno son el estado inicial xg y el co-estado final Ay_1. Este tipo de problemas es en general, muy dificil
de resolver.

La condicién estacionaria permite expresar al control éptimo uy en términos del co-estado. Los valores de
Ai solamente nos interesan como valores intermedios para encontrar los controles éptimos.

Las condiciones de contorno son necesarias para poder resolver las ecuaciones recurrentes de estado y co-
estado. Podemos distinguir dos posibles casos para cada una de esas ecuaciones: que los estados inicial y final
sean fijos o variables.

Si el estado inicial x es fijo, entonces trivialmente dxg = 0, y la ecuacién se cumple independientemente del

valor de D y en este caso la condicién de contorno se convierte en
o

X9 = cte.

Si el estado inicial xg es libre, entonces dxg no es cero, y por tanto la condicién de contorno exige que

OH"
- 0
8330
Generalmente el estado inicial del sistema es conocido y por tanto dxg = 0, y no habra ninguna restricciéon
0
sobre = 0, por tanto podemos prescindir de esta condicién de contorno.
Lo

©SPH



5.1. Solucién del problema de optimizacién discreta general 145

Las mismas dos posibilidades se pueden dar para el estado final x, del sistema: estado final fijo y estado
final libre.

Si xyv es fijo, entonces de nuevo dxy = 0, y la ecuacién de contorno correspondiente se cumple trivialmente.
En este caso la condicién de contorno que se utiliza para resolver las ecuaciones es

XN = Xf

En el caso variable, dxy # 0, y por tanto

T
(%_AN1> :0<:>)\N71:%
aXN

5.1.3 Ejemplo practico

Con el fin de aplicar las ecuaciones obtenidas en la seccién anterior, plantearemos y resolveremos el siguiente
ejemplo: Considremos el sistema dindmico lineal siguiente

Tp+1 = axg + buy,

donde a,b € R. Supongamos la condicién inicial xg, y supongamos que se quiere estudiar el comportamiento
del sistema en el intervalo [0, N] de forma que se minimice el siguiente indice de energfa:

TN_l
JO = = Z U2
2 k

k=0

conr € R.
Estudiaremos dos casos: estado final fijo y libre.

Estado final fijo
En este caso supongamos que el sistema en el instante £k = N, debe tener el estado ry, es decir
IN =TN

Para encontrar la sucesién de controles éptimos, g, ..., u5\_;, que conducen el sistema desde el estado inicial
T hasta el estado final xy = 7y y minimizan Jy, utilizaremos las ecuaciones de la seccién anterior.
Calculamos en primer lugar el Hamiltoniano en cada instante, introduciendo las variables de co-estado Ay

H’f:L’f+A£f’“:gu§+Ak(amk+buk) k=0,...,N—1

y utilizando las condiciones correspondientes:

Fcuacion de Estado

Hk
:EkH:%T:axk—l—buk k=0,...,N—-1
k
Fcuacion de Co-estado
OH 1
/\k: :a/\k+1 /€=O7...,N—2
OTp41
Condicion Estacionaria
OHk
0= —— =rup + b\ k=0,...,N—1
auk

Utilizando la condicién estacionaria podemos expresar el control en términos de la variable de co-estado

b
uk:—;)\k ]CZO,...,N—I
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146 Capitulo 5. Control éptimo de sistemas discretos

de este modo si encontramos el valor del co-estado 6ptimo A, podremos calcular el valor del control 6ptimo u}.
Para encontrar este valor, sustituimos uy en la ecuacion de estado:

2
Tpt1 = axg + bup, = axy — 7)%

y por otra parte resolvemos la ecuacién de co-estado que es una ecuacién en diferencias homogénea cuya solucién
en términos de \g es:

1 1 2 1 k+1
)\k:a)\k+1:>)\k+1:—)\k:<—> )\klz"':<_) )\0 kZO,,N—Q
a a a

o bien

si sustituimos en la ecuacién de estado
k
b /1
Tpt1 = @z — | — Ao

definimos por comodidad el siguiente pardmetro

_ b* o
r

B

por lo que la ecuacién anterior se puede expresar como
_ —k
Tpy1 = axp — Pa

que es una ecuacion en diferencias no homogenea cuya solucién se puede obtener facilmente en términos de xg

z), = axj_1 — Pa” k1)

S rp=a (axk,g — ﬁa*(’“”)) — ﬁa*(kfl) & Tp = a’Tp_o — 6a7k (a3 + a)
Tho1 = axg_g — fa*72)

2 —k+1 (2
Tp = a‘Tp_o— Pa kT (a +a0)
y recursivamente obtenemos

T = aka:o - ﬁaikﬂ (aQ(kfl) 4+ 4a+ ao) =

sumando la serie geométrica de razén a? que hay entre paréntesis

e (=e) b (1—a)

k
T-a) 777

rr = a"xy — PBa Aoa FH1

Otra forma de resolver la ecuacién recursiva en xj, es utilizar la forma general para ecuaciones en diferencias
con coeficientes constantes, es decir, obtendremos la solucién general de la ecuacién en diferencias sumando la
solucién de la ecuacién homogénea y una solucién particular de la ecuacién. La ecuacién homogénea es

Tpyl = ATk = Thy1 —aTp =0

que tiene como polinomio caracteristico

PAN)=X—-a

cuya tnica raiz es A = a, y por tanto la solucién general de la homogénea es de la forma
zh = Ca*
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5.1. Solucién del problema de optimizacién discreta general 147

donde C' es constante. Para encontrar ahora una solucién particular de la ecuacién, probamos con soluciones
del tipo
T, =va

y sustituyendo en la ecuacién

a:ZH =ax — Ba~F = 'ya_(kH) =aya* — BaF
como la expresién debe ser cierta para k =0,..., N — 1, en particular tomamos k = 0
_ —af
vl =ay-fey=dy-afey=1—r7
y la solucién particular es
p_ B
T, = ——=a
1 —a?
La solucién general de la ecuacién es entonces
. a .
2 =2 +2f = Ca” — ] _ﬂaz a=®
Para hallar el valor de C en términos de xy tomamos k = 0
af a
xg=0C— =C=x
0 1—a? o+ 1—a?
y la solucién es
aB k ab roa " 2k
T = |2 a’ — a "=z, =200" ———(1l—a
F <0+1a2) 1—a? k 0 l—aQ( )

que de nuevo es la solucién buscada.

Ahora para encontrar el valor de )y utilizaremos las condiciones de contorno. Puesto que tanto el estado
inicial xg como el final x son fijos, las condiciones de contorno se cumplen de forma trivial, ya que en este
caso tendremos dxg = 0y dzy = 0. Se utiliza en este caso las condiciones inicial y final

g = X9

IN = TN

Utilizando la condicién final

2 (1 _ ,2N
:EN:aN:ro—b—(l ¢ )

v, 0P (1—a)
r (1—a?)

a NN = ry = aVa — — 5 —NHLN N
r (1-a?)

=a"zo— "7\

donde ) .
b (1—a
Y ()

r (1—a?)
y despejando Ag

N, _
(CL To TN)

Y

Podemos ahora calcular los valores para las variables de co-estado en cada instante k

o) et

Ao =

y el control 6ptimo
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148 Capitulo 5. Control éptimo de sistemas discretos

Calculamos el valor de la trayectoria 6ptima

Ko — b_2 (1 - a%) Aoa ! = aFag — f (“Nxo - TN) (1 - a%) —k+1

r (1—a?) T v (1—a2)a

T =a

y sustituyendo v
(rv —a¥ag) (1—-a?) v,

Y = b(1—a2N)
oo (Nzo—rw) (1—a®) o,
xp =a "z — 1= a2V
y el valor éptimo del indice de rendimiento Jj sera
N—-1 N—-1 N 2 9 N—1
x r w2 _ T b(ry —aVa) b N, \2 —2k
J[) = — (uk) = — (—a :—Q(TN_G l’o) Za =
2 k=0 2 k=0 el 2ry k=0
b? N 2 (1—a?N b? N 2 (1—a*N —o(N-1)
- 2T72(era ) (1—a—2)_2r’y2(rNa o) (1—a2)a
y teniendo en cuenta el valor de ~
b? N 2 (1—a*N 9 1 2 r o (1-a?) 2
* _ _ 1A\ aN-1) _ L _ N —-(N-1)_ " \Ta ) _ N
0= 592 (rv —a™ ) ( T~ >a =3 (rv —aa) a = R ) (ry — a o)

Estado final libre

En esta seccién utilizaremos otro método de asegurar que el sistema esté suficientemente cerca del estado
final v en el instante N. Para ello vamos a suponer que no es necesario que suceda la igualdad entre xn y 7y,
sin embargo, serd necesario que no haya una diferencia muy grande entre ellos. Podemos conseguir este objetivo
y a la misma vez minimizar la energfa utilizada, si incorporamos un término en el indice de rendimiento que
represente la diferencia entre xy y rx. Un indice que represente esta situacion tipo podria ser el siguiente

N —

Ju

1
J1:§(ZEN*TN)2+ Ui

k=0

N3

de esta forma el objetivo serd minimizar la energia (indicada en el sumatorio) a la misma vez que se intenta
acercar ry a 7y lo maximo posible.
En este caso hay funcién de coste terminal ¢

¢ (N,zn) Z%@N—TNf

sin embargo las funciones f* y L* del problema no cambian y por tanto el Hamiltoniano sigue siendo el mismo
que para el estado final fijo visto en la seccién anterior. De esta forma las ecuaciones de estado, co-estado y
estacionarias siguen siendo las mismas:

Fcuacion de Estado

k
ka:W:axk—l—buk k=0,...,N—1
k
FEcuacion de Co-estado
OH* 1
. = =a\ k=0,....,.N—2
k a$k+1 AAE+1 5 5
Condicion Estacionaria
OHF
0= —— =rup + b\ k=0,...,N—1
auk
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5.1. Solucién del problema de optimizacién discreta general 149

Las soluciones para el sistema anterior serdn pues la mismas que para el caso de tiempo final fijo salvo que
ahora cambian las condiciones de contorno. Recordemos que las soluciones de las ecuaciones en diferencias eran:

, b (1 — a2k ,
T = akx0—< a2>>\0ak+1 k=0,....,N
r 1—a
\*
- <_) N k=1...N-1
a
b (1\"
up = ——(—) Ao k=0,...,N—1
r\a

En este caso el valor de A\g no puede obtenerse a partir de la condicién final, puesto que xx no es conocido.
Tendremos que hacer uso de las condiciones de contorno.
Puesto que ahora xy no es fijo, ocurrird dzy # 0, y por tanto de acuerdo con las ecuaciones generales

T T
0= %—)\N_l dXN:> %*/\N—l :0:>>\N—1:
oxn Oz N

9

c’)xN

y utilizando la expresion de la funcién ¢

N—-1
AN_1=2ZN — TN = (—> )\szN*TNékozaNil (JL‘N*’I"N)
a

y el co-estado final estd ahora relacionado con el estado final xy y el estado deseado 7.
De la expresién de xy y haciendo k = IV, obtenemos

b2 (1 —a?N _
zn =aNxy — — —5 ] Aoa N+1
r 1—a

y sustituyendo el valor de \g de la ecuacién anterior

b2 (1 —a?N _ _
on = Vo= () ey =) e -

b2 (1 —a?N

_ N

= axo—?(l_GQ)(CEN—TN>

podemos obtener el valor de
oo = by A+
N 1+pu

donde hemos definido p como

y por tanto
N N
- _ "N +a” T " To—TN N
Ao = aV 1($N_TN):GN 1(# _TN): oN-1

y el co-estado para k es

y por tanto el control éptimo es
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150 Capitulo 5. Control éptimo de sistemas discretos

Para finalizar la trayectoria 6ptima tendra la expresién

k b (1—a”\ (@¥a—rn) Ny,
xy =a"ry — — a
r \ 1—a? (1+p)

con estado final
" urn + av )
Ty =—7T"—

1+p
Notar que si r — 0, entonces
B2 _a2N
1 —_— 1 — =
Tli%,u rli% r ( 1—a? ) *°
y por tanto
N
r a’x
hme = lim pry o ro TN
—0 r—0 1+u

Por tltimo el valor 6ptimo del indice de rendimiento

I* 1( y +’I“N ! (/LTN—I—G Zo )2+TN1 (b <rN—aNa:0) N—1—k)2

2 2k:0 1+p Qk:O r 14+ p
1 /azg—1r r 2 =

_ 1 0= TN r N 2(N-1) 2k _

= + TN —a Tg) a a =
2( L+p ) 27 1+u)2( ) ,;)

1 (a xo—rN> N TN—GN$0)2 AN (1 —a™2N)
2\ 1+ 2 (1+ p)? (I—a=?)
1 (a :CO—TN> v ( rN—aNxo) (1—a?N)

= —_— —|— B) =
2 ) or (14 p)°> (1—d?)

o 1 a o — TN 2+ N —a ,7}0)2 .

2 1+ p + 1) h=

ﬁﬁm<N“I”

Notar que el coste 6ptimo para el caso de estado final fijo era

. r (1-a? 2 1 2
5 = B o =) = L oy = ¥
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