Capitulo 4

Control Optimo de Sistemas en tiempo
Continuo

4.1 Introduccién

La filosoffa de este capitulo es derivar la solucién de problemas de control éptimo continuos en el caso m&s
general. En el tema anterior hemos visto como los problemas de control éptimo se pueden plantear como la
bisqueda de una trayectoria que optimice cierto indice mientras se cumplen unas determinadas restricciones
debidas a la naturaleza del sistema. En este tema vamos a plantear y resolver alguno de estos problemas de
control éptimo cuando el sistema evoluciona de forma continua con el tiempo.

El enfoque inicial del problema se hace desde el punto de vista de los métodos variacionales clédsicos, donde se
busca una funcién real definida sobre un determinado dominio de funciones, que minimice un determinado indice
de rendimiento que estard definido en la mayoria de las ocasiones por medio de una integral. Introduciremos
brevemente algunos resultados sobre el cédlculo de variaciones.

Abordaremos el problema desde el punto de vista de la formulacién hamiltoniana. Esta formulacién es muy
ttil a la hora de tratar con el principio del minimo.

Para ilustrar las principales caracteristicas del tipo de problemas de control éptimo que vamos a tratar,
presentaremos un ejemplo muy sencillo.

Ejemplo 4.1 Se plantea el problema del lanzamiento de un cohete hasta una altura T en un tiempo T. Para
controlar el movimiento del mismo en cada instante se utiliza una fuerza u(t), que es funcidn del tiempo. Si
x(t) es la altura sobre el suelo en tiempo t y m es la masa del cohete, la ecuacion del movimiento nos da la
siguiente relacion.

x (t) +mg = u(t) te0,T]

Supongamos por otra parte que la fuerza ejercida no puede superar cierto valor b (debido entre otras cosas a las
limitaciones en la potencia de los motores, la cantidad de combustible utilizada, etc.). El objetivo del problema
podria ser gastar la menor cantidad de energia posible para lograr el objetivo de situar el cohete a una altura
en el tiempo T. El problema podria plantearse como

Minimizar fOT | u(t) | dt
Sujeto a T (t) +mg = u(t)

|u(t) [<b
z(T)=T=
z(0) =0

. 4 . . . . P
Si hacemos ©1 = x, xo =, obtenemos una ecuacién diferencial de primer orden y el problema vendrd dado
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108 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

como: .
Minimizar Jo lu(t)|dt
Sujeto a o (t) +mg = u(t)
Ty (t) = 2ot
|u(t) [<b

donde al poner la funcion |u (t)| dentro del integrando estamos considerando el gasto de fuerza necesaria para
acelerar o decelerar el cohete.

Observando el ejemplo anterior vamos a ver a continuacién la formulacién general de los problemas de
control éptimo en tiempo continuo. En primer lugar solamente estamos interesados en la conducta de sistemas
que evolucionen segiin una determinada ley determinista. En otras palabras, no se considerardn sistemas cuya
conducta sea aleatoria o estocéstica.

Supondremos que la conducta relevante de los sistemas estudiados puede ser cuantificada por n variables. La
identificacién de esas variables y la descripcién del sistema en términos de ellas es el trabajo méds complicado al
construir un modelo matemaético del sistema, este aspecto no serd tratado aqui y supondremos que este trabajo
ha sido ya realizado y la conducta del sistema estard descrita por los valores del wvector de estado X, cuyas
componentes xz;, ¢ = 1,...,n, son las variables de estado. El sistema evoluciona con el tiempo ¢, por tanto las
variables de estado son funciones de ¢ y estardan gobernadas por n ecuaciones diferenciales de primer orden, las
ecuaciones de estado, que tienen la forma general

x =1 (¢, x,u) (4.1)

donde el punto indica la derivada temporal. La funcién f es una funcién vectorial que tiene n componentes
fi- La ecuacién de estado dependerd del estado del sistema, del tiempo y de las variables de control w;, i =
1,...,m, que forman un wvector de control u, m-dimensional. Asumiremos que esas variables de control son
funciones integrables de t. Simplificaremos el problema considerablemente si requerimos que dichos controles
sean continuos.

Definimos U como el conjunto de todas las variables de control admisibles es decir que podemos utilizar en
el sistema, junto con los requerimientos ya mencionados. En algunos problemas podemos restringir los valores
minimo y méximo de cualquier control que pueda utilizarse; por ejemplo, podemos suponer que el control u;
estd acotado entre a; y b;. En ese caso, podemos hacer un cambio lineal en la variable para reemplazar u; por
otra variable v;, definida por

1 1

de manera que la nueva variable v; sea también admisible y verifique la siguiente relacién
“1<y(t) <1 (4.3)

para todo valor del tiempo ¢. Por tanto el conjunto U de todos los controles admisibles consistird en todas las
funciones integrables de t que o bien son no acotadas o acotadas por los valores extremos —1 y +1.

Dentro del conjunto de los controles acotados, hay un subconjunto importante en el que las variables de
control solamente toman los valores extremos. Cualquier cambio en el valor del control es un cambio inmediato
entre un valor extremo y el otro (funciona como un interruptor). Tales controles se denominan controles de tipo
bang-bang.

La evolucién del sistema comienza a partir de una determinada configuracién en un valor inicial ¢y de t. Por
ejemplo

x (to) = x° (4.4)

donde el estado inicial x" en el tiempo inicial ¢y estdn dados por el problema. En algunos casos también se
conoce el estado final del sistema,
X (t;) = x* (4.5)

Aunque aqui podemos distinguir diferentes casos. Por una parte podemos considerar el tiempo final o
terminal ¢; bien fijo o bien libre. Por otra puede conocerse el estado final del sistema o puede ser que dicho
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4.1. Introduccién 109

estado esté sobre una determinada curva o superficie. Por ejemplo, se puede exigir que z; (t1) tenga un valor
fijo, pero que los otros componentes de x (t1) no estén restringidas. En general, la condicién del estado terminal
x!, es que esté dentro de un determinado conjunto objetivo F.

El ingrediente final de este planteamiento general de un problema de control optimal concierne al coste. La
forma mds general para el coste que serd considerado tiene la forma

ty

J(x,u) = ¢ (x(t1),t1) —I—/F(t,x, u)dt (4.6)

to

Este tipo de funciones recibe el nombre de funcional, puesto que asigna un tnico nimero real a un conjunto de
funciones x; (t), u; (t). Este coste tiene 2 partes. La primera llamada coste terminal, que es una penalizacién
respecto al estado final del sistema. Por supuesto, solamente tiene efecto cuando el estado final del sistema no
estd prefijado. La segunda parte depende del estado del sistema a lo largo de la trayectoria de la solucién y del
tiempo y, mds importante, de los valores del control empleados en la solucién. Un caso importante y especial,
es cuando F' =1,y ¢ = 0, no hay coste terminal. En este caso el coste J (x,u) es igual al tiempo necesario para
que el sistema pase del estado inicial al final. Tendremos entonces un problema de tiempo dptimo; que tiene
que ser por supuesto, un problema de tiempo terminal no fijo.

Esto completa la lista de ingredientes de un problema de control 6ptimo y la pregunta que hay que resolver
puede formularse de la siguiente forma. El estado del sistema puede ser conducido desde su posicién inicial
hasta su posicién final mediante la aplicacién de ciertos controles que estdn en el conjunto U, mientras que la
evolucién del estado estd gobernada por las ecuaciones de estado 4.1. Si no hay controles apropiados, diremos
que el sistema es no controlable desde el estado inicial hasta el conjunto objetivo F, y el problema no tiene
solucion. Si el sistema es controlable habrd, en general, muchos controles apropiados y a cada uno de ellos le
corresponde un valor de la funcién de coste J (x,u), determinada por 4.6. El problema del control optimal
consiste en determinar el valor minimo de J (x,u), el coste optimal, y el valor del vector de control u, para el
que se obtiene ese coste minimo; en este caso u es el control optimal. Podemos también determinar la solucién
correspondiente a las ecuaciones de estado, que dan la trayectoria 6ptima, asi como el valor final del tiempo, el
tiempo optimal, y el estado final, si estos no han sido prefijados.

Junto con la clasificacién de los problemas de control 6ptimo en continuos y discretos, también podemos
hacer una clasificacién segin la variable tiempo ¢, esté o no explicitamente incluida en las ecuaciones de estado,
de esta forma tenemos problemas

1. Auténomos: la ecuacién de estado no depende explicitamente del tiempo: x=f (x,u)
2. No auténomos: La variable t estd presente en la ecuacién anterior: x=f (t,x,u)

Por otra parte el conjunto U de los controles admisibles puede ser:

1. No acotado

2. Acotado

3. Bang-Bang

El tiempo final pude ser fijo o libre, mientras que el estado final del sistema puede ser fijo, completamente
libre, o parcialmente libre, dependiendo de si F es un tnico punto de R", todo R", o algin subconjunto de
R™. La funcién de coste J (x,u) puede tener o no funcién de coste terminal. Ademéds del caso especial del
problema de tiempo optimal, hay otro tipo de problemas importantes: si el problema tienen una tnica variable
de control u, es decir m = 1, podemos suponer que F es proporcional a |ul, en este caso es un problema de coste
de combustible, puesto que las operaciones de control contribuyen al coste total independientemente del signo.
Un tercer ejemplo particular de problemas aparece cuando F es proporcional a u?; en este caso con este coste
cuadrdtico, se puede avanzar mds rdpidamente hacia la solucién general.

Para ilustrar la descripcién anterior del problema general, daremos a continuacién algunos problemas parti-
culares.

Aunque no estamos en condiciones de extraer la solucién, podemos hacer un intento en la estrategia de
control éptimo y determinar la solucién éptima.
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110 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

4.2 Indices de rendimiento

Se ha visto en los ejemplos anteriores que un indice de rendimiento o coste es una escalar que proporciona
una medida por la cual podemos juzgar el rendimiento del sistema. Veremos a continuacién algunos de los
posibles indices que podemos encontrarnos en un problema de control optimal.

1. Problemas de tiempo minimo. Como ya se ha comentado anteriormente, en este caso u(t) tiene que
elegirse para transferir el sistema desde un estado inicial xy hasta otro en el menor tiempo posible. Esto
es equivalente a minimizar el indice de rendimiento

ty

Jztl—toz/dt (4.7)

to
donde t; es instante inicial de tiempo en el que se alcanza el estado buscado.

2. Control terminal. En este caso el estado final x; = x (¢1) tiene que estar lo més cerca posible de un estado
prefijado r (¢1). Un indice adecuado para este tipo de problema es minimizar

e’ (t1) Me (t1) (4.8)
donde e (t) = x(t) — r(t) y M es una matriz n X n simétrica real definida positiva

3. Esfuerzo minimo. En este caso se pretende alcanzar el estado final utilizando la menor cantidad de energfa
o esfuerzo en el control. Indices adecuados para minimizar son

t1
/Zﬁi |ui| dt (4.9)

ty
/ u’Rudt (4.10)
to

donde R es una matriz real y semidefinida positiva, 8; y r;; son factores de ponderacion.

4. Problema del seguimiento (Tracking problem). El objetivo principal es seguir o “perseguir” tan cerca como
sea posible un estado deseado r (¢) en el intervalo ty < ¢t < t;. En este caso un indice adecuado podria ser

t1

/ el Qedt (4.11)

to

donde Q es real, simétrica y semidefinida positiva. Introducimos el término servomecanismo para este
tipo de sistemas, mientras que un requlador es un caso especial cuando r (¢) es constante o cero. Si las
funciones w; (t) son no acotadas entonces la minimizacién de 4.11 puede conducir a un vector de control
con componentes infinitas. Este hecho es inaceptable en problemas cotidianos, por tanto, para restringir
el esfuerzo total del control, podemos utilizar una combinacién de 4.10 y 4.11 para obtener

ty
/ (e"Qe +u'Ru)dt (4.12)

to

las expresiones de la forma 4.10, 4.11 y/o ?? se denominan indices de coste cuadratico.
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4.3. Formulacién hamiltoniana 111

4.3 Formulacion hamiltoniana

La introduccién sobre los métodos variacionales realizada en la seccién anterior tenfa como objetivo presentar
el problema de la optimizacién de funciones que dependia de otras funciones (los funcionales). Sin embargo, a la
hora de buscar las soluciones a los problemas de control 6ptimo (problemas que tienen funcionales y restricciones
particulares), utilizaremos la llamada formulacion hamiltoniana. Si el estado del sistema viene descrito por sus
variables de estado mediante la ecuacién diferencial

% () = £ (6, x (), u (1)) (4.13)
con estado x () € R™ y control u (¢) € R™. Asociaremos a este sistema un indice de rendimiento del tipo:

ty

ﬂ&m=¢mm@m+/pmx@ﬂmmﬁ (4.14)

to

donde [tg,t1] es el intervalo en el que queremos estudiar el comportamiento del sistema. La funcién peso de
coste terminal ¢ (t1,x (t1)) € R, donde ¢ : R x R"— R, depende del instante de tiempo final y del estado final
del sistema, mientras que la funcién F' (¢,x,u) : R x R” x R™— R, depende de toda la trayectoria de estados y
de los controles utilizados en el intervalo [to,¢1]. En principio tanto ¢y como ¢; pueden ser variables.

4.3.1 Ecuaciones de estado y co-estado

El problema de control dptimo consistird en encontrar un control u* (¢) definido en el intervalo [tg,t1] que
conduzca el sistema 4.13 a lo largo de la trayectoria 6ptima x* () , de forma que se minimice la funcién de coste
4.14 y donde ademds puede ocurrir

¥ (t,x(t1)) =0 (4.15)

para una cierta funcién vectorial ¢ : R x R* — R~

El papel de las funciones ¢ y ¥ no debe confundirse. La funcién ¢ (t1,x (1)) es funcién del estado final y
es un valor que queremos hacer pequenio. Por otra parte ¢ (t1,x (t1)) es una funcién del estado final que debe
valer 0 en ese instante: es una restriccién que debe cumplir el sistema en el intante final ¢;.

Para resolver el problema de control 6ptimo continuo haremos uso de la teorfa de los multiplicadores de
Lagrange para anadir las restricciones 4.13 y 4.15 al indice de rendimiento 4.14. Puesto que se tiene que
cumplir la ecuacién 4.13 para cualquier valor de ¢ € [ty, t1], necesitamos multiplicadores de Lagrange, p (t), que
sean funcién del tiempo:

P (t) : [to,tﬂ — R"

Sin embargo, como 4.15 se cumple solamente para un instante de tiempo (el instante final ¢;) necesitamos
multiplicadores A = (A1,...,As) € R~ que no dependan del tiempo.
El indice de rendimiento aumentado es por tanto

Ja (X7 u) = (b (tl,X (tl)) + ATw (tlax (tl)) +/ [F (t7x7 u) + pT (f (f,X, u) - X)] dt (4‘16)

Definiendo la funcion Hamiltoniana o Hamiltoniano como
H (t,x,u,p) = F (t,x,u) + p’ f (t,x,u) (4.17)

y que de forma abreviada indicaremos por
H=F+p’f
entonces podemos escribir la expresién 4.16 como

t1

Jo (%,1) = 6 (b, x (02)) + ATW (11, % (12)) + / [H (t, %, u,p) — p"%] dt (4.18)

to
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112 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

Supongamos en primer lugar que ¢ = ¢ = 0, el funcional seria

t1

Jo (x,u) = / [H (t,x,u,p) — p" %] dt

to

si buscamos extremales para J, (z,u), entonces podemos aplicar la teorfa del tema anterior y aplicar las ecua-
ciones de Euler-Lagrange al funcional asi definido. Teniendo en cuenta que en este caso es un funcional con
varias variables, habrd que aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange a todas ellas

t1

ty
Ja (x,u>:/[H<t,x,u,p>—pT>'<] dt:/au,x,u,p,sc)dt

to to
y obtendremos p
el =0 e - S (p () =0 = o
Oxy  dt 01y, Oxy, dt oxy,
06 d0G oM d o
Buk dt Buk Buk dt 8uk
3—27%3—;:0®g—ifik(t)f%(0):O@i’k(t)zg—i

Estas ecuaciones osn las condiciones de optimalidad cuando tg, t1, = (tg) y « (¢1) son fijos y no hay ni coste
terminal, ni restricciéon de estado terminal.

Recordemos que en el caso de que x (tg) o x(t1) son variables, entonces deberia cumplirse ademds las
condiciones

9
0%y,

=0$pk(tj)=0

t=t;

En el caso general del problema de control 6ptimo, donde los elementos tg, t1, = (t9) y 2 (¢1) pueden ser variables
y existen funciones ¢ de coste terminal y ¢ de estado terminal, las condiciones de contorno son

(6 + v —p)"

dx (t) + (6 + 0l A+ H)| =0

t=t, t=
pde|t:tO — Hdt|,_, =0

sin embargo puesto que en la mayorfa de problemas ¢y y x (t9) son conocidas y fijas los valores dx (tg) y dto son
ambos cero solamente queda la primera de las ecuaciones anteriores como condicién de contorno.

Teorema 4.2 Las condiciones necesarias para que u* sea un extremal de

t1

J(x,u) = ¢ (t1,x(t1)) + /F(t,x(t),u(t)) dt

to

sugeto a
x(t)=f(@t,x(t),u(t)) t=to, to fijo
¥ (t1,x(t1)) =0
X (to) = %o, fijo
siendo ¢ : RxR" - R, ¢ : RxR"™ — R®, es que existan funciones py,...,pn : [to,t1] — R, A1,...,As € R,
cumpliendo las ecuaciones:
1. Ecuacion de Estado

H H
op Opi

©SPH



4.4. Ejemplos 113

2. Ecuacion de Co-estado

i ) oH of1T  oF
Hp—x:()(:)p:————{&] ~

H
o = t§t1:>pl-:—a— i=1,2,....n (4.20)

Gxi ’

3. Condicion de contorno

T T T
(ox+wiA=p) | dx(t)+ (e +ofA+H)| dn=0 (4.21)
t=t1 =t1
4. Condicion estacionaria
OH OH OF =0f;
HT — = = Ly, = to <t<t i=1,... 4.22
u 0@8u 0 :>8ui Ou; j:13uipJ O feststi=lheam (422
5. Condicién de estado final
T =0 Y (t,x(t1)) =0 (4.23)
t=t1

Las ecuaciones de estado (ecuacién 4.19) y la ecuacién de co-estado (ecuacién 4.20, lamadas también ecua-
ciones adjuntas) constituyen un sistema de 2n ecuaciones diferenciales no lineales con condiciones de frontera
x (tp) vy p (t1). En general no es posible alcanzar una solucién analitica de la solucién y hay que utilizar técnicas
numéricas.

La condicién de contorno 4.21 necesita de una aclaraciéon adicional. Hemos dicho que dx (¢1) y dt; no son
independientes. Por tanto, no podemos poner los coeficientes de los dos primeros términos del miembro de la
derecha en 77 iguales a cero de forma separada. En su lugar, tenemos que poner la expresion 4.21 igual a cero
ent=t.

El control 6ptimo depende de la solucién de un problema de contorno de dos puntos, puesto que x (tg) estd
dado y p (t1) estd determinado por 4.21. En general es muy complicado resolver este tipo de problemas.

Realmente el valor de p () no es necesario, pero evidentemente su determinacién es un paso intermedio para
encontrar el control optimal u* (¢), que depende de p (¢) a través de las condiciones estacionarias.

Notar que la derivada del Hamiltoniano respecto al tiempo ¢, es:

. ° ° ol ° o\ I
H=H+H' x+HIa+p f:Ht+H§u+(Hx+ p) f (4.24)
De manera que si u* (¢) es un control éptimo, utilizando las ecuaciones 4.20, 4.22, entonces

H (t,x*,u*) = Hy (t,x*,u") (4.25)

Y en el caso de tiempo invariante, donde ni f ni F' dependen explicitamente de ¢, y por tanto tampoco lo harad
H, ocurre

H=0 (4.26)
Por tanto, para sistemas y funciones de coste invariantes en el tiempo, el Hamiltoniano es constantes sobre la
trayectoria y el control 6ptimos.

4.4 Ejemplos

4.4.1 Crecimiento de plantas

Supongamos que un jardinero tiene un nimero de determinado de plantas y que desea hacerlas crecer hasta
una determinada altura en una fecha determinada. Su tasa natural de crecimiento puede acelerarse utilizando
luz artificial para reducir las horas de obscuridad cuando no hay crecimiento. Después de una eleccién apropiada
de unidades, podemos modelar este proceso mediante una ecuacién diferencial para la altura x (t) de la planta
en tiempo t, de la forma

— =14u (4.27)
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114 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

donde u = u (t) mide el exceso de crecimiento producido por la luz artificial. Podemos suponer que la altura
es cero al principio, y que el jardinero quiere una altura de dos unidades después de que haya transcurrido una
unidad temporal. De esta forma, requerimos

z(0)=0, x(1)=2 (4.28)

El crecimiento extra producido al utilizar la luz artificial implica un coste financiero, que depende del tamano
del control; una posible funcién de coste podria tener la forma

1
J:/iﬁﬁ (4.29)

El objetivo es encontrar una variable de control u que produzca una solucién de 4.27 satisfaciendo 4.28 y al
mismo tiempo que minimice el valor de J. Construimos en primer lugar el Hamiltoniano para este problema

1
H (t,2,u,p) = 36 +p (1 + )

La ecuacién de co-estado es:
oH

,_ _9H _
p oxr

que tiene como solucién
pt)=A

donde A es una constante. Aplicando la condicién estacionaria

or

=0=u+p=0=>u=—-p=-A
Ju

Las ecuaciones de estado se transforman en
t=14u= t=1-A=zx=(1-A)t+C
donde las constantes A y C se calculan utilizando la condicién inicial y final impuesta al sistema
z(0)=0(1-A4)-0+4C=0=C=0
z(l)=2(1-A)-24+4C=2=A=-1
y la solucién que cumple las condiciones inicial y final es

() =2t, A=—1

1
El control 6ptimo serd por tanto u* (t) = 1 para todo t y el coste 6ptimo es J* = ok tal y como encontramos

por métodos elementales.

4.4.2 Llenado de un embalse

Se vacia el agua de un embalse a una tasa siempre creciente. Para compensar esta pérdida de agua, se
requiere elevar el nivel del agua en el embalse por encima de su altura inicial mediante el bombeo de agua dulce.
El coste de esta operacién por unidad de tiempo es proporcional al cuadrado de la tasa de bombeo, y queremos
ajustar esta tasa para minimizar el coste. Plantearemos el problema de dos formas diferentes dependiendo del
conocimiento que tengamos del instante final ¢t;. En primer lugar un problema de tiempo final fijo, t; = 1,
donde el nivel requerido debe alcanzarse en un tiempo especificado. En segundo lugar se plantea el problema
de tiempo final ¢, libre.
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Un conjunto de ecuaciones que pueda servir para modelar este sistema, en las unidades adecuadas, podria
ser el siguiente:

r=-v+u
z(0)=0 (4.30)
x(t)=1
junto con la siguiente funcién de coste t
1
J= / %qut (4.31)
0

que mide la cantidad de energfa utilizada en bombear el agua dulce.

La altura del agua por encima del nivel inicial estd medida por z (t). Segun las condiciones iniciales de la
ecuacion 4.30 queremos alcanzar la altura 1 por encima del nivel inicial en el tiempo ¢;. La tasa de bombeo
estd dada por w (t), mientras que v (t) es la tasa a la que el agua es vaciada. Supongamos por ejemplo que la
funcién v (t) tiene la forma:

v(t) =t

El Hamiltoniano de este problema tiene la forma
1
H= §u2 +p(—t+u) (4.32)

Consideremos en primer lugar el tiempo final fijo igual a ¢t; = 1. Las ecuaciones que tienen que cumplir el
control y la trayectoria éptimas son:

=08y

x—ap— U

PR (4.33)
oxr

OH

%—U+p—0

En este caso puesto que tanto ¢; como x (t1) son fijos, dt; = 0 y dz (t1) = 0 y la condicién de contorno 4.21 se
cumple trivialmente.
De la segunda ecuacién de 4.33 obtenemos que

p(t) = A = cte.
Mientras que de la tercera ecuacién
u(t)=-p(t)=—-A
Substituyendo en la primera ecuacién de 4.33 e integrando
1
b=—t— A= () =—§t2—At—|—B
las condiciones que deben cumplirse son

2(0) = 0=B=0

1 3
z (1) = 5 = 5

Por tanto la expresién de z* (t) y u* (¢) quedan como

1 3
iE* (t) = *5152 + gt

3
2
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El valor del indice de rendimiento 6ptimo se obtiene sustituyendo en 4.31 J* =

| ©

Si ahora consideramos a t; libre, entonces dt; # 0 y la condicién de contorno que se debe cumplir es

(e +elr-p)"

dx (t1) + (¢t+¢3’A+H)} dt; = 0= H(t;) =0

t=t1 t=t1

donde se ha tenido en cuenta que ¢ =0, ¥ =0y dx (1) = 0.
De la ecuacién anterior podemos obtener ¢;, utilizando la ecuacién 4.32

5u(tl)2 +p(t1) (—t1 +u(t1)) =0
Como u (t) = —p(t) = —A, para t € [0,11]
1, 1
§A +A(—f1—A) =0&t = —EA

Esta ecuacién junto con las condiciones de contorno inicial y final

z(0) = 0=B=0
L,
iE(tl) = 1:>7§t1 7At1 =1
resuelven el problema, puesto que como t; = —%A = A=-2

1 3
—Sh+2M=l=ot=1=ht=—

Sl

_ 22
-

Y las expresiones de z* (t) y u* (t) son

y A

y el coste optimal tiene un valor de

ty V2/V3 2
T (u*) = l/(u*)thz1 / 2v2 dt = 18v2 _ 4va 1,08866
A 2 V3 23V3 33

Este coste optimal es menor que el valor de % = 1.125 que se obtenia cuando fijabamos el tiempo final ;.

4.4.3 Control de temperatura en una habitacién

Se desea calentar una habitacién utilizando la menor cantidad posible de energia. Si 0 (¢) es la temperatura
de la habitacién, 0, la temperatura ambiente fuera de la habitacién (que suponemos constante) y w(t) la
proporcién de calor que hay que suministrar a la habitacién, la dindmica del modelo puede representarse
mediante la ecuacién

0=—a(6—0,)+bu (4.34)

donde 6 = 0 (¢), con a y b constantes que dependen de las propiedades de la habitacién, como por ejemplo su
aislamiento. Si definimos como variable de estado del sistema la diferencia de temperatura entre el interior y el
exterior, es decir

x(t)=0(t) —0, (4.35)
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podremos escribir la ecuacién de estado como
T =—axr+bu (4.36)

Para controlar la temperatura dentro de un intervalo de tiempo fijo [0,¢;] con la menor cantidad posible de
energia proporcionada, definimos el indice de rendimiento como

J(u) = 3 / u? (t) dt (4.37)

que mide la cantidad de energfa utilizada.

A continuacién planteamos y resolvemos el problema para dos objetivos distintos: estado final fijo y estado
final libre.

El Hamiltoniano para este sistema se define como

u

2
H= 5 TP (—ax + bu) (4.38)
De acuerdo con el teorema 4.2 el control 6ptimo u* (¢) se determina resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales: SH
= o —az + bu (4.39)
OH
)= — = 4.40
p=5—=ap (4.40)
OH
0= — = b 4.41
5, = Ut op (4.41)
La condicién estacionaria 4.41 nos da el control 6ptimo en funcién de la variable de co-estado p (t):
u(t) = —bp(t) (4.42)

por tanto para determinar u* (t) solamente es necesario encontrar el co-estado 6ptimo p* ().
Si substituimos 4.42 en 4.39 obtenemos el sistema de ecuaciones para las variables de estado y co-estado

&= —ax—b%p (4.43)
p=ap (4.44)
La solucién de 4.44 es
p(t) = Ae™ (4.45)
Utilizando este resultado en 4.43 obtenemos

&= —ax — b*Ae™ (4.46)

Si hacemos uso de la trasformada de Laplace para resolver la ecuacién anterior obtendremos:

1
sX (s) —z(0) = —aX (s) — bQAS —
b2 A

x(s) = 20 (4.47)

s+a (s+a)(s—a)
z(0) b2A< -1 1 )
- - == +
s+a 20 \s+a s—a
ZA 2A
- bQ_a (e —e ) =z (0)e " — bT sinh (at) (4.48)

Para determinar el valor de la constante A distinguiremos, como se ha comentado antes, dos casos: estado
final fijo y estado final libre.

utilizando la transformada inversa

r(t)=z(0)e ™
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Estado final fijo

Supongamos que la temperatura inicial de la habitacién es igual a 6, = 20°. Si ahora suponemos que la
temperatura en el interior coincide con la del exterior, entonces

2 (0) = 0° (4.49)

Si, por ejemplo, nuestro objetivo es alcanzar la temperatura de 30° al cabo de un tiempo fijo de ¢; segundos.
El estado final tendrd un valor fijo
x(t1) = 10° (4.50)

Puesto que el tiempo finalm, 1, y el estado final x (¢;) son ambos fijos, ocurrird dt; = 0y dx (t1) = 0y se
cumplen trivialmente las condiciones de contorno (ecuacién 4.21).
Utilizando 4.49 y 4.50 podremos determinar el valor de A

2A
z(0)=0=2x(t) = - sinh (at)
b2 A —10a
t1) =1 t1) = ———sinh (at;) =1 A= ——"—
x (1) 0= z(t1) - sinh (aty) 0= b7 simb (aty)
y la trayectoria éptima y el control éptimo se puede expresar como:
b2A 10sinh (at)
x* (1) L sin (at) sinb (at1)
10ae®
*(t)=-b —bAe™ = ———— 4.51
u” (t) p(t) = = Yemhat, (4.51)
el coste 6ptimo serd por tanto
1] T 10t 1 1002 25
o [ e
2 A A bsinh atq 2 b2 sinh” (aty) A b2 sinh” (at1)

Estado final libre

Supongamos ahora que no es necesario que el estado final sea exactamente x (t1) = 10°, sino un valor cercano.
En ese caso podemos utilizar como indice de rendimiento el siguiente

t1

J(z,u) = %s (z (t1) — 10)* + % /u2 (t)dt (4.52)
0

para un determinado valor s. Este indice incluye el gasto de energfa utilizada, u (t), pero también un coste
terminal que es mds grande cuanto més lejos de la temperatura buscada esté el estado final. El factor s, es el
peso de un sumando frente al otro, por ejemplo, si s es grande, la solucién 6ptima tendrd x (¢1) cercano a 10°,
puesto que solamente entonces el primer término tendrd una pequena contribucién sobre el coste.

De acuerdo con el teorema 4.2, las ecuaciones de estado y co-estado atin estdn dadas por 4.43 y 4.44, y el
control éptimo por 4.42. Por tanto, 4.45 y 4.48 son vélidas atn.

La condicién inicial sigue siendo 4.49, pero ahora la condicién final debe determinarse utilizando las condi-
ciones de contorno 4.21. Como en el caso anterior, estamos suponiendo que el instante de tiempo final ¢; es fijo
y por tanto dt; = 0, de ahi que el segundo término de 4.21 es autométicamente igual que 0. Puesto que ahora
x (t1) no estd fijado, dx (t1) # 0 y las condiciones quedan de la siguiente forma:

¢x+¢§/\—pT dx (t1) + ¢t+w?A+H - i, = 0=
t=ty t=ty

(@wix—p)Tt_hdx(tl) _ 0=

%t_tl—p(h) = 0=
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p(t) =22 =s(t)-10) (4.53)

donde ademsds se ha utilizado que ¢ = 0.
Para calcular el valor de la constante A, de las ecuaciones 4.48 y 4.45, necesitaremos la condicién inicial
2 (0) = 0, junto con la ecuacién anterior y que puede ponerse como
t
(1) = 248 4 g (4.54)
s
utilizando las expresiones para p (t) (ecuacién 4.45) y x (t) (ecuacién 4.48) obtenemos

2 2
z(t;) =x(0)e * — va sinh (at;) = A sinh (aty)
a a

p(t1) = Ae

utilizando 4.54
b2 A aty

—— sinh (at1) = +10

despejando A
—10as

ae®r + sb? sinh (at;)

El estado y co-estado éptimos serdn
" 10sb?
' (t) = -
ae + sb? sinh (atq)
—10as
ae® + sb? sinh (aty)
Finalmente la ecuacién 4.42 nos proporciona el control éptimo

10abs
u” (1) p” (t) ae® + sh? sinh aty

sinh (at) (4.55)

p* (t) = Ae™ = e (4.56)

e (4.57)

El estado final en t = t; es
10sb? sinh at4
a* () = aty 2o
ae® + sb? sinh aty

En este caso el valor final de * (1) en 4.58 no es, en general, igual al valor deseado 10, sino que depende
del peso s asignado al estado final en el indice de coste. Cuando s se hace grande, damos mds importancia al
término (x (t1) — 10) respecto al término dado por u? (¢) ; es decir, damos mds importancia a que x (t;) esté
cerca de 10 que a que u? (t) sea pequefio en el intervalo [0,%;]. De hecho, cuando s — 0o, la trayectoria éptima
dada por 4.55, el co-estado 6ptimo dado por 4.56 y el control 6ptimo de la ecuacién 4.57 tienden hacia las
expresiones encontradas en el caso anterior cuando x (t1) era fijo. En este limite, el estado final z* (¢1) en 4.58
se hace exactamente igual a 10°.

(4.58)

4.5 Problemas de tiempo final libre
En esta seccién estudiaremos con més profundidad las condiciones de contorno generales

(6x+ A - p)T ax (b)) + (& +¢tT>\+H)L dt; =0 (4.59)

=t

t=t,
Concretamente estudiaremos el caso en el que t1, el tiempo final, es libre y por tanto dt; # 0.

Para resolver un problema de control 6ptimo utilizando las ecuaciones de la tabla 4.2 podemos a menudo
eliminar el control u (¢) teniendo en cuenta la condicién estacionaria. Posteriormente, para resolver las ecuaciones
de estado y co-estado, necesitamos las n componentes del estado inicial x (¢g) y las n condiciones finales. También
hay que encontrar las s componentes del multiplicador A y el tiempo final ¢;. El coeficiente de dx (t1) en 4.59
proporciona n ecuaciones, el coeficiente de dt; de 4.59 proporciona una ecuacion, y la condicién v (¢1, z (t1)) =0
proporciona las restantes s ecuaciones necesarias para conseguir la solucién del problema de control éptimo
completamente.
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120 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

4.5.1 Problemas de tiempo minimo

Como se vio en el tema anterior, una clase especial de problemas de tiempo final libre estd definida mediante

el indice de rendimiento
t1

T(t) = / Ldt (4.60)

to

que aparece cuando estamos interesados en minimizar el tiempo (t; — tg) que necesitamos para anular una
determinada funcién del estado final 1 (¢1,2 (¢1)) a partir de un estado inicial dado z (¢p). A partir de este
indice de coste, el Hamiltoniano es

H (t,x,u) =1+ pTf(t,x,u) (4.61)

Un caso especial de problema de tiempo ¢ptimo se produce cuando el estado final x (¢1) es un determinado
valor r (¢1) conocido, entonces dx (¢t;) = 0. Puesto que en este caso

¢(t1,X(t1)) :x(tl)—r(tl) :0 (462)

es independiente de t; y puesto que ¢ (¢1,x (1)) = 0 en el problema de tiempo minimo, la ecuacién 4.59 requiere
que
H(t1)=0 (4.63)

Como H no es una funcién explicita de ¢, segin podemos comprobar en 4.61, tendrd que ocurrir
H(t)=0 (4.64)

para cualquier t € [tg, t1]

4.5.2 Condicién de transversalidad

Otro tipo de problema de tiempo final libre se da cuando tanto x (¢1) como t; son libres, pero independientes.
Entonces para que se cumpla 4.59 se ha de cumplir

- T

(cbx + A — p) =0 (4.65)

t=t1

(6 +viA+ 1)

=0 (4.66)

t=ty

Por otra parte si x (¢1) y ¢ son libres, pero dependientes, por ejemplo cuando el estado final x (¢1) debe caer
sobre una curva c (t), pero por lo demés x (¢1) y t1 son libres. En este caso

X (tl) =C (t1> (467)
y
dx (tl) = %tll)dtl (468)

por tanto 4.59 se transforma en (notar que en este caso ¢ (t) = 0)

dc (tl)

(6x = P)"| _, =gttt (B0 + H)lpmy, dtr =0 (4.69)
puesto que dt; # 0
T dc (t1)
(¢« (t1) — P (1)) T ¢y (t1) + H (t1) =0 (4.70)

Por tltimo obtenemos otra clase de problemas de tiempo final libre cuando el estado final debe estar sobre
una superficie (o conjunto destino). Si la superficie estd definida por

Y (t1,x(t1)) =0 (4.71)
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entonces 4.65 y 4.66 deben ocurrir independientemente. Si nos centramos en la tltima condicién, podemos

escribir
Yy (t1)

¥ (t) = %:(tl) =0 (4.72)

djs (tl)

Cada componente 9, (t1) = 0 define una hipersuperficie en R* y se requiere que el estado final esté en la
interseccion de esas hipersuperficies, v (t1) = 0.
Si escribimos 4.65 como

oY1 (t1) \
0x T T 1
0 o,
Gl -pe)=—| ¢ |[a=- |2l Ge )] (4.73)
oYL (t) As
ox

se observa que el vector (¢, (t1) — p (t1)) debe ser una combinacién lineal de los vectores gradientes 0v; (¢1) /0x.
Este vector debe por tanto ser normal o transversal a la superficie definida por 4.71. Como caso especial, si la
funcién peso final ¢ (¢1) es igual que cero, entonces p (¢1) debe ser normal a la superficie ¢ (t1) =0
Esta condicion 4.65/4.73 sobre el estado final se conoce como condicion de tranversalidad. Si x(t1) y dt1
son dependientes (i.e. la superficie estd en movimiento) la condicién de transversalidad se parece a 4.70
Puesto que 4.66 es también una condicién sobre el co-estado final, también a menudo se denomina condicién
de transversalidad.

4.6 Problemas con entradas acotadas

La ley de control 6ptimo dada en la tabla 4.2, sobre la que se basa todo el capitulo, proporciona el con-
trol como una funcién continua implicita del estado y el co-estado. Bajo ciertas asunciones de derivabilidad
en f(t,x,u) y F (t,%x,u), el control es también una funcién derivable del tiempo. Ademds, es se encuentra
resolviendo un problema de frontera . A continuacién veremos una forma diferente de leyes sobre el control.

4.6.1 Principio del minimo de Pontryagin

El principio del méximo de Pontryagin (PMP) se aplica a una variedad de problemas de control éptimo muy
amplia. E1 PMP proporciona condiciones necesarias que una solucién éptima debe cumplir para que exista. Sin
embargo no tenemos, en general, garantias de que un problema dado tenga solucién.

Supongamos que el comportamiento de un sistema viene descrito por la ecuacién

x=f (t,x,u) (4.74)

y que lleva asociado un indice de coste de la forma

ty

J(x,u) = 6 (t, % (1)) +/F(t,x(t),u(t))dt (4.75)

to

donde el estado final debe cumplir
Y (t1,x(t1)) =0 (4.76)

y X (tg) = x¢ estd dado.
Si el control no estd restringido, el problema de control éptimo se resuelve utilizando la tabla 4.2, donde la
condicién de optimalidad es
OH
— =0 4.77
9 (4.77)
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con
H (t,x,u,p) = F (t,x,u) + p"f (t,x,u) (4.78)

En los problemas reales las variables de control estdn sujetas a restricciones en sus magnitudes, tipicamente
de la forma |u; (t)] < k;. Esto implica que el conjunto de estados finales que puede alcanzarse estd restringido.
Nuestro objetivo en este tema es derivar las condiciones necesarias para la optimalidad correspondientes al
teorema 4.2 del tema anterior para el caso no acotado. Un control serd admisible si satisface las restricciones,
y consideraremos aquellas variaciones para las que u* + du sea admisible y ||éu|| sea suficientemente pequena,
de manera que el signo de

AJ = J (u* + 8u) — J (u*) = 8. (u*) + ||6ul| € (5u)

esté determinado por 6J (u*). Debido a las restricciones en du, no podemos aplicar el teorema ?7 y en su lugar
la condicién necesaria para que v* minimice el funcional J es

8J (u*,éu) >0 (4.79)

El desarrollo es el mismo que el realizado para el caso anterior; introducimos multiplicadores de Lagrange
para definir J, en 4.16 y los elegimos de forma que cumplan las ecuaciones 4.19 y 4.20. La tinica diferencia es
que la expresion para 6J, en 77 se substituye por

t1
5.7, (u) = / [H (,%,u+ 6u, p) — H (%, u,p)] dt (4.80)
to
Y obtenemos por tanto a partir de 4.79 que una condicién necesaria para que u = u* sea un control de
minimo es que §J, (u*) en 4.80 sea no negativo para cualquier valor admisible de du. Este hecho implica que

H (t,x*,u" + 6u,p*) > H (t,x",u”, p”) para cualquier fu admisible (4.81)

para cualquier 6u admisible y cualquier ¢ en ty <t < t;. Es decir cualquier variacién en el control éptimo que
suceda en el instante ¢ mientras que el estado y el co-estado permanecen en sus valores 6ptimos en ¢ incrementarg
el valor del Hamiltoniano. Esta condicién puede escribirse como

H (t,x*,u*,p*) < H (t,x",u,p"), para cualquier u admisible (4.82)

La condicién de optimalidad 4.82 se denomina principio del minimo de Pontryagin: “El Hamiltoniano debe
minimizarse sobre todos los controles admisibles u para valores éptimos del estado y el co-estado”.

Si la ecuacion 4.81 no se cumple en algtin intervalo to <t < t3, con t3 —to suficientemente pequeno, entonces
eligiendo 6u = 0, para t fuera de este intervalo 8.J, (u*) se harfa negativo. La ecuacién 4.81 establece que u*
minimiza H, por tanto podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 4.3 (Principio del minimo de Pontryagin) Las condiciones necesarias para que u* minimice el
funcional J (u) descrito por la ecuacion:

t1

J (u) :¢(x(t1),t1)+/F(t,x,u)dt

to
sugeto a
X (1) = (t,x(t),u() t>to, to fijo
P (t1,x(t1)) =0
x (to) = %o, fijo
siendo ¢ : RXxR" — R, ¢ : R x R" — R?®, donde u estd acotado (Ju; (t)| <1, k =1,...,m), es que existan

funciones p1,...,0n : [to,t1] — R, y valores A1, ..., s € R, cumpliendo las ecuaciones
. O0H
pi= — i=1,2,...,n
7 a.IZ )
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s _0H
o Opi

:fi, izl,...,n

(6 +eir—p)"

dx (t1) + (qﬁt +thA+H>‘ dty =0

t=t; =t

H(t,x*,u*,p*,t) < H(t,z*, u,p*) (4.83)

siendo H (t,x,u,p) el hamiltoniano del sistema.

Con una leve diferencia en la definicién de H el principio se transformaria en maximizar H, y es referido
entonces en la literatura como el principio del mdaximo. Notar que u* puede ser ahora una funcién continua a
trozos.

En el an4lisis se ha asumido que t; es fijo y que x (¢1) es libre; las condiciones de frontera para otra situacion
son precisamente las mismas que las dadas para el caso no acotado del tema anterior.

4.6.2 Control Bang-Bang

Discutiremos a continuacién el problema de tiempo minimo lineal con entradas condicionadas. Para estos
problemas el sistema estd descrito por la ecuacién

x= Ax + Bu (4.84)

donde A € M, x», (R), B € M, xm (R), x(t) € R*, u(t) € R”, junto con el indice de coste

ty

J(t) = / 1dt (4.85)

to
siendo el tiempo final ¢, libre. Ademas el control u (¢) debe cumplir
lu; ()| <1 i=1,...,m (4.86)

para cualquier ¢ € [tg, t1].

El problema de control éptimo es encontrar un control u* (¢) que minimice J (t), cumpla 4.86 para cualquier
instante de tiempo, y conduzca el sistema desde un estado inicial x (ty) hasta un estado final x (¢;) cumpliendo
la ecuacion 4.76 para una funcién @ dada. Una condicién como 4.86 puede aparecer en muchos problemas
donde la magnitud del control estd limitada por consideraciones fisicas, por ejemplo, la potencia del motor de
un vehiculo.

Para el problema formulado en 4.84-4.86 el Hamiltoniano estd dado por

H=F+pTf=1+p” (Ax + Bu) (4.87)
De acuerdo con el principio del minimo de Pontryagin 4.83 el control 6ptimo u* (t) debe cumplir
1+ (p")" (Ax* + Bu*) <1+ (p*)" (Ax* + Bu)

Ahora se puede observar la importancia de tener el estado y el co-estado 6ptimos a ambos lados de la desigualdad,
para este caso podemos decir que para la optimalidad del control u* (¢) se tiene que cumplir

(p*)" Bu* < (p*)" Bu (4.88)

para cualquier otro control u (¢) admisible. Esta condicién permite expresar u* (¢) en términos del co-estado.
Discutiremos en primer lugar el caso en el que solamente tenemos una variable de control u (t) = u (t).

Para u (t) escalar, si b representa el vector de entrada. En este caso es facil de elegir u* (¢) para minimizar
el valor de pT (t) bu (t). Segiin la ecuacién 4.88 para este caso el control éptimo u* (t) debe cumplir

(p")" bu* < (p*)" bu
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siendo p? ()b €R.

Si pT (t)b es positivo, tendriamos que seleccionar u* (t) = —1 para obtener el valor negativo mds grande
posible de p? (t) bu (t). Por otra parte, si p” (t)b es negativo, habria que elegir u* (t) = 1 par conseguir que
pl (t)bu(t) sea lo mas negativo posible. Si p (t)b es cero en un instante ¢, entonces u* (t) puede tomar
cualquier valor en ese tiempo puesto que entonces p? () bu (t) serd cero para todos los valores de u (t).

Esta relacion entre el control 6ptimo y el co-estado puede expresarse de una forma sencilla utilizando la
funcién signo: sgn (w), definida como:

1 w >0
sgn (w) = ¢ indeterminado w =0 (4.89)
-1 w <0

Entonces el control 6ptimo para el caso m = 1 estd dado por
u* (t) = —sgn (p” (t)b) (4.90)

La cantidad p” (¢) b se denomina funcién de intercambio. Cuando la funcién de intercambio cambia de signo,
el control cambia de uno de sus valores extremos a otro. Este tipo de control se llama control bang-bang, como
ya definimos en el tema de introduccién.

Si el control es un vector m—dimensional, entonces de acuerdo con el principio del minimo expresado en
4.88, necesitamos elegir u* () para hacer p? (t) Bu(¢) lo més pequeiio posible. Para ello, seleccionamos la
componente u} (t) = 1 si la componente p’ () b; es negativa, y u} (t) = —1 si pZ (t) b; es positiva, donde b; es
la i—ésima columna de B. Esta estrategia de control hace la igualdad

m

p” () Bu(t) = > p" (1) b (1) (4.91)
i=1
tan pequeiia como sea posible para cualquier ¢ € [tg, t1].
De esta forma podemos escribir
u* (t) = —sgn (B'p (1)) (4.92)

donde hemos definido la funcién signo para un vector w como
v=sgn(w) siv; =sgn(w;) paracada i (4.93)

donde v;, w; son las componentes de v y w.

Es posible que una componente b? p (¢) de la funcién de intercambio B”'p (¢) sea cero durante un intervalo
finito de cero. En este caso, la componente u? (¢) del control optimal no estd bien definida por 4.82. Este caso
es llamado una condicién singular. Si no sucede esto, el problema de tiempo éptimo se llama normal.

Problema de la posicién

Aplicaremos a continuacién los resultados obtenidos sobre el problema de la posicién presentado y resuelto
mediante métodos directos en el tema anterior. Recordemos la notacién utilizada alli: La variable ;1 media
el desplazamiento del objeto a su posicién deseada; mientras que xo representaba la velocidad; y u la fuerza
que actia sobre el objeto y que podemos controlar. Queremos controlar el sistema de forma que si inicialmente
el objeto estd en reposo a una distancia X del origen, alcance esta posicién en un tiempo t;que sea minimo
y queremos ademads dejar el objeto también en reposo. Por tanto el estado final estd dado por z1 (t1) = 0y
x2 (t1) = 0. El sistema estaba descrito por las ecuaciones diferenciales:

PR (4.94)
To= U1

Y como queremos minimizar el tiempo en alcanzar la posicién de reposo en el origen el coste elegido es igual al
tiempo ¢ transcurrido hasta alcanzar el objetivo y por tanto es:

ty

J= [ 1dt (4.95)

©SPH



4.6. Problemas con entradas acotadas 125

y este problema serd de tiempo libre.
El control u es una funcién continua a trozos, con limites de —1 y +1, por tanto u; € Uy, v los estados inicial

y final son
21(0) =X, 22(0)=0

(4.96)
1 (t1) =0, x2(t1)=0
Por tanto, para este problema la funcién de estado terminal ¢ (¢,x (¢t)) estd definida como:
1 (t)
¥(tx ()= (4.97)
2 (1)
de forma que
¥ (t1,x(t1)) =0
Para resolver el problema necesitamos el Hamiltoniano
H (t,x,u,p) =1+ p122 + pou (4.98)
donde las variables de co-estado cumplen las ecuaciones
. OH
= - = 0
8$1
(4.99)
b= _0H __
- 8x2 - b1
que es un sistema de ecuaciones diferenciales cuya solucién se obtienen de forma directa
() =A (4.100)

D2 (t) =—-At+ B

donde A y B son constantes.
Las condiciones de contorno de este problema, teniendo en cuenta que no hay funcién de coste terminal,
o (t,z (t)) =0, que la funcién de estado final estd dada por 4.97, y no depende de ¢, y que el estado final es fijo
(dx (t1) = 0)
H (0) = 0= 14 pi (1) 5 (t2) + 5 (12) u” (12) = 0 = pj (t2) u” (82) = —1 (4.101)
Por dltimo al aplicar el principio del minimo tendremos
H(t,x",u",p") < H (t,x",u,p") = 1+ pjaj + pyu” <1+ piz; + pru

y simplificando
pyu’ < piu (4.102)
para cualquier control admisible .

La eleccién de u* (t), depende del signo de la variable de co-estado p} (t). El contro u* toma el valor —1 si
p5 es positiva, y el valor 1 cuando p3 es negativa. De esta forma tenemos un control bang-bang que cambia de
valor entre sus valores extremos cuando p3 (t) pasa por cero. Puesto que p} (t) = —At + B es una funcién lineal
de t, es decir, una recta, pueden darse los siguientes casos:

Caso 1) s (t) >0 Ve [0,t] = u*(t) =—1 vt € [0, 4]

Caso2) ps(t)<0 Vie[0,t1]=u*(t)=1 vt € [0, 4]

>0 te [O, tz] -1 te [O, tg]
Caso 3) s (t) = = u* (t) =

<0 t € [ta, t1] 1 t € [to, t1]

>0 t €10,19) 1 t € [0,19)
Caso 4) s (t) = =u*(t) =

<0 te [tQ,tl] -1 te [tQ,tl]
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126 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

Habria que estudiar los 4 casos y decidir cudl de ellos es el consigue el objetivo de situar el objeto en reposo en
el origen y que ademds lo hace en el minimo tiempo. Suponiendo que X > 0, veremos que el dnico caso posible
es el Caso 3) anterior.

Veamos que el caso 1) no puede darse: suponemos para ello que p3 (¢) > 0 en todo el intervalo [0, ¢1], en ese
caso podemos simplificar p3 (¢) en la ecuacién 4.102 sin que cambie el sentido de la desigualdad y tendremos

u<u
para cualquier u admisible. Este objetivo se conseguird cuando tomemos u* (t) = —1, para todo ¢ € [0,#],

puesto que |u (t)] < 1.
Si utilizamos este resultado en las ecuaciones de estado (ecuacién 4.94), tendremos

T1= x4
To=—1
cuya solucién es fécil de obtener, ya que
xa(t) = —t+C
2
n(t) = —5+Ct+D

Los valores de las constantes C'y D, que caracterizan 7 (¢) y x5 (t), se obtienen utilizando las condiciones de
contorno dadas por 4.96. Si utilizamos las condiciones iniciales

xl(O):X:X:C
22(0)=0= D =0

y las expresiones de z7 (¢) y x5 (t) serfan

Aplicando ahora las condiciones finales

.’L‘1(f1):0:>—t1=0

t2
xﬂm:0$—§+X:OéX:O

luego el problema solamente tendrd solucién si X = 0, es decir, si ya estamos en el origen de coordenadas en el
instante inicial. Como este no es el caso, ya que estamos suponiendo X > 0, llegarfamos a una contradiccién,
que aparece porque hemos supuesto que p3 (¢) > 0 en [0, ¢1].

Consideremos ahora el caso 3). Existe un tiempo intermedio ¢ en el cual ocurre un cambio de signo para
p5 (t), que pasa de positivo a negativo. Estudiaremos el problema para los dos subintervalos [0,t2] v [t2, 1].

1. Intervalo I = [0, t2]

En este intervalo el co-estado éptimo p3 (t) es positivo, por tanto, utilizando la ecuacién 4.102 y simplifi-
cando p3 (t), el valor de u* es

W) =—1  te[0,t)
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4.6. Problemas con entradas acotadas 127

y las soluciones generales para las variables de estado x; (t) y 2 (t) serfan la mismas que para el caso
anterior

t2
ri(t) = —5+Ct+D

i (t) = —t+C
donde el superindice 1, indica que la solucién se obtiene para el intervalo I;.

En ese intervalo se aplican las condiciones de contorno para el estado inicial

z1(0) = X=D=X
r3(0) = 0=C=0
y las expresiones para los estados 6ptimos en I; son
t2
ri(t) = —5 X
() = —t

2. Intervalo IQ = [tg,tl]
En este intervalo el co-estado 6ptimo p5 (¢) es negativo y por tanto utilizando de nuevo la ecuacién 4.102,
teniendo en cuenta que la simplificacién de pj (¢) implica un cambio en el sentido de la desigualdad
tendremos
ut >
para cualquier control admisible, que se obtiene tomando u* como
u* (t) =1 te [tg,tl]

En este caso el sistema formado por las ecuaciones de estado serd

L]
T1= X2

.
To= 1

cuya solucién se obtiene también directamente como

21 (¢)

t2
§+Et+F

r3(t) = t+E
donde el superindice indica que estamos en I.
En ese intervalo se aplican las condiciones de contorno para el estado final

t2
x7 (t1) O:>51+Et1+F:O

w3(t) = 0=t +E=0

que es un sistema con 2 ecuaciones y 3 incégnitas. Para encontrar otra ecuacién que nos permita resolver
el problema, supondremos continuidad en las soluciones en el instante de cambio to, es decir

t2 t2
13 (ta) = a3(la) & —ta=ta+ E

que incluye una incégnita més, pero también dos ecuaciones.
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128 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

La solucién del problema para este caso se obtiene resolviendo el sistema

t2
51 +Et+F = 0 (4.103)
th+E = 0 (4.104)
t3+Eta+(F-X) = 0 (4.105)
U+ E = 0 (4.106)
De 4.104 y 4.106 obtenemos
Lot
272

y utilizando el resto de ecuaciones

t=2VX

Aunque ya no es necesario, podemos calcular la expresién para las variables de co-estado pi (¢) y p3 (¢),
utilizando para ello la condicién de contorno 4.101 y el hecho de que en ¢ el co-estado 6ptimo p3 (¢) pasa de
positivo a negativo, es decir, se anula en t,

py(t1)) = —-1=-At;+B=-1
py(ts) = 0= —Ata+B=0
que tiene por solucién
1 1 1 2
A = = = = —
ti—ty t1—1t/2 /2 t
t
B = 21
t1 — to

4.6.3 Control Bang-Off-Bang

Las funciones de coste que hemos empleado hasta ahora han estado relacionadas con el tiempo y con el
cuadrado de la variable de control de forma separada y conjunta. Adicionalmente, es posible, definir otro indice
de rendimiento que depende del valor absoluto de la variable de control. Este indice de coste, normalmente
se denomina coste de combustible, puesto que el combustible se consume cualquiera que sea la direccién del
empuje efectuado por un motor. Los costes de esta clase introducen una nueva caracteristica en la solucién e
incrementa la dificultad del mismo.

En esta seccidn se discute el problema de minimo combustible con entradas de control acotadas en magnitud.
El control del combustibles es importante por ejemplo en aplicaciones aerospaciales donde el combustible esta
limitado y debe conservarse. Supongamos el sistema descrito por la ecuacién

x= Ax + Bu (4.107)
donde A € My, xn (R), B € My, (R), x(t) € R*, u(t) € R”.

Si se asume que el combustible en cada componente de la entrada es proporcional a la magnitud de esa
componente, podemos definir un indice de rendimiento (o coste) de la foma

ﬂwzjzmmww (4.108)
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4.6. Problemas con entradas acotadas 129

donde se permite la posibilidad de penalizar de forma diferente el combustible quemado en cada una de las m
componentes u; (t) de u (¢) utilizando un escalar 8; > 0 como peso. Si se define el vector valor absoluto como

|ua
lu|=| (4.109)
|t
y el vector B = [81,B,, - - ,6m]T tenemos
ty
J (u) = /,BT (1) dt (4.110)
to
Si el control es acotado, entonces podemos asumir
lu(t) <1 (4.111)

para todo t € [tg, 1]

El problema consiste en encontrar un control u* que minimice J (u), que cumpla 4.111 y que lleve el sistema
desde un estado inicial x (¢¢) hasta un estado final x (¢;). Ademas el estado final puede estar restingido por una
condicién de estado final del tipo

P (tr,x (1)) =0 (4.112)

para una determinada funcién .

El instante de tiempo final ¢; puede ser fijo o libre, aunque hay que notar, sin embargo, que ¢; debe ser al
menos tan grande como el minimo tiempo requerido para llevar x (tg) hasta el estado final x (¢;) cumpliendo
4.112.

El Hamiltoniano para este sistema es

H = 3" |u|+p” (Ax + Bu) (4.113)
y de acuerdo al principio del minimo 4.82, el control optimal debe cumplir
BT [w*|+ (p7)" (Ax" + Bu’) < 87 [u[ + (p)" (AXx" + Bu) (4.114)

para cualquier otro control u (¢) admisible. Puesto que el estado y el co-estado éptimos aparecen a ambos lados
de la desigualdad, la expresién se simplifica

B [u*| + (p*)" Bu* < 87 [u| + (p*)" Bu (4.115)

para cualquier u (¢) admisible.
Para traducir la ecuacién 4.115 en una regla que nos permita obtener u* (t) a partir del co-estado 6ptimo

p* (t), se asume que las m componentes del control son independientes por tanto, para cada j = 1,...,m se
requiere que para cualquier control admisible u; () se cumpla la desigualdad
T * T
|7 ] LR L ) + BBty (4.116)
B; B;

donde b; denota la j—ésima columna de B. Debemos ahora demostrar cémo seleccionar las componentes del
control u} (t) a partir de " b,

Puesto que
e u; siu; >0
|uj —{ —u; siu, <0 (4.117)
podemos escribir la cantidad que estamos tratando de minimizar como
bTp
1+ -2 u;  u; >0
A b} pu, ( B; ) T
0 (8) = |y + =5 — = g (4.118)
J (—1+ é)u] u7§0
J

©SPH
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*

Para minimizar g; (t) de forma que 4.116 se cumpla, tendremos que seleccionar valores para u
dientes al limite inferior de la regién sombreada de la figura. Sin embargo, si bfp / B; = 1, entonces cualquier

valor no positivo de u} (t) hard g; (t) = 0. Por otra parte, si bij /B; = —1, entonces cualquier valor no-negativo
para u (t) hard que g; (t) = 0. Analiticamente, al minimizar la funcién g; (t) tendremos lo siguientes casos:

(t) correspon-

1. Caso I)

1+bip/B; <0 (1+bfp/B;)u; <0 u; >0
bip/B; < —1= =q; (t) =
—1+blp/B8; <0 (-14+bIp/B;)u; >0 u; <0

y por tanto el minimo de g¢; () se alcanza cuando uj = 1.
2. Caso II)
0<1+bjp/s, (1+bp/B;)u; >0 u; >0
~1<bjp/B;<1l= =q; (t) =
—1+bip/B; <0 (-1+blp/B;)u; >0 u; <0

y por tanto el mfnimo de g; (t) se alcanzard cuando uj =0

3. Caso III)
., 1+bip/3; >0 (1+bFp/3;)u; >0 u; >0
b;p/B; >1= . =q;(t) = .
—14+bip/B; >0 (-14+bip/B;)u; <0 u; <0
y por tanto el minimo de g; (t) se alcanzara cuando u; =—1
4. caso IV)
1+bij/Bj:O 0 u; >0
bip/8;=-1= =q; (t) =
-1+ b]Tp/ﬂj = -2 *2Uj > 0 Uj < 0

y por tanto el minimo de g; (t) se alcanza para cualquier valor uj > 0.

5. caso V)
1+blp/3; =2 2u;j  u; >0

bip/B;=1= = q; (t) =
_1+bij/gj:0 0 u; <0

y por tanto el minimo de g; (¢) se alcanza para cualquier valor uj <0.

Por tanto la ley del control de minimo combustible expresada en términos de las variables de co-estado es

bT
1 ép <-1
b:ﬂp
; J
no negativo 3 =-1
J bTp
uj (t) = 0 -1< é <1 (4.119)
J
. bTp
no positivo =1
B; .
b?
-1 1< J_p
B,
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De forma general se define la funcién zona muerta (dead zone)

-1 w< —1
entre —1y0 w=—1
dez (w) = 0 -l<w<1 (4.120)
entre 1 y 0 w=1
—1 w>1

y entonces podemos escribir el control de minimo combustible como

T
uj (t) = —dez (bﬂ';j(t)> , i=1,...,m (4.121)

Puesto que cada componente de u (t) es saturada o igual que cero, diremos que esta es una ley de control
bang-off-bang.
N0

&

es igual a 1 o —1 sobre un intervalo de tiempo finito no nulo, entonces el principio del minimo
blp (1)

C;
un nudmero finito de instantes de tiempo aislados ¢, el problema del minimo combustible, se dice normal.

no define la componente u; (t). Este es llamado un intervalo singular. Si es igual que 1 o —1 solo en

El problema de la posicién con coste de combustible

Como ejemplo de aplicacién practica de un control de tipo bang-off-bang, consideraremos el problema de
la posicién visto para el control bang-bang, pero utilizando ahora una funcién de coste definida mediante la
siguiente integral

t1
J(u) = /(k + |ul)dt (4.122)
0

donde k es una constante positiva. Ahora tenemos dos componentes para el coste, una dependiente del tiempo
y otra del combustible empleado. La constante k£ mide la importancia relativa entre las dos componentes. De
nuevo y sin pérdida de generalidad, asumiremos que el objeto se encuentra en reposo en el instante inicial y a
una distancia X del origen y que supondremos, sin pérdida de generalidad, que es positiva. El fin del problema
es situar el objeto en reposo en el origen en un tiempo ¢; minimizando el indice dado por 4.122. Con estas
hipétesis las condiciones de contorno inicial y final son:

21 (0)=X >0
(4.123)
X1 (tl) =0
o (tl) = 0
Siendo x; (t) y 22 (t) la posicién y velocidad del objeto respectivamente.
El hamiltoniano para este problema es
H (t,x,u,p) =k + |u| + p122 + pou (4.124)

de donde se obtienen las ecuaciones de estado y co-estado

o OH

ry = 8_})1 = T2

i’g = a—H =Uu
Op2
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132 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

o O0H

o= T om —(0)
o OH

Py = —a—p2 =—(p1)

Para este sistema la funcién de coste terminal y la funcién de estado final son

¢ = 0
xy (t) ]
Y(t,x () =
z2 (t) |
siendo la restriccién de estado final
T (tl) [ 0
w(tlax(t1)> = -
To (tl) L 0

Como el tiempo final ¢; es libre, pero el estado final x (¢1) es fijo la ecuacién de las condiciones de contorno
nos proporciona la ecuacion:

H(t) =0 k+u (t)] +p7 (t) 25 (0) +p5 (F) w” (t1) =0 k+ [u” (t)| +p3 () u” (0) =0 (4.125)
Integrando las ecuaciones de co-estado

p o= A
(4.126)
P2 = B — At

La diferencia respecto al problema de tiempo minimo sin ahorro de combustible (control bang-bang) aparece
cuando aplicamos el principio del minimo

k4 [u*| + pray + pyu” <k + |ul + pias + pyu
que se reduce a
u*] + piu” < |ul + piu
Y tendremos que elegir u*, entre —1 y 1, que minimice la cantidad

p3+Du u=0
q(t) = pyu+lul =
(p5—Du u<0

El valor asignado a u* se va a obtener comparando el valor de pj} (¢) con los valores —1 y 1

ps+1<0 =S w>0)={@Ps+1)u<0
p5 < —1 = su*=1
py—1<—-2<0 =8Si (w<0)={P;—1)u>0

O<ps+1 =Si (u>20)={E:+Hu>0
“1<p<+1l = =u*=0
py—1<0 =Si (u<0)=(p;—Du>0

ps+1>2>0 =8Si (u>0)=@(Ei+1)u>0
p2>+1 = =uf =1
ps—1>0 =S (w<0)=(Ps—-1Hu<0
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Para los casos en que p5 = —1 o p5 = 1, el valor del control 6ptimo u* estd indeterminado, siendo no negativo
en el primer caso y no positivo en el segundo. Combinando esos resultados, deducimos que la variable de control
estd dada por

+1 ps < —1
u'=4q 0

—1<py <+1 (4.127)

-1 P <1

En el control bang-bang, cuando la funcién de coste solamente depende del tiempo final, el control cambiaba
entre los valores extremos —1 y +1. Sin embargo, ahora hay tres posibles valores para el control, los valores
extremos y donde el control se apaga. Con una funcién de coste que depende de la magnitud de u, es claramente
ventajoso poner u* = 0 cada vez que esto sea posible, pero esta claro que el control debe emplearse durante
cierto tiempo, de lo contrario el objeto permaneceria en reposo.

De nuevo la variable de co-estado p5 (t), que es la que sirve para la eleccién del control 6ptimo, es una funcién
lineal de t, por lo que se pueden dar los siguientes casos:

Caso 1) s (t) < —1 t €0,t] =u*(t)=1 t €10,t]
ps (t) < —1 t €0, t9] 1 t €10,ts]
Caso 2) = u* (t) =
-1 <p§ (t> < 1 te [tQatl] 0 te [tg,tl]
(4.128)
s (t) < —1 t € [0, t] 1 t €10, ts]
Caso 3) —1<ps(t)<1 t € [ta,ts] = u*(t) = 0 t € [ta, 3]
p; (t) >1 le [t3at1} -1 le [t37t1]
-1 < p5 (t) <1 t e [O,tg] 0 t e [O,tg]
Caso 4) = u*(t) =
p; (t) >1 te [tg,tﬂ -1 te [tg,tl]
Caso 5) s (t) >1 t €10,t] =u*(t)=-1 t €10,t]
s (t) > 1 t €0, t9] -1 t € 10,ts]
Caso 6) = u* (t) =
-1 <p§ (t) <1 te [tQ,tl} 0 te [tQ,tl]
ps(t) >1 t € [0, ts] -1 t €10, ts]
Caso 7) —-1< p; (t) <1 te [t2,t3} = u* (t) = 0 te [t2,t3]
p; (t) <-1 le [t3at1} 1 le [t37t1]
—1l<pi(t) <1 t € [0, ts] 0 t €10, ts]
Caso 8) = u* (t) =
p; (t) < -1 te [tg,tﬂ 1 t e [tg,tl]
Caso 9) “1<pi(t)<1 t €10,11] =u*(t)=0 t €10,4]

que corresponden con las diferentes posiciones que puede tomar la recta dentro del intervalo [0, ¢4].

Con el objetivo de simplificar el problema y como en cualquier caso el control éptimo es un valor que no
depende del tiempo, vamos a obtene la solucién general del sistema
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134 Capitulo 4. Control Optimo de Sistemas en tiempo Continuo

donde el valor de a puede ser —1, 0 o 1, segtin el caso, de entre los anteriores nueve, que estemos tratando.
Integrando el sistema obtenemos

t2
r, = a;—&-ﬁt—i—v

(4.129)
z2(t) = at+p

donde obviamente los valores de «, 3, v dependerén del valor de u*.

En casos particulares solamente es necesaria una parte de estas secuencias; por ejemplo, puede ser posible
alcanzar el objetivo sin cambiar el control. Pero debido a la linealidad de p3 (t) es imposible cambiar directamente
desde —1 hasta +1 o viceversa para la solucién 6ptima sin utilizar el valor intermedio de u* = 0. Notar que
la determinacién del control en 4.127 deja sus valores arbitrarios cuando p5 es igual a —1 o +1. En general
esto solamente ocurrird en valores discretos de ¢ y la indeterminacién del control no afectard a la solucién. No
obstante, en el caso extremo en el que p3 fuera constante e igual a alguno de estos valores, —1 o 1, entonces u*
podria tomar cualquier valor entre 0 y +1, si p5 = —1, o bien si p5 = —1, entonces v* podria tomar cualquier
valor entre —1 y 0.

Con las condiciones inicial y final dadas en 4.123 est4 claro que no podemos comenzar con un control u* = 0,
ya que en ese caso permanecerfamos en el estado inicial de reposo, descartando asi los casos 4, 8 y 9 de la
tabla dada en 4.128. Por razones similares tampoco podemos terminar la secuencia de controles con u* = 0,
descartamos en este caso los casos 2 y 6 de esa misma tabla.

Por otra parte, cualquier control inicial positivo moverfa el estado fuera del objetivo (casos 1,2 y 3) y por
tanto llegamos a la conclusién de que debemos hacer que la secuencia de controles sea del tipo {—1,0,+1} o del
tipo {—1}. Igual que para los casos anteriores demostraremos a continuacién de forma analitica que la secuencia
{—=1} no produce el comportamiento deseado del sistema, ya que pretendemos dejar el objeto en reposo cuando
éste se encuentre en el origen.

Supongamos que la secuencia de controles es del tipo {—1}, en ese caso las ecuaciones 4.129 con o = 1, para
t € [0,¢1] nos proporcionan las ecuaciones de estado

2
:cl(t) = —5+ﬂt+’7

T9 (t) = —t+p
y podremos calcular § y v utilizando las condiciones de contorno inicial y final 4.123
r11(0)=X=~v=X

22(0)=0=3=0

t2
xl(tl):—51+6t1+7:0:>t§:27

.Ig(tl):—t1+ﬂ:0:>t1:0
y por tanto no es una solucién vélida ya que estamos exigiendo que
0=t1=X>0

y solamente habria solucién si X = 0, y en ese caso no hace falta aplicar ningin control puesto que ya se dan
las condiciones finales del problema.
Como se ha comentado antes el resto de casos, salvo el nimero 7, se puede descartar de la misma manera.
En el caso 7, la secuencia de controles es {—1,0, 1}, que se emplean en los intervalos [0, t2], [t2,t3] ¥ [ts,t1]
respectivamente. Si estamos en un punto X > 0, situado a la derecha del origen, aplicamos un control en
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*

sentido contrario (u* = —1) para iniciar el movimiento hacia el origen, después se apagan los controles para
ahorrar combustible y aprovechar la inercia de movimiento, y después se emplea un control en sentido positivo,
contrario al movimiento (u* = 1) para dejar al objeto en reposo en el origen. La solucién se da a continuacion.

Existen 2 tiempos intermedios t3 y t3 en los cuales ocurren los cambios en el valor de v*. Estudiamos el
problema para los 3 subintervalos [0, ta], [t2, 3] ¥ [t3, 1]

1. Intervalo I; = [0, t2]

En este intervalo u* = a = —1 y las soluciones generales para las variables de estado x; (t) y x2 (t) serfan
1 t?
zy(t) = -3 + it +m
) = —t+5;

donde el superindice en las variables de estado 1 indica que la solucién se obtiene para el intervalo I7.

En ese intervalo se aplican las condiciones de contorno para el estado inicial

21(0) = X=v=X

2300 = 0=05,=0

y las expresiones para los estados éptimos en I; quedan como

t2
i (t) = — X
s (t) = —t

2. Intervalo Iz = [ta, t5]

En este intervalo u* = a = 0 y las soluciones generales para las variables de estado x; (t) y 22 (¢) en este
intervalo serfan

2i(t) = Bat+72

a3 (t) = By
donde el superindice en las x; () indica que son la solucién para el intervalo Ip.

3. Intervalo I3 = [t3, 1]

En este intervalo u* = a = 1 y las soluciones generales para las variables de estado 1 (t) v 22 (t) estdn
ahora definidas por

) 12
ai(t) = 54‘5375‘*‘73

z3(t) = t+0;
donde de nuevo el superindice 3, indica que la solucién se obtiene para el intervalo I5.

En ese intervalo se aplicaran las condiciones de contorno para el estado final del sistema

t2
23 (t) = 0:51+ﬁ3t1+73:0
(4.130)
ri(t)) = 0=t +B3=0
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Quedan por determinar los pardmetros: 32, 3°, ~2, 43, los instantes de cambios en el control ty y t3 y el
instante final ¢1, en total 7 incégnitas. Para encontrar los valores de estos pardmetros suponemos continuidad
en las soluciones en los instantes de cambio t2 y t3, es decir

t3

w1 (t2) = 2t (B2) & =5

+ X = fala + 7,

x5 (t2) = a3 (t2) & —ta = By

t2
7% (t3) = o} (ts) & Pats + 7, = o + Bals + 73

23 (t3) = @3 (t3) & By = t3 + O3

Estas cuatro ecuaciones junto con las dadas en 4.130 forman un sistema de 6 ecuaciones y 7 incégnitas. Para
encontrar la ecuacion que falta haremos uso de la condicién de contorno dada en 4.125, teniendo en cuenta que
en t1, u* (t1) =1

y teniendo en cuenta la expresién para p} (t)
—At1+B+k+1=0

ecuacién que aporta 2 incégnitas mas A y B. Tenemos por tanto 7 ecuaciones y 9 incégnitas. Las dos ecuaciones
que faltan las proporciona el hecho de que en ty y t3 la funcién pj (t) pasa de ser mayor que 1 a ser menor en
to, mientras que en t3 pasa de ser mayor que —1 a ser menor. Por tanto como p3 (¢) es lineal debe ocurrir:

P5(ty) =1= —Aty + B=1

p; (tg) =-1= *Atg +B=-1

que complentan el sistema con 9 ecuaciones y 9 incégnitas.
La resolucién del sistema, que reproducimos a continuacién por comodidad es sencilla :

g + Byt +73 =0 (S1-1)

ti+85=0 (51-2)
t3

— 2+ X Byl =7y =0 (51-3)

to+ B, =0 (S1-4)

t2
Batz +vg — 53 — Bsts —v3 =0 (S1-5)

By —t3— B3 =0 (S1-6)
—At, +B+k+1=0 (S1-7)
—Aty+B—-1=0 (S1-8)
—Ats+B+1=0 (S1-9)
De (S1-2) y (S1-3) obtenemos 83 = —t; y 85 = —ta, respectivamente, sustituyendo se obtiene el siguiente
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sistema, 5
t
t
§+X—72:0 (52-3)

2

t:
—lotz +7, — o +tits =3 =0 (52-5)

2
by b3+t =0 (S2-6)
—At1+B+k+1=0 (S52-7)
—Ato+B—-1=0 (S52-8)
Atz +B+1=0 (52-9)
De (S2-1) y (S2-3) obtenemos

i

M=y

_ B

Yo = 5 + X

y se construye el nuevo sistema con 2 incégnitas menos

tt—l—t%-l-X tg’—l—tt t%—o
2ty + 5 5 Thts— 5 =
—tly—t3+t1=0

—At1+B+k+1=0
—Ats+B—-1=0

—Ats3+B+1=0

Utilizando las ecuaciones (S3-8) y (S3-9) podemos expresar las incégnitas A y B en términos de to v t3

2
A =
t3 — to
ts t
B — 3+ 12
ts3 — o

que sustituido en (S3-7) nos conduce al sistema de 3 ecuaciones y 3 incégnitas

tot +t%+X tg—i—tt t%—O
2ls + 5 9 i =5 =
—tg—tg-l—tl:()
2 ta3+t
- PO Rk

t3 — 12 t3 — 12

Ahora de (S4-6)
ts = (t1 — t2)
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y sustituyendo en (S4-5) y (S4-7) el sistema queda como
t3—tat1 + X =0 (S5-5)

b
(2ta — t1)

A partir de (S5-7) obtenemos el valor para t3 en términos del tiempo final ¢,

o= (zm+s)

que sustituido en (S5-5) nos porporciona una ecuaciéon de segundo grado en ¢;

kt 2 kt , Ak+1X
(2(k+11)) - (2(k+11)>t1+X:0©t1_ 5 (k+2)

Como t; > 0, nos quedamos con la raiz positiva
4(k+ 1
k: +2)

y utilizando las ecuaciones anteriores determinamos el valor del resto de incégnitas:

k k+1
ty =
2(k+ ) k—i—l k:+2 k:+2

— _ _ (k+2
ba=th—ta=h~ (k+1) _<1 k+1)t1

k:+2
tg,—tg -

t3+t2
t3—t2

y = —ty = — ‘/ — )

+k+1=0 (S5-7)

=k+1

L ak+1)’X
By =—h =~ k(k+2)
83 X (Bk+4)
L R Y ()

8 2k+1)7X
BT T Tk(k+2)
El indice de rendimiento 6ptimo, teniendo en cuenta los valores de u* en los intervalos [0, ta], [t2,t3] ¥ [t3, 1]
se obtiene como
t t ts t

J(xu) = /k+\u*|dt:/(k+1)dt+/(k+0)dt+/(k+1)dt:

0 0 ta t3

= (k+Dta+k(ts—ta) +(k+1)(t1 —t3) =
= kt1 +t1 +tyg —t3 = kt1 + 2ty =

_ k2,
= Tt AXFE (k +2)
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Notar que si hacemos k — oo, la parte temporal de la integral se hace més importante y el coste depende
principalmente del tiempo transcurrido en alcanzar el objetivo y en menor cantidad en el combustible gastado,
el intervalo t3 — to = /4X/ (k(k+ 1)), durante el que el motor estd parado es muy corto y en ese caso t1
se aproxima al valor obtenido para el problema de la posicién sin coste de combustible resuelto en la seccién
anterior.

Si por el contrario k es pequeno el ahorro de combustible es la consideracion dominante. En el limite cuando
k — 0, entonces t; — oo y no habria solucién al problema, puesto que necesitamos un tiempo infinito para
alcanzar el objetivo. Si hubiéramos intentado resolver el problema directamente con k = 0, entonces habriamos
encontrado que el tiempo de intercambio to = 0, por tanto tedriamos que haber comenzado con los motores
apagados. Puesto que esto implica que permanecemos en la posicién para siempre, no hay solucién éptima,
aunque podamos hacer un coste arbitrariamente pequeno. Si encendemos los motores por un periodo corto

2
-
de tiempo 7, con u* = —1, alcanzarfamos la posicién (x% (1), 3 (7‘)) = <—? + X, —T), entonces podemos

2
. . T
apagar los motores y deslizarnos en punto muerto con velocidad constante —7 hasta alcanzar la posicién <7>

respecto al origen, es decir, recorriendo una distancia igual a X — 72; por tltimo utilizamos u* = 1 durante el
resto del tiempo para alcanzar el origen. El tiempo total utilizado es

X -2 X
T+ +T17=—=4+7
T
siendo el coste para esta operaciéon (k = 0)
t1 T T+<X_7—2)/T §+T
J(x,u) = /|u*\dt:/1dt+ / 0dt + / 1dt =
0 0 T TH(X—72)/T

TH+T =21

Puesto que 7 es arbitrario, el coste puede hacerse suficientemente pequeno, aunque el tiempo transcurrido es
entonces arbitrariamente grande.
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