Capitulo 1

Fundamentos de Optimizaciéon Estatica

1.1 Conceptos basicos

La teoria de optimizacion cldsica o programacién matematica estd constituida por un conjunto de resultados
y métodos analiticos y numéricos enfocados a encontrar e identificar al mejor candidato de entre una coleccién
de alternativas, sin tener que enumerar y evaluar explicitamente todas esas alternativas. Un problema de
optimizacioén es, en general, un problema de decision.

Con el fin de ilustrar de forma adecuada la estructura y composicién de un problema de optimizacién,
introduciremos a continuacién un sencillo ejemplo.

Ejemplo 1.1 (Construccion de una caja con volumen mdximo) Supongamos que queremos determinar
las dimensiones de una caja rectangular de forma que contenga un volumen mdzximo, pero utilizando para ello
una cantidad fija de material. El problema en forma abstracta se podria plantear en los siguientes términos

Maximizar  Volumen
S.G. Area Fija

Para resolver este problema, en primer lugar, tendremos que modelizarlo matemdticamente, es decir tendremos
que expresar el problema en términos matemdticos. La forma de modelizar un problema de optimizacion es
empezar por definir las variables que estdn implicadas en dicho problema y puesto que estamos tratando de
determinar las dimensiones de una caja rectangular, la opcidn mdas clara es considerar como variables a x, vy,
z.

Con estas variables, la funcion para la que tenemos que encontrar el mejor valor, serd el volumen de la caja,
que puede expresarse facilmente como

V(z,y,2) = xyz

A continuacion tenemos que tener en cuenta las limitaciones de material existentes. Como este material se
utiliza para construir las paredes de la caja, tendremos que tener en cuenta el drea lateral de la misma, que en
el caso de utilizar tapa para la caja seria

A(x,y,2) =2 (zy + yz + 2x)

Por dltimo, es necesario tener en cuenta que las dimensiones de la caja no pueden ser negativas y entonces el
problema puede plantearse como

Mazximizar TYz
s.a. 2(xy+yz+zx)=A
z,y,2 >0

A partir de este sencillo ejemplo se observa que cada problema de optimizacién tiene tres elementos funda-
mentales:
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1. Variables de decision: El primer elemento clave en la formulaciéon de problemas de optimizacion es la se-
leccién de las variables independientes que son adecuadas para caracterizar los posibles disenos candidatos
o las condiciones de funcionamiento del sistema. Hay diversos factores a considerar en la eleccién de las
variables independientes aunque una buena regla es incluir como variables aquellas que tengan un impacto
significante sobre la funcién objetivo.

En esta parte de la asignatura, representaremos las variables independientes, mediante vectores columna
de R™, en la forma
Z1

Tn

Aunque para los casos n = 1, 2 y 3, emplearemos la notacién usual de z, (z,y) y (x,y, ) respectivamente.

2. Restricciones: Una vez determinadas las variables independientes, el siguiente paso en la formulacién de
problemas de optimizacion es establecer, mediante ecuaciones o inecuaciones las relaciones existentes entre
las variables de decisién. Estas relaciones son debidas a limitaciones en el sistema, a leyes naturales o a
limitaciones tecnolégicas, entre otras. El conjunto de restricciones representa las limitaciones del sistema.

Podemos distinguir dos tipos de relaciones:
(a) Restricciones de igualdad: Son relaciones entre las variables de la forma
h(xy,...,2,) =0

donde h: A CR — R, es una funcién real de variables reales.

(b) Restricciones de desigualdad: Son relaciones entre las variables de la forma
g(x1,...,2,) <0

donde g : A C R — R, es una funcién real de variables reales.

Observacién 1.2 Solamente se han considerado restricciones de dos tipos, h(x) =0 y g (x) <0, puesto
que siempre es posible, mediante una simple transformacion, expresar el problema en términos de este
tipo de restricciones, tal y como se puede apreciar en la siguiente tabla:

h(zi,...,xn)=b & h=h—b < h(zi,...,2,)=0

=g—c & g(z1,...,2,) <0

Q)

g(T1,...,zn) <c &

=c—g & g(x1,...,2,) <0

Q)

g(x1,...,2n) >c &
Observacién 1.3 Normalmente, dentro de este conjunto de restricciones, no se incluyen las condiciones
sobre las variables del tipo x > 0 o similares.

3. Funcion objetivo: También llamado indice de rendimiento o criterio de eleccién, el iltimo elemento de un
problema de optimizacién es la eleccién adecuada del criterio sobre el que el desarrollo o diseno del sistema
puede evaluarse de manera que podamos identificar el “mejor” diseno para ese criterio. Por ejemplo, en
muchas aplicaciones de ingenieria se suele elegir un criterio econémico, sin embargo, hay muchas opciones
que permiten considerar dicho criterio: coste del capital total, coste anual, beneficio anual neto, tasa
coste-beneficio. Para otras aplicaciones el criterio de eleccién puede implicar factores tecnolégicos, por
ejemplo, tiempo de produccién minimo, méxima tasa de produccién, minima energfa utilizada o maxima
carga, entre otros. Independientemente del criterio seleccionado, en el contexto de optimizacién el “mejor”
siempre indica el candidato del sistema que produce el minimo o méximo valor, segin el criterio utilizado,
para la funcién objetivo elegida.

Es importante hacer notar que en este libro se utilizara un unico criterio de optimizacién para definir el
6ptimo. No estamos interesados en encontrar una solucién que, por ejemplo, minimice el coste, maximice
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la produccién y al mismo tiempo minimice la energia utilizada. Esta es una simplificacién importante,
puesto que en muchas situaciones pricticas seria deseable alcanzar una solucién que sea la mejor con
respecto a un numero de criterios diferentes: la solucién ideal seria maximizar beneficios al minimo coste.
No obstante una forma de tratar objetivos que chocan entre si, es seleccionar un criterio como primario
y el resto de criterios como secundarios. El criterio primario se utiliza como medida de optimizacién del
proceso, mientras que los criterios secundarios serian valores minimos y méximos aceptables que serian
tratados como restricciones del problema. Los problemas que utilizan varios criterios de biisqueda entran
dentro de la llamada programacién multiobjetivo.

Después de introducir los elementos bdsicos de un problema de optimizacién, nuestro objetivo estd més
clarificado: A partir del valor de la funcién objetivo, disenada para cuantificar el rendimiento y medir la
calidad de la decisién, se obtienen valores para un cierto nimero de wvariables de decision, de forma que éstas
minimicen o maximicen dicha funcién objetivo. Por lo general, estas variables estardn relacionadas entre sf
mediante expresiones matematicas o restricciones que limitan la eleccién de esos valores. De otra forma, un
problema de optimizacién consiste en buscar valores para determinadas variables de forma que, cumpliendo un
conjunto de requisitos representados en general mediante ecuaciones y/o inecuaciones algebréicas, proporcionen
el mejor valor posible para una funcién que es utilizada para medir el rendimiento del sistema en estudio. Con el
mejor valor queremos indicar el mayor o el menor valor posible, segin la naturaleza del problema. Buscamos, en
resumen, valores que cumplan unas condiciones y minimicen o maximicen una funcién que caracteriza el sistema.
Con esta idea, el planteamiento en abstracto general para resolver problemas de este tipo es el siguiente

Optimizar f(x)
Sujeto a  Restricciones

donde el empleo del término Optimizar incluye a ambos objetivos tanto de Minimizacion como de Mazximi-
zacion. No obstante la mayoria de los planteamientos pueden hacerse con uno de los objetivos, por ejemplo
el de minimizacién, ya que un problema con objetivo de maximizacién siempre se puede transformar en otro
equivalente con objetivo de minimizacién multiplicando para ello la funcién objetivo por (—1), como podemos
comprobar en la figura 1.1. El mfimo de la funcién f (z) = 22 + 1 se alcanza en el punto x* = 0. En este
punto también se alcanza el maximo de la funcién opuesta g (z) = —f (x) = —22 — 1, notar que aunque el punto
buscado en ambos casos es el mismo, los valores que cada funcién toma en dicho punto son uno el opuesto del
otro:

A continuacion se incluyen dos ejemplos con esta estructura.

Ejemplo 1.4 Distancia mds corta entre dos curvas: Supongamos que queremos calcular la minima dis-
tancia entre dos curvas de ecuaciones C1 =y = f(x) y Ca =y = g (x) que no se cortan entre si. El problema
se resuelve considerando un punto en cada curva y utilizando la formula de la distancia entre dos puntos para
plantear el problema como
Minimizar d(P,Q)
S.a. PeC,
Qe Cy

0 mds concretamente como

Minimizar \/(ﬂcg — 961)2 + (y2 — 1)

§.@. y1 = f(x1)
Y2 =g (962)
siendo
P (1’1,y1)
Q = (332;?42)
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f(x)=x2+1

g(x)=—-f(x)=- x2-1

i 10

Figura 1.1: Equivalencia entre min f (z) y maxg(z) = —f (z), en ambos casos es z* = (.

las coordenadas de los dos puntos.
Este problema se puede extender de forma trivial a curvas en R™.

Ejemplo 1.5 Problema lineal. Si queremos obtener el nimero de articulos que debemos fabricar de diferentes
productos con coste fijo teniendo para ello un presupuesto limitado y obteniendo a la misma vez el mdxrimo
beneficio posible. El problema podria plantearse como:

Minimizar bixy + baxo
Sujeto a  c1x1 + caxg < P
z1 > 0522 >0

donde P es el presupuesto total disponible y los pardmetros b; y c; j = 1,2 son el beneficio y el coste, respecti-
vamente, para cada uno de los productos.

1.2 Definiciones

Daremos a continuacién una serie de definiciones elementales relacionadas con la teoria de la optimizacion
matemadtica con el objetivo de que el lector se familiarice con este tipo de problemas.

Definicién 1.6 Definiremos el problema fundamental de la optimizacion estdatica o problema de programacion
no lineal (Nonlinear Programming Problem o NLPP) al expresado en los siguientes términos:

Optimizar flx,...,zp)

Sujeto a hi(z1,...,0,) =0 di=1,...,m 1)
gj(xlw--vxn)go j=1...,p :
(1,...,2,) EACR

En principio las funciones implicadas en la definicién del problema fundamental no tienen porqué tener
ninguna propiedad particular, pero en nuestro caso vamos a introducir hipétesis adicionales que ayudardn a
simplificar el problema; por ejemplo, supondremos de forma general que las funciones f, h;, g; son continuas y
que en la mayoria de los casos tienen derivadas primeras y segundas también continuas. Ademds el conjunto A
serd en la mayorfa de los casos un conjunto convexo.

La resolucién del problema de optimizacién 1.1 consistird en primer lugar, en buscar valores para las variables
x; que resuelvan el sistema formado por las restricciones y en segundo lugar encontrar de entre estos valores aquel
o aquellos que proporcionen el mayor (maximizar) o menor (minimizar) valor para la funcién real f (x1,...,2,).
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Definicién 1.7 Casos especiales del problema NLPP:

1. Problema sin restricciones: En este caso no hay restricciones de ningun tipo, es decir, m = p = 0. La
expresion general de estos problemas seria la siguiente:

Optimizar — f(x1,...,2n)
Sugeto & (x1,...,2,) €A

Las tnicas limitaciones vienen dadas por el conjunto A donde esté definida la funcion f.

2. Problema de Lagrange o con restricciones de igualdad: En este caso, en el planteamiento del problema
solamente existen restricciones de igualdad, es decir, m # 0 y p = 0:

Optimizar flxy, ... xzn)
Sujeto a  h; (x1,...,2,) =0 i=1,....,m
(X1,...,@p) €A

3. Problemas unidimensionales o univariantes: Fste es un caso particular de los problemas sin restricciones
en los que solamente hay una variable, es decir, cuandon =1, m #0 yp # 0. La estructura seria

Optimizar

[l
Sujeto a x €l

)
CR

donde I es, en la mayoria de las ocasiones, un intervalo.

Definicién 1.8 (solucién factible) Diremos que X = (T1,...,Tn) €A C R es una solucién factible del pro-
blema 1.1 si cumple todas sus restricciones, es decir, Si

hi(fl,...,fn) = 0 izl,...,m

g](fh)En) < 0 ]:1,,])

Definicién 1.9 (conjunto factible) Se define regién o conjunto factible del problema NLPP, que denotare-
mos en general por ), al conjunto de todas sus soluciones factibles

O ={X€A CR| X es una solucion factible}

Nuestro objetivo al intentar resolver el problema de optimizacién 1.1 es encontrar la “mejor” de las soluciones
factibles.

Definicién 1.10 Dado el problema NLPP de programacion no lineal descrito en la ecuacion 1.1 y sea S su
conjunto factible. Diremos que x* € Q@ CR"™ es un punto de minimo global para el problema si

Vxe x#£x% fX) <X

El punto x* serd minimo global estricto si la desigualdad es estricta es decir si VX € €, con X # x*, ocurre

fx) < f(x).

Definicién 1.11 Dado el problema NLPP de programacion no lineal descrito en la ecuacion 1.1 y sea € su
conjunto factible. Diremos que x* € 0 CR"™ es un punto de maximo global para el problema si

VXeQ, X#£x*5 f(x)>f(X)

El punto x* serd méximo global estricto si la desigualdad es estricta es decir siV X € Q, con X # x*, ocurre

fx) > f(x).

Observacién 1.12 Los mdzimos y minimos globales de un problema de programacion no lineal también se
denominan extremos globales.
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Definicién 1.13 Dado el problema NLPP de programacion no lineal descrito en la ecuacion 1.1 y sea ) su
conjunto factible. Diremos que x* € Q@ CR™ es una solucién éptima del problema si

1. Es un minimo global y el objetivo del problema es minimizar.
2. Es un mdximo global y el objetivo del problema es mazximizar.

Resolver el problema de optimizacién es encontrar, si existen, sus soluciones 6ptimas, es decir los extremos
globales de la funcién objetivo sobre el conjunto factible. Desde el punto de vista préactico y computacional en
algunas ocasiones bastara con obtener los llamados extremos locales y que definiremos a continuacion.

Definicién 1.14 Dado el problema NLPP de programacion no lineal descrito en la ecuacion 1.1 y sea 2 su
conjunto factible. Diremos que x* € @ CR"™ es un punto de minimo local o relativo para el problema si

FJe>0tal queVXeQ; X#x" XX <e= f(x") < f(X)

El punto x* serd de minimo local estricto si la desigualdad es estricta es decir si ocurre f(x*) < f(X) cuando
|[x—x*|| < e.

Definicién 1.15 Dado el problema NLPP de programacion no lineal descrito en la ecuacion 1.1 y sea 2 su
conjunto factible. Diremos que x* € 2 CR™ es un punto de méximo local o relativo para el problema si

FJe>0tal queVXeQ; X#x" ||X—x*||<e= f(x") > f(X)

El punto x* serd de méximo local estricto si la desigualdad es estricta es decir si ocurre f(x*) > f(X)
cuando [|[X—x*|| < e.

Definicién 1.16 Los mdximos y minimos locales de un problema de programacién no lineal también se deno-
minan extremos locales o relativos.

Observacion 1.17 Los extremos locales o globales estrictos, también reciben el nombre de extremos fuertes,
mientras que para los no estrictos se suele emplear el término débil.

La teoria inicial asociada a la optimizacion estd orientada a la obtencién de condiciones necesarias y suficien-
tes para que un punto sea 6ptimo. Como veremos en los temas correspondientes, esta teorfa incluye el teorema
de los multiplicadores de Lagrange y el teorema de Karush-Kuhn-Tucker. Por otra parte, también es interesante
conocer no sélo si un punto es o no 6ptimo desde el punto de vista tedrico, sino también cémo encontrar esos
6ptimos desde el punto de vista préctico. Teniendo esto en cuenta, al considerar problemas de optimizacién se
plantean dos cuestiones:

1. Cuestidn estdtica: ;Cémo podemos determinar si un punto x* es o no la solucién éptima de un problema
de optimizacién? ;Qué condiciones deben cumplir las funciones f (x), h; (x) y g; (x) para que un problema
tenga solucién?

2. Cuestion dindmica: Si x* no es el punto 6ptimo, ;cémo podemos encontrar una solucién que sea 6ptima
utilizando la informacién de la funcién en x*7

Finalmente, un problema de optimizacién o programacién matemédtica puede tener o no solucién, e incluso si
hay solucién al problema, puede que no sea tnica. El resultado principal utilizado para conocer si un problema
de optimizacién tiene solucién es el teorema de Weierstrass.

Teorema 1.18 (Teorema de Weierstrass) Sea f (x) una funcidn continua definida sobre un conjunto com-
pacto (cerrado y acotado) K C R™, entonces siempre existe solucion al problema (tanto de minimizacion como
de mazimizacion). Es decir

x™M1) =min f(x
| 7 (xmn) =min f (x)
min max
3 x™" x e K=

xM#) =max f(x

7 () =mma f (x)
Este es un resultado importante a tener en cuenta para la existencia de puntos éptimos, sin embargo no
nos proporciona un método para la localizaciéon de los mismos, solamente de su existencia en determinadas
condiciones. Desde el punto de vista de las aplicaciones, lo interesante es caracterizar los puntos solucién y

disenar un método efectivo para su calculo.
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1.3 Conjuntos Convexos

El concepto de convexidad es de gran importancia en el estudio de los problemas de optimizacién. La nocién
de convexidad es interesante desde el punto de vista de la aplicaciéon préactica, puesto que en algunos casos,
por ejemplo en los llamados problemas convexos, se puede garantizar que un éptimo local de un problema es
realmente un 6ptimo global del mismo.

Se describen en esta seccién algunos conceptos indispensables para el desarrollo de la programacién mate-
maética. Aunque se puede definir convexidad en el ambito de cualquier espacio topoldgico, se considerard el
espacio vectorial R".

Definicién 1.19 (segmento lineal) Dados dos puntos x,y € R™, el segmento lineal cerrado que los une es
el conjunto

x,¥] = {1 = Ny €R"/ 0 S A < 1}
de igual forma, el segmento lineal abierto que une x ey es el conjunto
(x,y) ={x+(1-NyeR"/0< A< 1}
Definicién 1.20 (conjunto convexo) Se dice que un conjunto @ C R™ es convexo si verifica:
Vx,yeQAe[0,]]=x+(1-NyeQ

Esta definicién se interpreta de forma que un conjunto serd convexo si el segmento lineal cerrado que une
cualquier par de puntos del conjunto también pertenece al conjunto. La figura 1.2 representa algunos conjuntos
Por convenio el conjunto vacio ) es convexo.

convexos y no convexos de R2.

Conjuntos convexos Conjuntos no comsexos

Figura 1.2: Convexidad en R2.

Uno de los tipos més importantes de conjunto convexo es el hiperplano.
Definicién 1.21 (hiperplano) Sia € R";a # 0,c € R. El conjunto
H={xecR"|alx =10}

es un hiperplano de R™. El vector a es llamado normal al hiperplano. Se puede comprobar que H es un conjunto
convezo.
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16 Capitulo 1. Fundamentos de Optimizacién Estdtica

Definicién 1.22 (semiespacios) Sea a € R" cona# 0 yb € R. Sea H el hiperplano construido con a y b,
entonces definimos semiespacios cerrados positivos y negativos, respectivamente a los conjuntos siguientes:

H, = {XGIR{"|aTx2b}
H. = {xeR'a’x<b}

y semiespacios abiertos positivos y negativos a:

Hy {xeR"| a"x > b}
H. = {xeR'a’x<b}
que son todos conjuntos convexos.

El siguiente lema es una consecuencia inmediata de la definicién de convexidad y establece que la interseccién
de dos conjuntos convexos es convexa y que la suma algebrdica de dos conjuntos convexos también es convexa.
Su demostracién se deja como ejercicio.

Lema 1.23 Sean Q4 y Qs conjuntos convexos de R™. Entonces:
1. Q1 N Qs es convero.
2 M+ ={x+y:x€,y €N} es convero.
3 U —Q={x—y:xe,y €D} es convero.

Teniendo en cuenta que los semiespacios de R™ son conjuntos convexos y también los resultados del lema
anterior se obtiene que los conjuntos de la forma

P={x:Ax<b}

donde A es una matriz m x n en R y b € R™ vector son conjuntos convexos puesto que son intersecciénes de
™M semiespacios.
El conjunto S = {x| x es solucién de P}, siendo P el problema siguiente:

T

Minimizar c'x
P= Sujetoa Ax=Db
x>0

también es un conjunto convexo.
La siguiente proposicién indica que las aplicaciones lineales conservan la convexidad.

Proposicién 1.24 Sea f : Q C R™ — R™, con  convexo y f(x) lineal = El conjunto imagen f () es un
conjunto convexo.

Demostracion: Si f (x) es una aplicacién lineal entonces cumple

fAx+py) = Af (x) + pf (y)

cualesquiera que sean A y u. Hay que comprobar que f (€2) es un conjunto convexo.
FEOQ)={fx xe}
Para ello tomamos dos elementos y!, y? € f (), es decir
Ix'eQtal quey' = f(xl)
Ix? € Qtal que y? = f(XQ)
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1.3. Conjuntos Convexos 17

Como €2 es un conjunto convexo debe ocurrir
xXL,x? Q=M +(1-N)x*€cQ YA 0,1]
de donde
f (1= N)%) € £(9)
teniendo en cuenta la propiedad de linealidad de f (x)
FOX+ A=) =M E)+A-NFE) =" +1-Ny*ef(Q) Vre[o1]]

y por tanto f () es convexo.
La siguiente definicién extiende el concepto de segmento lineal (cerrado o abierto) formado por combinaciones
lineales de dos puntos al caso de més de dos puntos.

Definicién 1.25 (combinacién lineal convexa) Sea x € R, diremos que es combinacién lineal convexa de
los puntos x',...,x™ € R™ si existen m nimeros reales A1, ..., \m € R, que cumplen

A >0 j=1,...,m

X 22)\ij

j=1
Estd claro que z €ER™ es combinacion lineal conveza de x,y € R™ si y sdlo si z € [x,y]
Definicién 1.26 (envoltura convexa) Sea 2 C R™. Se define la envoltura convexa de 2, y la denotamos

por H(Q), al conjunto de todas las combinaciones lineales convezas de ) formadas por un ndmero finito de

elementos de §2, es decir
x€H(Q)<=x=>",
Z;‘n:l )‘j =1

/\jZO,jZL...,m

~eJ
Ajx

donde m es un entero positivo y {x',...,x™} € Q. Estd claro que 2 C H (), puesto que six € Q) = x = 1*x
es una combinacion lineal convezxa, luego x € Q. Por construccion, H (1) es un conjunto convexo. Es el menor
conjunto convexo que contiene a ).

Por definicién, un punto de la envoltura convexa de un conjunto se puede representar como combinacién
convexa de un numero finito de puntos del conjunto.
Podemos observar en la figura 1.3 un conjunto no convexo y su envoltura convexa.

] Erwvoltura comvexa de £, H{C)

Figura 1.3: Envoltura convexa de un conjunto.
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18 Capitulo 1. Fundamentos de Optimizacién Estdtica

Definicién 1.27 (politopo, simplex, poliedro) La envoltura convexa de un conjunto finito de puntos de

R", Q = {x!,...,x**1}, se denomina politopo. Si ademds el conjunto {x* — x!,x3 — x! ... xFF1 —x!}
es linealmente independiente, entonces esta envoltura conveza H (Q) = H(x!,...,x**1) se llama simplex de
vértices x*, ..., x"t1. Por dltimo un politopo acotado se denomina poliedro.

Es posible demostrar que los politopos son la interseccién de un nimero finito de semiespacios cerrados y
equivalentemente a un conjunto de desigualdades lineales de la forma

a{xgbl
agXSbg
< Ax<b

ar;fx <b,

Definicién 1.28 (punto extremo) Dado un conjunto Q@ C R™, un conjunto convexo no vacio, x € Q. Fl
punto x es un vértice o punto extremo de ) <

vxhx? e QA e 0, 1] :x=xx'+(1-M)x* =x'=x*=x

Es decir un punto extremo es un punto del conjunto que no puede expresarse como punto medio de ningin
par de puntos del conjunto.

Por ejemplo el conjunto convexo
Q:{x =(z1,22) € ]RQN 0<21<2,0<29< 2}

tiene 4 puntos extremos dados por P, = (0,0), P, = (0,2), P3 = (2,0) y Py = (2,2) (ver figura 1.4).

25¢
0,2 (2.2

2 L

15F

’I L

05F

O L
0.0} (2.0

05k

Figura 1.4: Puntos extremos.

El conjunto de los puntos extremos de un conjunto convexo puede ser vacio, por ejemplo una bola abierta de
R™, contener una cantidad finita de elementos, como en la figura 1.4 o tener una cantidad infinita de elementos,
como una bola cerrada de R™.

1.4 Funciones convexas

Las funciones convexas tienen muchas propiedades especiales e importante. Por ejemplo, veremos que
cualquier minimo local de una funcién convexa sobre un conjunto convexo es también un minimo global. En
esta seccién se proporciona la definicién de funcién convexa y se presentan alguna de sus propiedades més
importantes, que pueden utilizarse para desarrollar condiciones sobre optimizacién y esquemas computacionales
adecuados para problemas de optimizacion.
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Definicién 1.29 (funcién convexa) Diremos que la funcion f: Q CR™ — R, siendo  un conjunto convexo
no vacio, es convexa sobre ) <

Vx,y e QA€ [0,1] = fOAx+ (1 =Ny) < Af(x)+ (1 =N f(y)
Se dice que f estrictamente convexa <=
Vx,y € QA€ [0,1] = f(Ax + (1= N)y) < Af(x) + (1= A)f(y)

Definicién 1.30 (funcién céncava) Diremos que la funcion f : Q@ C R™ — R, con Q conjunto convexo no
vacio es céncava sobre Q <= g = —f es conveza.

Esta definicién equivale a decir que
f(x) es comcava <— (Vx,y € U, A€ [0,1] = f(Ax+(1—=Ny) > Af(x)+ (1 -Nf(y))
Definicién 1.31 Se dice que f estrictamente céncava <= g = —f es estrictamente conveza.
Observacién 1.32 Propiedades de las funciones convezas:

1. La cuerda que une dos puntos sobre la grifica de una funcién convexra siempre estd por encima de la
grifica.

2. La derivada de una funcion convexa es creciente, o al menos no decreciente.
3. La segunda derivada de una funcion convexa es siempre no negativa para todos los puntos del intervalo.

4. La aproximacion lineal de una funcion convexa en cualquier punto del intervalo, siempre subestima el
verdadero valor de la funcion.

Proposicién 1.33 Si f1 (x) y f2(x) son dos funciones convezas definidas sobre un subconjunto convexo no
vacio Q@ CR™ = (f1 + f2) (X) es conveza sobre (.

Proposicion 1.34 Si f (x) es conveza sobre Q@ C R™, con § un conjunto convezo no vacio =>Va > 0, (af) (x)
es convexa sobre €.

Proposicién 1.35 Si f es conveza en Q C R™ convexo no vacio = I'. = {x € Q| f(x) < ¢} es convexo
Ve e R.

Proposicién 1.36 Si la familia de funciones {fr}r=1,...m Son convexas sobre 1 convero no vacio = Si
definimos T'* como
If ={xe Q| fu(x) <c}

entonces el conjunto
P=nm TF={xeQ|xeTlk vk}

€S CONVETO.

La demostracién de cada una de las proposiciones anteriores se hace directamente empleando la definicién
de funcién convexa y se deja como ejercicio.
Sea 2 C R™ convexo no vacio y f: 2 C R"™ — R, se define el epigrafe de la funcién como el conjunto

epi (f) ={(xy) eR" xR | f(x) <y, x€ 2, y €R}
Tendremos se tiene el siguiente resultado:
Proposicién 1.37 Sea Q CR"™ convexo no vacio y f: Q CR™ — R, entonces

f(x) convera < epi(f) es un conjunto convexo
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Demostracién: Supongamos en primer lugar que f (x) es convexa en 2. Sean (x1,y1), (X2,y2) € epi(f), y
tomamos ahora para A € [0, 1] el punto

A(x1,y1) + (1= A) (x2,92) = (Axa + (1 = A)x2, Ay + (1 — M) y2)

cumple
FOx1+ (L= A)x2) SAf(x1) + (1= A) f(x2) < Agn+ (1= A) w2

luego
(Ax1 + (1= N)x2,Ay1 + (1 = N) y2) € epi(f)

Para demostrar el reciproco hay que tener en cuenta que si
X1,X2 € Q= (x1,f (x1)), (x2,f (x2)) € epi(f)

de donde por la convexidad de epi (f) se obtiene

A (e f (1)) + (1= A) (%2, f (x2)) = (Axa + (1= A)x2, Af (1) + (1 = A) £ (x2)) € epi (f)

y utilizando su definicién

FOx1+ (1= A)x2) <Af(x1) + (1= A) f(x2)

luego f (x) es convexa.

La caracterizacion de funciones convexas mediante su definicion es, en general, muy dificil de aplicar en la
préctica para comprobar si una funcién es o no convexa; es necesario encontrar nuevas caracterizacién mas sen-
cillas de aplicar. Los siguientes resultados proporcionan caracterizaciones para funciones convexas diferenciables
en términos del gradiente y del Hessiano.

Proposicién 1.38 (Caracterizaciéon de primer orden para funciones convexas) Sea f: Q C R" — R,
con Q un conjunto convezo y f (x) € C1(), entonces:

f(x) es conveza sobre Q <= f(y) > f(x) + Vf(x)(y —x) Vx,y € Q
f(x) es estrictamente convexa sobre Q <= f(y) > f(x) + Vf(x)(y —x) Vx,y € Q
Demostracién: Demostramos la doble implicacién.
= Si f(x) es convexa => VA € [0, 1] se tiene
FOy + (1 =X)x) < Af(y) + (1 =N f(x)

Si asumimos \ # 0

JOAAY D ZI6) ¢ fiy) — px) vae (0.1

y si ahora A — 0 y tenemos en cuenta que f € C}(Q) = Vf(x)(y —x) < f(y) — f(x)

<= Supongamos ahora que es cierta la siguiente desigualdad
VIx)(y —x) < f(y) = f(x) ¥x,y € Q
entonces por ser {2 un conjunto convexo,
Vxlx*eQyre0l]]=x=Xx'"+(1-N)x*€Q
Si utilizamos ahora la desigualdad para x e y = x!' por una parte y para X e y = x2 por otra obtenemos
y=x = [f(x!)=fx)+Vix)E -x)
y=x" = [f(x*)>f(x)+Vfx)E*-x)
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Si multiplicamos por A la primera desigualdad y por (1 — A) la segunda y sumamos ambas expresiones, se
obtiene

M) 2 A AV - x)
LN > (1N + (- N0~ x)
M)+ (1 - X))

f(x)+ Vix)OXx 4+ (1 - N)x% —x)

Y

Y%

fx) = fOx! + (1= N)x?)
lo que demuestra que f (x) es convexa W

Proposicién 1.39 (Caracterizacion de segundo orden para funciones convexas) Sea f : O C R" —
R, con Q un conjunto abierto convezo no vacio y f (x) € C*(QQ), entonces:

f(x) es conveza en Q <= Hf (x) es semidefinido positivo Vx € Q

Hf (x) = [(azng (X)> :7‘—1]

Demostracién: Demostramos la doble implicacién.

stendo

la matriz hessiana asociada a f (x).

= Supongamos que f (x) es convexa en {2 y sea x* € ). Demostrar que Hf (x) es semidefinida positiva en
Q equivale a demostrar que V x € £ ocurre xTHf(x*)x > 0.

Puesto que 2 # ) y abierto, entonces para x € R™,ocurre x* + Ax € 2, tomando |A| # 0 y suficientemente
pequeno. Si utilizamos la proposicién 1.38 de caracterizacién de primer orden de funciones convexas por
una parte y el teorema de Taylor por otra, se obtienen las siguientes expresiones:

FXT M) = f(x) + AV f(x7)x
x4 Ax) = f(x*) + AV F(x*)Tx + LINxTHf (x*)x + o(\)

donde o(\) = A?||x[|?a(x*, Ax).
Si se restan ambas expresiones obtenemos

1

5)\2XTHf(X*)X + M [x|]2a(x*, Ax) >0
A continuacién se divide por A2 y se toman limites cuando A — 0, el resultado que se obtiene es que
xTHf(x*)x > 0.

<= Reciprocamente si suponemos ahora que la matriz Hessiana de f (x), Hf (x), es semidefinida positiva en
cada punto de 2 y consideramos x y x* en (2, entonces por el teorema del valor medio obtenemos:

* * * 1 * ko *
F) = (") 4+ V)T (x = x7) 4 5 (x = x) THF (™) (x = x7)
donde x** = Ax* + (1 — A\)x € Q con A € (0,1). Como Hf(x**) semidefinida positiva, se cumple que
(x —x*)THf(x**)(x — x*) > 0 y concluimos que

F(x*+Ax) > f(x*) + AWV f(x")x Vx",x €N

que resulta ser la caracterizacién de primer orden para funciones convexas de la proposicién 1.38 y por tanto
f (z) es convexa en 2 WL

La matriz Hessiana de f es la generalizacién al espacio R™ del concepto de curvatura de una funcién y
de forma analoga, la definicién positiva del Hessiano es la generalizacién de curvatura positiva. Las funciones
convexas tienen curvatura positiva (o al menos no negativa) en todas las direcciones.
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1.5 Optimizacién de funciones convexas

En esta seccién consideraremos el problema de minimizar y maximizar una funcién convexa sobre un conjunto
convexo.

Debido a la correspondencia entre funciones céncavas y convexas todos los resultados se presentan de forma
equivalente para ambos tipos de funciones, por ello en cada teorema y entre corchetes se muestra el resultado
alternativo.

Teorema 1.40 Sea f: Q2 CR™ — R con Q un conjunto convexo. Si f (x) es conveza [concava] => El conjunto
T donde f (x) alcanza su minimo [mdximo] es convexo y cualquier minimo [maximo] local de f (x) es minimo
[maximo] global.

Demostracién: Definimos el conjunto I" como
I'={x" €] f(x) =mingeq f ()}

Si ' = (, es decir si f(x) no tiene minimos relativos, entonces el teorema se cumple por la convexidad del
conjunto vacfo.

Supdéngamos ahora I' # () y por tanto existe x* € T', si x* es el tinico elemento de I', entonces es convexo
puesto que la tinica combinacién con elementos de I' que se puede hacer VA € [0, 1] es

AT+ (1-N)x"=x"€eTl
Supondremos, por tanto, que I' tiene al menos dos elementos x*, y* € I'. Por la definicién de I', entonces
fmin = mingeq f (2) = f (x*) = f(y")
Si tomamos A € [0, 1], por la convexidad de f (x) ocurre
JOXT+ (@ =0)y") <A () + A=A f(y") = Afmin + (1 = A) fmin = fimin
pero como Ax* 4+ (1 = A)y* € Qy fimin = mingecq f (), tendrd que ocurrir
Jmin < f X"+ (1= A)y")

de donde
Jmin < fFAX"+ (1 =N y") < fuin
y por tanto
FOX*+ (1 =2)y") = fain
y se obtiene el resultado pedido.
Supongamos ahora que x* € € es un minimo local de f (x) y supongamos que no es un minimo global;

es decir, que 3y € Q con f(y) < f(x*). Por la convexidad de f (x) en el conjunto convexo 2 se obtiene la
siguiente desigualdad

FOy + (1 =0)x7) < Af(y) + (1= A f(x")
para A € [0,1]. Utilizando ahora el hecho de que f(y) < f(x*) y como A\, (1 —X) >0
FOy + (1 =2x") < Af(x") + (1 = N f(x) = f(x7)

Para un valor de \ suficientemente pequeno se contradice el hecho de que x* sea un minimo relativo y llegamos
a una contradiccién que aparece al suponer que x* no es un minimo global W

Teorema 1.41 Sea f: Q CR™ — R con Q un conjunto convezo con f € C1(Q) una funcion convera [concava).
Supongamos que existe un x* € Q que cumple la siguiente propiedad

Vy e Q= Vix)T(y—x")>0 [VFx)"(y—x")<0]

Entonces x* es un punto de minimo [mdzimo] global de f en Q.
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Demostracion: Como €2 convexo, x* + A(y —x*) € Q con A € [0, 1]. Por la caracterizacién de primer orden
de funciones convexas (proposicién 1.38) y utilizando el hecho de que para x* ocurre Vf(x*)T(y — x*) > 0
tenemos:

Fy) 2 f(x) + Vf(x) (y —x7) 2 f(x7)
Luego x* es un punto de minimo relativo de f en © y por la proposicién anterior es un minimo global WL

Proposicion 1.42 Si Q es un subconjunto no wacio, convexo y compacto de R™ cuyo conjunto de puntos
extremos es finito y si f : @ C R"™ — R es un funcidn convexa [concava] sobre Q = f(x) posee en  un
mazimo [minimo] global y se encuentra en uno de sus puntos extremos.

Teorema 1.43 Sea f: Q CR™ — R conveza [concava] en Q@ convexo y compacto => Si f (x) tiene mdximo
[minimo] en Q entonces lo alcanza en un punto extremo de .

Lema 1.44 Si x*,y* son dos puntos de minimo [mdximo] global de una funcidn convexa [concava] f(x), [ :
QCR® — R con Q convexo => Y\ € [0,1] los puntos definidos como z*(X) = Ax* + (1 — X\)y* también son
minimos [mdximos] globales de f (x).

Demostracién: Como f es convexa

FE@N)=F WX+ (1 =N)y") = FOx"+ (1= Ny") <AF) + (1 =2 fy?)

Como x*, y* son minimos globales = f(y*) = f(x*) y resulta

[z (V) < f(x7)

pero como x* es el minimo global de f (x) sobre €2, que es un conjunto convexo, ocurre

z2(\) e Q= f(z" (V) = f(x7)
|

Lema 1.45 Sea f : Q@ CR" — R, con Q un conjunto convero no vacio y f (x) convera [concaval. Sea x*
un minimo [mdximo] local de f. Entonces, si x* es un minimo [mdzimo] local estricto de f(x) o si f(x) es
estrictamente convexa [concava] sobre Q, entonces x* es el dnico minimo [mdzimo] global de f (x) en Q.

Demostraciéon: Si x* es un minimo local entonces por el teorema 1.40 es un minimo global. Si suponemos
ahora que existe otro punto z* minimo de f (x), por el lema 1.44 el minimo también se alcanza en todo el
segmento que une ambos puntos x* y z* y esto contradice el hecho de que x* sea estricto.

Supongamos ahora que x* es un minimo local de f (x) y que f (x) es estrictamente convexa. Como f (x) es
convexa, ya que es estrictamente convexa, x* es un minimo global. Si ahora suponemos que existe otro minimo
global z*, por la convexidad estricta de f obtenemos:

FGX+587) < 3I00) + 3 () = F(<°)

y por tanto X* no serfa minimo global WL
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