Capitulo 4

Transformadas de Laplace y Fourier en
sistemas LTI

4.1 Respuesta de un sistema LTI en tiempo continuo a exponencia-
les complejas

Como se ha comprobado en el tema anterior, es muy ttil representar las sefiales como combina-
cién lineal de senales bésicas y utilizar la propiedad de superposicién de los sistemas LTI. Para que
esta representacion sea eficiente, serfa conveniente que estas senales sean lo més simples posibles y
ademds, que las respuestas del sistema cuando se utilizan estas senales como entradas sean también
suficientemente sencillas.

En el tema anterior se ha visto como la representacién de una sefial en términos de impulsos des-
plazados y ponderados, nos permitia describir facilmente los sistemas LTI en términos de su respuesta
impulsiva, h (t). En este tema se hard una representacion de sefiales como combinaciones lineales de
senales bdsicas que serdn exponenciales complejas. En general es muy ventajoso este procedimiento
siempre que las senales utilizadas posean dos propiedades fundamentales:

1. El conjunto de senales bésicas se puede utilizar para construir una clase de sefiales amplia y ttil.

2. La respuesta del sistema LTI a cada senal béasica debe ser suficientemente simple para propor-
cionar una representacién conveniente de la respuesta.

En tiempo continuo estas propiedades son proporcionadas por las exponenciales complejas de la
forma

s (t)=¢e seC

Sea un sistema LTI en tiempo continuo con respuesta impulsiva h (t). Nuestro objetivo es encontrar
la relacién que existe entre una entrada de la forma z, (t) y la respuesta, ys (t), que proporciona un
sistema LTT con respuesta impulsiva, h (t).

Como estamos ante un sistema LTI, la respuesta ys () vendrd dada por la convolucién entre la
entrada xs (t) y la respuesta impulsiva h (t)

o0 (e o]

ys (t) = x5 (t) x h (t) = /xs(r)h(t—r)dr: /xs(t—r)h(r)dr

—0o0 —00

101



102 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

teniendo en cuenta la expresion para la entrada x (t) = e, tenemos

o0 o0 o0

ys (t) = / e (1) dr = / eSte™5Th (r) dr = e / e S"h(r)dr = H (s) e = H (s) x, (t)

—00 —00 —00

donde se ha definido

[e.9]

H(s) = / e~ (1) dt
—00
integral que solamente depende del valor s € C.
La utilidad del uso de este tipo de funciones estd claro, si una senal x (t) puede ponerse como
combinacién lineal de exponenciales complejas de la forma

n n
x(t) = Zakxsk (t) = Zakes’“t
k=1 k=1

siendo s € C, podremos obtener de forma sencilla la respuesta del sistema sin mds que tener en
cuenta las propiedades de superposicién de los sistemas lineales

y(t) = Y s, ()= axH (sx) s, (t)
k=1 k=1

n
= ZakH (s) ekt
k=1

y el problema se reduce a conocer H (s) para cualquier valor de s € C.

Hemos comprobado que la respuesta de un sistema LTI para una exponencial compleja, viene dada
por el producto de la entrada y una funcién H (s) que solamente depende de s (y del sistema). La
funcién H (s) recibe el nombre de valor caracteristico o propio, mientras que la funcién exponencial et
es una funcion caracteristica o propia para los sistemas LTI. Conocer H (s) para s € C, nos permite
obtener la respuesta de un sistema a senales que son combinacién lineal de exponenciales complejas.

Veremos a continuacién que H (s) es la transformada de Laplace de la funcion h (t).

4.2 Transformada de Laplace

Comenzamos esta seccién con la definicién de transformada de Laplace de una senal en tiempo
continuo.

Definicién 4.1 Dada una serial en tiempo continuo, x (t), definimos su transformada de Laplace en

s € C, a la integral
o0

X (s) = / x(t) e stdt
—00
siempre que esta integral exista.

La notacién empleada para la transformada de Laplace de x (t) puede ser cualquiera de las siguien-

tes
z (t) <5 X (s)
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4.2. Transformada de Laplace 103

Observacion 4.2 A esta definicion de transformada de Laplace se la suele denominar bilateral para
distinguirla de la transformada unilateral que utiliza la semirrecta positiva como intervalo de integra-
cion y que definiremos en una seccidn posterior.

Ejemplo 4.3 Vamos a calcular la transformada de Laplace de la senal
x1 () = e *u (t)

donde u (t) es el escalon unitario en tiempo continuo y o € R.
Para calcular Xy (s), utilizamos la definicion de transformada de Laplace

X1 (s) = / e Stay (t)dt = / e Sty (t) dt = /eSteatdt = / e Hats) gy
—0o0 —0o0 0 —00
Integrando
1 —t(a+s) e 1 : —t(a+s)
Xi(s)=— e = (1—hme )
a—+s =0 a—+s t—o0

El limite existe siempre que Re (a+s) > 0 y en ese caso su valor es cero:

1
Xl(s):a—i—s Re (s) > —«

Por tanto la transformada de Laplace estard definida para los valores de s € C, que cumplan
Re (s) > —«

En el siguiente ejemplo se comprueba la importancia que tiene indicar el dominio donde estd
definida la transformada de Laplace.

Ejemplo 4.4 Calcularemos la transformada de Laplace de la senal
zo (t) = —e u(—t)

con o € R.
Para ello utilizamos la definicion de transformada de Laplace

00 00 0 0
Xa(s) = / e Stay (t) dt = / e (—e Mu(—t)) dt = — / e Stem Mt = / —e7Hots) gy
Integrando
1 =0 1
X, (8) _ eft(oHrs) — (1 — lLim 6t(a+s))
o+ s —oo Qts t——o00

El limite existe siempre que Re (a+s) <0 y en ese caso su valor es cero:

1
X2(8):a+s Re (s) < —«

La transformada de Laplace estard definida para los valores de s € C, que cumplan

Re (s) < —«
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104 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

Como se puede comprobar la expresiéon analitica para la transformada de Laplace es la misma
en ambos ejemplos, sin embargo, el dominio donde estd definida esta funcién es diferente para cada
caso, lo que demuestra la importancia de indicar junto con la expresién analitica de la transformada
el dominio donde esté definida.

Definicién 4.5 Se define la region de convergencia (ROC) de la transformada de Laplace de una
senal x (t) en tiempo continuo al conjunto de nimeros complejos para los que la integral es convergente.
Como x (t) estd definida en tiempo t, se dice que x (t) estd definida en el dominio temporal, mientras
que X (s) estd definida en el plano s.

Ejemplo 4.6 Calcularemos la transformada de Laplace de la funcidn
2 (t) = e ut) + e Hut) = w1 (t) + 22 (1)

Como veremos posteriormente la transformada de Laplace cumple la propiedad de linealidad, por lo
que la transformada de Laplace de una combinacidon lineal de senales es la combinacion lineal de
transformadas de Laplace, es decir:

X (s) = Xi(s) + X2 (s)

y teniendo en cuenta los ejemplos anteriores

1 1
X (5) =
(8) s—|—1+s—|—2

La ROC de X (s) son los valores de s para los que se puede calcular la transformada de Laplace, en
este caso como podemos calcular X (s) siempre que podamos calcular X1 (s) y Xa (s), es decir, s esté
en la ROC de X (s) y en la ROC de X2 (s), luego debe estar en la interseccion de ambas:

ROC X, (s) ={s€C| Re(s)>—1}

ROC X5 (s) ={s € C| Re(s) > -2}

luego

ROCX (s) = {seC| Re(s)>—-1}N{seC| Re(s) > -2}

= {seC| Re(s)>—1}

Las siguientes son un conjunto de proposiciones relacionadas con la regién de convergencia (ROC)
de la transformada de Laplace de una senal x (¢) en tiempo continuo.

Proposicién 4.7 La ROC de X (s) son bandas paralelas al eje imaginario en el plano s.

Proposiciéon 4.8 Si la transformada de Laplace de una serial es una funcion racional, entonces la
ROC no contiene ningtin polo.

Proposicién 4.9 Six (t) es de duracion finita y existe un sg € C, para el cual eziste la transformada
de Laplace, entonces la ROC de X (s) es todo el plano complejo C.
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4.3. Propiedades de la transformada de Laplace 105

Proposicién 4.10 Sea una senal x (t) una senal en tiempo continuo con la propiedad
x(t) =0,Vt <1y

(se dice que x (t) con esta propiedad es derecha). Si X (s) es su transformada de Laplace con R como
ROC y existe sg € C tal que Re(so) + it € R Vt € R, entonces

Vs:Re(s) > Re(sp) = s € R.
Proposicién 4.11 Sea una senal x (t) una senal en tiempo continuo con la propiedad
x(t) =0,Vt > 1T

(se dice que x (t) con esta propiedad es izquierda). Si X (s) es su transformada de Laplace con R como
ROC y eziste sy € C tal que Re(sg) + it € RVt € R, entonces

Vs:Re(s) <Re(sgp) = s€R.

4.3 Propiedades de la transformada de Laplace

Para las siguientes propiedades de la transformada de Laplace se supone su existencia para cada
senial utilizada dentro de su ROC y también se supone cualquier condicién de convergencia. Si z (t),
x1 (t), z2 (t) son senales en tiempo continuo, entonces X (s), Xi (s) y X2 (s) son sus transformadas de
Laplace respectivas.

4.3.1 Linealidad

La transformada de Laplace es lineal: Si 1 (¢) y 2 (¢) son dos funciones en tiempo continuo,
entonces: Vo, 3 € C

21 (1) <5 X1 (s) ROC= Ry
— axy (t) + Bra (t) <= aXi (s) + BXa2(s) ROCD Ry N Ry
22 (1) <=5 X5 (s) ROC= Ry

La demostracién de esta propiedad es trivial aplicando la definicién, ya que la integral es lineal.

4.3.2 Desplazamiento en el tiempo

Para x (t) senal en tiempo continuo y to € R, se cumple:

2(t) <55 X (s) ROC=R=>az(t—ty) <> e "™X(s) ROC=R

La demostracion de esta propiedad se efectia utilizando la definicién de transformada de Laplace
aplicada a x (t — tg) directamente y haciendo un cambio de variable bajo el signo de la integral.

4.3.3 Cambio de escala temporal
Para x (t) senal en tiempo continuo y a € R, se cumple:

x (t) <L>X(s) ROC = R = x (at) £ %X (2) ROC = R/a

La demostracion de esta propiedad se consigue aplicando la definicién y posteriormente un cambio
de variable en el que hay que distinguir entre valores de a > 0 y valores a < 0.
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106 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

4.3.4 Convolucién

Para x; (t) y z2 (t) sefiales en tiempo continuo, se cumple:

21 (1) <55 X1 (s) ROC= R,
— 2 (1) * 22 (£) <= X1 (s) - X2 (s) ROC D Ry N Ry

22 (1) <55 X (s) ROC= Ry

La regién de convergencia contiene a la interseccién de las dos regiones pero puede ser un conjunto
mayor; por ejemplo, si X (s) = % con ROC el conjunto {s € C| Re(s) > -2}y Xa(s) = ‘;’fr—% con
ROC el conjunto {s € C| Re(s) > —1}, el producto X (s) X2(s) = 1 estd definido para cualquier
valor de s.

En este caso la demostracion es més complicada, pero se obtiene sencillamente aplicando el teorema

de Fubini de intercambio de integrales.

4.3.5 Diferenciacién respecto al tiempo

Para x (t) senal en tiempo continuo derivable, se cumple:

2 (t) £ X (s) ROC:R:>dxd—f)<i>sX(s) ROC =R DR

La demostracién se obtiene aplicando la definicién de transformada de Laplace sobre 2’ (t) e inte-
gracién por partes.
4.3.6 Diferenciacién en el plano s

Para x (t) senal en tiempo continuo derivable, se cumple:

dX (s)
ds

v(t) £ X (s) ROC = R= —ta (t) <<

ROC =R

La demostracién se obtiene diferenciando bajo la integral directamente en la definicién de trans-
formada de Laplace.

4.3.7 Integracién en el dominio temporal
Para x (t) senal en tiempo continuo integrable, se cumple:

(1) <5 X (s) ROC:R;»g(t):/x(r)dréé)((s) ROC = R > RN {Re (s) > 0}

—00
La demostracion se obtiene aplicando la definicién de transformada de Laplace a g () e integracién
por partes.
4.4 Transformada de Laplace unilateral

Generalmente para sistemas causales, como los descritos por ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes junto con la condicién de reposo inicial, es mds importante o mas 1til utilizar
la llamada: Transformada de Laplace unilateral, que se obtiene integrando solamente sobre el eje
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4.4. Transformada de Laplace unilateral 107

real positivo, es decir, si z (¢) es una sefial en tiempo continuo, se define la transformada de Laplace
unilateral de x (t) y se denota por X (s), a

o0
X(s) = / 2 (t) et
0
Ejemplo 4.12 Calcula la transformada de Laplace unilateral de
tn—l
(n—1)!
En este caso como x, (t) = 0 para t < 0, las transformadas bilateral y unilateral coinciden.
Calculamos dicha transformada de forma recursiva.

xy (t) = e (t)

by b n—1 R
KXo (5) = / 2o (£) et = / (nt_l)!e—at e stdt = / e
0 0 0

integrando por parte con

tn—l tn—2
YT T =2
dv = e M)t = p = — ! (as)
o+ s
obtendremos
o0
tnfl 1 t=o00 1 tn72
X . —t(a+s) (a+5)dt
0
o equivalentemente
G B =
X, (s) = e t(ots) a+sX”_1(S)
: t=0
Por otra parte sin > 1
—1 t=o00 -1
L S | S A A S ()
(n—D'a+s t=0 t—oo (n—1)a+s

que existe solamente cuando Re (s) > —a y en ese caso vale 0, por tanto la ecuacion recursiva queda
como

1
Xn (8) = ot SXn_l (8)
y de esta forma
1 n—1
%6 = () Mo
quedando solamente por calcular el término X (s)
e o]

! —t(a+s) —t(a+s) 1
X (s) = (1_1)!6 dt= [ e dt:a—i—s
0 0

siempre que Re (s) > —a. Sustituyendo obtenemos la transformada de x,, (t)
1

)= ey
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108 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

Ejemplo 4.13 Calcula las transformada de Laplace bilateral y unilateral de la funcidon
x(t) =e Dy (¢4 1)
Utilizando la propiedad de desplazamiento en el espacio de la transformada bilateral:

z(t) <55 X (s) ROC=R=x(t—1tg) <= e X (s) ROC =R

y teniendo en cuenta que para

entonces como x (t) = x1 (t + 1), tendremos

e
X (S) - a—+ s
Para calcular la transformada unilateral aplicamos su definicion
' R S o0
X (s) = /:c(t) oSt — /e“(t“)u(t—i— 1) e stdt = /6a(t+1)estdt _ 6&/6t(a+s)dt
0 0 A a
e integrando
o
Y= a+ s

que como puede observarse es distinta a la transformada bilateral.

La mayor parte de las propiedades de la transformada unilateral son las mismas que las de la
transformada bilateral.

Una diferencia importante radica en la propiedad de la transformada de Laplace unilateral respecto
a la diferenciacién en el dominio temporal. Siz (¢) tiene por transformada unilateral a X (s), entonces si
x (t) es derivable, podemos intentar calcular la transformada de Laplace unilateral de 2’ (¢). Aplicando
la definicién a ' (t), e integrando por partes

/x’ (t) e stdt = x (t) e_St{Zgo + s/x (t) e stdt = 2 (0) + sX (s)
0 0

siendo
z(0) = lim z(t)

t—0t
y de forma similar para las siguientes derivadas.
En este caso es necesario conocer el valor de z (t) en el instante inicial.

4.5 La transformada inversa de Laplace

Una vez transformada un senal x (¢) y obtenida su transformada de Laplace (bilateral) podemos
regresar al dominio temporal mediante la transformada inversa. La férmula de inversién para la
transformada de Laplace bilateral es:

1

/ X (0 + iw) el )t qey
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4.6. Aplicaciones de la transformada de Laplace a sistemas LTI 109

siendo s = ¢ + iw, o mediante un cambio

o+ioco

1
x(t)=— X (s) e’tds
27
o—100
Integral que se calcula mediante integracién sobre contornos o mediante el teorema de los residuos,
aunque en nuestro caso utilizaremos la transformada de Laplace de funciones racionales.

4.6 Aplicaciones de la transformada de Laplace a sistemas LTI

Debido al comportamiento de la transformada de Laplace con la convolucién, podemos determinar
las respuestas de un sistema LTI, en términos de transformadas.
Sabemos que para un sistema LTI

y(t) =z () «h(t)

siendo h (t) la respuesta impulsiva del sistema, x (t) la entrada del sistema y y (¢) la respuesta del
mismo. Si utilizamos la propiedad de la convolucién para la transformada de Laplace

Y (s) =X (s) H (s)

siendo H (s) la llamada funcion de transferencia del sistema.

Muchas de las propiedades de los sistemas LTT estén asociadas a H (s). Por ejemplo si un sistema
LTT es causal entonces sabemos que h(t) = 0 V& < 0 y la funcién de transferencia estard definida
solamente a la derecha.

Segin la proposicién 4 relativa a la regién de convergencia; la ROC asociada a la funcién de
transferencia de un sistema causal con funcién de transferencia racional, serd todo el plano s situado
a la derecha del polo que esté més a la derecha.

Si el sistema es anticausal (h(t) = 0 Vt > 0), entonces la ROC para H (s), racional, es la parte de
la izquierda del plano s, que estd mds a la izquierda del polo que esté méds a la izquierda (con la parte
real mds negativa).

El inverso de estas propiedades no es cierto, es decir, una ROC que esté situada a la derecha del
polo mas a la derecha no garantiza que el sistema sea causal, s6lo que h (t) estd a la derecha.

La ROC también puede estar relacionada con la estabilidad del sistema. Para que un sistema sea
estable la ROC de su funcién de transferencia debe contener al eje imaginario.

La relacién de la ROC con la causalidad y la estabilidad conducen a la conclusién de que un sistema
LTT causal y estable con funcién de transferencia racional tiene todos los polos en el semiplano s con
5s<0

Ejemplo 4.14 Sea un sistema con respuesta impulsiva h (t) = e tu (t). La funcion de transferencia

asociada es 1
H = ROC =R -1
(5) Y C e(s) >

la region de convergencia contiene al eje tmaginario, luego el sistema es estable; y es derecha luego el
sistema es causal.

Ejemplo 4.15 Sea

H(s)= ROC = Re(s) > —1
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110 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

En este caso la ROC estd a la derecha del polo mas a la derecha, por tanto h (t) debe ser una funcion
derecha, es decir h(t) =0, para t < Tj.

Si recordamos ahora la propiedad de desplazamiento temporal. Veremos que la funcién h(t) cuya
transformada de Laplace es H (s) con su correspondiente ROC es

h(t)=e Dy (t+1)
que no es causal puesto que h (t) # 0 para —1 <t < 0.

Ejemplo 4.16 Sea la EDO
y () +3y(t) =z (t)

si aplicamos la transformada de Laplace a la ecuacion
sY (5)+3Y (s) =X (s) ©Y (s)(s+3) =X (s)
y por tanto

Y (s) 1
X (s) s+3

luego este método proporciona la expresion de H (s), sin embargo, no se obtiene su ROC. Para poder
especificar el sistema completamente hay que conocer alguna de sus propiedades, por ejemplo, si el
sistema es causal, entonces

ROC C{Re(s)> -3}

mientras que si es anti-causal

ROC C {Re(s) < —3}

En el primer caso

mientras que en el seqgundo

De forma general a partir de una ecuacién diferencial ordinaria lineal con coeficientes constantes
del tipo

dy(t) <N (i)
Zak dtk :ij dti

k=0 7=0

y aplicando la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuacién

N Mo
Z apstY (s) = Z bjs’ X (s)
k=0 Jj=0

y de este modo
ZM ;

chvzo aj sk

pero no tenemos informacién de su ROC, solamente a través de las propiedades del sistema.
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4.7. Anadlisis de Fourier en tiempo continuo 111

Ejemplo 4.17 Sea el sistema
y' () +3y (1) + 2y (t) = = ()

Junto con las condiciones iniciales

y(0) = 3

y(0) =5

y sea x (t) = 2u (t). Calcula utilizando la transformada de Laplace la respuesta del sistema.
En este caso es mds util aplicar la transformada de Laplace unilateral. Por una parte tenemos que

X(s)= 2

y aplicando la Transformada de Laplace unilateral a la ecuacion

{2V (5) = sy/(0) — 4/ (O} +3 {57 () ~ y (0)} + 25V (5) = 2

Agrupando

2 2 g4 9
y(s){82+35+2}:;+38+4:33—‘r—5+

y despejando Y (s)
32 +4s+2 1 1 3
V(5) = s(s2+354+2) s s+1 +s+2
donde hemos descompuesto en fracciones simples.
Sabiendo que

1

z(t)=e Mu(t) = X(s) = P

entonces
y(t) = e %u(t) — e u (t) + 3e u (t) = [1—et+ 3e‘2t] u(t)

4.7 Analisis de Fourier en tiempo continuo

Un caso particular de las funciones exponenciales complejas, que como se ha comprobado son
funciones caracteristicas de los sistemas LTI son las funciones exponenciales de la forma

z(t) = et wyeR

que tienen una gran importancia en el estudio de las senales periédicas en tiempo continuo.

4.7.1 Representacion de senales periddicas: series de Fourier en tiempo continuo

Recordemos aqui que una sefial periédica en tiempo continuo x (t) viene caracterizada por la
existencia de un niimero real positivo T # 0 de forma que se cumple la propiedad

z(t)=x(t+T) VteR

siendo Tp el periodo fundamental el menor de estos valores y

2

Wy = —
1o
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112 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

su frecuencia fundamental.
También se definié la familia de funciones uniparamétricas

by (1) = ekt ke z

relacionadas arménicamente y con periodo comin Ty = ‘Z—’;‘ Una combinacién lineal de exponenciales
de este tipo de la forma

o0
x(t) = Z apeikwot

k=—o00

que también serd periédica de periodo Tj.
El término k£ = 0 es un término constante. Los términos k = 1y kK = —1 tienen periodo fundamental
Ty y se conocen como componentes fundamentales del primer arménico. En general los términos & y
—k tienen el mismo periodo fundamental Ty/k y se denominan componentes del k—ésimo arménico.
La representacién anterior se denomina representacion en series de Fourier de una senal periddica.
Con esta representacion para z (t), la salida de un sistema LTI para esta entrada serd

y(t) = Z are® Ot H (ikwo)

k=—o00
siendo -
H (ikwyp) = / h(s) e #wosds

de esta forma los coeficientes ay, de la senal x (t) se transforman en apH (ikwo) para y (t).
Ejemplo 4.18 Sea

3
T (t) — Z akeik27rt

k=-3
con
apgp = 1
1
a; = CL,1:Z
1
as = a_2:§
1
(e} = a_-3 =7
3 3 3

entonces, para un sistema LTI cuya respuesta impulsiva es:
h(t) = e tu(t)
la respuesta y (t) que da el sistema para la entrada x (t) es
3
y(t) = Z are®* H (ik2r)
k=-3
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4.7. Anadlisis de Fourier en tiempo continuo 113

stendo
0o ) 0o
H (i2wk) = / e Su (s) e RS ds = /eseiw”ds = /65(1+2k”)ds =
—00 0 0
1 —s(i2nky [T _ 1
1+ 27k s=0 1+ 27wki

siendo entonces el valor de y (t)

3
Ik ik2mt
t) =
v () kz_3 1+ 2mki*

Senales reales y series de Fourier

Si x (t) es una senal real entonces coincide con su conjugada

y por tanto

x(t) = Z apetot = T (t) = Z apethwot — Z apeikwot — Z ape ot

y de ahi

Es posible expresar z (t) como

oo oo
r(t) = ao+ ) (akeikwot + afkefikw°t> =ao+ Y (akeikwot + a_ke”'k"’ot)
k=1 k=1

00 o0
= ag+ Z 2Re (akeik”°t> = ap + 2 ZAcos (wot + 01)  ax = Age®*
k=1 k=1

4.7.2 Determinacién de la representacién en serie de Fourier de una senal periédi-
ca

Suponiendo que una senal periédica z (t) puede ponerse como representacion en series de Fourier,
habré que calcular los coeficientes aj de la misma. Supongamos que z (t) es una senal periddica que
admite esta representacién, es decir

o
x(t) = Z ekt

k=—00

siendo wq la frecuencia fundamental.
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Si ahora multiplicamos a ambos lados de la igualdad por e~™°! obtenemos

o9
T (t) e—inwot _ § : akeikwote—inwot

k=—o00
y si ahora integramos ambos miembros sobre un periodo completo, por ejemplo entre 0 y Ty, obtenemos

TO TO

oo
/.I’(t) e—inwotdt :/ Z akeikwote—inwotdt

0 0 k=—o0

Bajo ciertas hipétesis de convergencia podemos suponer que se pueda hacer el cambio entre el suma-
torio y la integral

To o T o Ty
/a7 (t) efinwotdt — Z /akeikwoteinwotdt — Z a / ei(kfn)u.)gtdt
y para calcular las integrales dentro del sumatorio distinguimos dos casos:
1. Caso k=n
To To
/ ellk—mwot gy — / 1dt = Ty
0 0
2. Caso k#n
To
6i(k—n)w0tdt — 1 eiwot(k—n) t=To
iwo (k —n) t=0
0
pero e@ot(k=n) og periddica de periodo Tp = e™@00(k—n) — giwoTo(k—n) — T g integral se anula.

Es decir, solamente hay un término no nulo en el sumatorio de la parte derecha de la expresién

To
/:U (t) e~ "ot dt = a, Ty
0
y despejando
To
an = Tio x (t) e oty
0

En general y debido a la periodicidad de z (t) los coeficientes aj se podrian obtener integrando
sobre cualquier intervalo de longitud Ty y lo expresamos como:

1

= — z (t) e~ thwotdt
To )i (t)

ag

Esta ecuacién se denomina de andlisis, mientras que la expresién

es la ecuacién de sintesis, ya que reconstruye la senal z (t) a partir de los coeficientes ay. Estos
coeficientes reciben el nombre de coeficientes de Fourier o coeficientes espectrales.
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Ejemplo 4.19 Calcula los coeficientes de Fourier de la siguiente senal
x (t) = sen (wot)

Solucién: Para encontrar los coeficientes espectrales seria suficiente con aplicar la ecuacién de
andlisis, pero en este caso es mas sencillo utilizar la férmula de Euler, para obtener

6iw0t _ 6—iw0t 1 . 1 .
x (t) = sen (wot) = —————— = —ewol _ _ p—iwot
®) (wot) 2i 2 2i
de esta forma

1
ap = —
! 2i

1

a_] = ——

! 2i

ap = 0 VE#1,-1
Ejemplo 4.20 Calcula los coeficientes de Fourier de la siguiente senal
x (t)) =1+ sin (wot) + 2 cos (wot) + cos (2w0t + %)

Solucién: Podemos utilizar de nuevo la ecuaciéon de Euler para expresar la senal como

iwot _ g—iwot  giwot 4 g—iwot  gi(2w0t+F) _ o—i(2wot+])
x(t)=1+ % +2 5 + 5

y reagrupando

1

x(t):1+<1+2i

) eiwot + <1 - QL) e—iwot + %eiﬂ'/éleﬁwot + %6—1'71'/46—1'2:»015
2

y tendremos

apg = 1
1
= 1+ —
“ < M 21')
1
o= (1-=
= (1-3)
1 .
as = 56z7r/4
1 .
a_y = 56 im/4
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Ejemplo 4.21 Calcula los coeficientes de Fourier de la siguiente senal
1 |t| <1
2(0) = -

0 T1<|t|<2

definida sobre un periodo [—To/2,Ty/2]

Solucién: En la figura 4.1 vemos una representacion gréfica de esta senal.

05

‘ T ‘ T T
T T2 T, 0T T2 T

05

Figura 4.1: Funcién periédica del ejemplo 4.21

Si utilizamos la ecuacién de anélisis para calcular los coeficientes de la serie de Fourier:

T0/2 Tl
1 . 1 :
ag = T / x (t) e~ thwotgy — T /  (t) e~ thwot gt
7T0/2 _Tl
en este caso

2
Wy = —
0 T,

Calculamos en primer lugar el caso k =0

T
1 2T:
ag = ?O / 1dt = Tol

_Tl
y ahora el caso k # 0
T
=T
1 —ikwot 1 1 t=T) . } |
T ‘ Ot = o (e = — (e tkwoTy elkon1>
k TO TO iku)() t=—T, ikTowO
-Ty
o T kT
= ; (eikWOTl . eiikonl) _ 2 (el woTy _ p—ikwo 1)
oo ikTowo 2
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2 (eikonl o e—ikonl)

/{ITQLUQ 21 /{ITQLU() Sln( o 1)
o 2 . . sin (kaTl)
= 5o sin (kwoTy) = p

4.7.3 Aproximacién de senales periédicas usando series de Fourier

Si consideramos la serie de Fourier de una senal periédica truncada hasta el término N—ésimo, es

decir
N .
oy (t) = ) apeo!
k=—N
podemos definir el error de aproximacién como
N .
en(t)=z(t) —an(t)=x(t) — Z apekwot
k=—N

y podemos definir el error cuadrético
Ex = / e (8)[ dt = / en ()% (t) dt
[To] [To]

como una medida cuantitativa del error producido por este truncamiento, notar que es la energia de
en (t)
La eleccién de los coeficientes de la forma

1

= — z (t) e~ hwotdt
T Ju (t)

a

minimiza este error, es decir, si tenemos una senal definida como

N
En(t) = ) bpeot
k=N

entonces
lz (@) — 2y (O] < |z () —Zn @)]]

para cualquier valor de N.
Los criterios que se deben cumplir para que una senial periédica tenga representacién en series de
Fourier son las llamadas condiciones de Dirichlet.

Condicién 1 de Dirichlet: La senal z (¢) debe ser absolutamente integrable sobre cualquier periodo,

es decir
/ & (1)) dt <
[To)

Esta propiedad garantiza que los coeficientes ax sean finitos

1 /  (t) e~ ot gr| < 1 / !
To (To] To (To]

dt = — |z (t)] dt < oo

) e*’iku)ot
To Jimy)

|ag| = x(t
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La senal definida en la figura 4.2 no cumple esta condicién y no tendria representacién en serie
de Fourier

Figura 4.2: Violacién de la condicién 1 de Dirichlet.

Condicién 2 de Dirichlet: La variacién de z (t) en cualquier instante finito de tiempo estd acotada,
i.e., hay un numero finito de maximos y minimos en cada periodo. Por ejemplo la senal

x(t)zsin(f—ﬂk) E<t<k+1

dada en la figura 4.3 no tiene representaciéon en series de Fourier, aunque cumpla la primera

condicién de Dirichlet, ya que
1 1
/ sin<21>‘dt§/ 1dt =1
0 t 0

sin embargo, tiene un nimero infinito de minimos y méximos dentro de cada periodo.

11
0ar N
06

0.4

0.2

02k
04k

0B

08}

Figura 4.3: Violacién de la condicién 2 de Dirichlet.
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Condicién 3 de Dirichlet.- En cualquier intervalo finito hay un nmimero finito de discontinuidades
y todas son de salto finito. Por ejemplo la senal

1 8 8
x(t):{Q_n te[anabn]: 4_W,4+W n=20,...

representada en la figura 4.4

Figura 4.4: Violacién de la condicién 3 de Dirichlet.

Las senales que no cumplen las condiciones de Dirichlet son en general funciones “patolégicas” y
no serdn importantes en el estudio de senales y sistemas.

Por otra parte la identificacién de x (t) con su serie de Fourier, no es una identificaciéon punto a
punto, sino que la energia que hay en la diferencia de ambas senales tiende a 0, es decir

lim En(t) =0

—00

4.7.4 Representacion de senales no periédicas: transformada de Fourier en tiempo
continuo

Sea una senal x (t) de soporte compacto (o de duracién finita), es decir

X (t) =0 Vt ¢ [—Tl, Tl]

como la de la figura 4.5
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x(t)

}

05

e

(05

Figura 4.5: Senal en tiempo continuo de soporte compacto.

y consideremos la senal periédica

) =a(t—nTy) te [(n— %) T, <n—|—%) To]

que como puede apreciarse en la figura 4.6 es una extensién periédica de la senal z (t).

X(t)

05

P

tlis

Figura 4.6: La extensién periédica 7 (¢) de la senal x (t).

Como 7 (t) es periédica podemos calcular sus coeficientes de Fourier mediante las férmulas de
sintesis y analisis

o
z(t) = Z apetFeot
k=—o00
To/2
1 _ .
ar = T T (t) e~ thwot gt
—To/2

Como T (t) = x (t) en el intervalo [-Tp/2,To/2] y ademés z (t) = 0 Vt € [-T1,T1], los coeficientes ay,

©SPH



4.7. Anadlisis de Fourier en tiempo continuo 121

puede expresarse como

1 Tr 1 [e’s)
ar = T x (t) e~ hwot g — T x (t) e~ tkwot gy

—T1 —0o0

y si definimos la funcién X (w) como

X (w) = / z(t)e @t YweR (4.1)

—0o0

obtenemos

1
a = ?OX (kwo)

y por tanto

oo

F(t) =7 > X (kwp) et
k=—o00

2r

tomando Ty = oo

o0

Z woX (kwg) etkwot

k=—o00

1

Si ahora hacemos Ty — oo, la senal periédica x (t) se aproxima a la senal original x (¢). Mientras que
por otra parte (y bajo condiciones adecuadas de convergencia) la suma se transforma en una integral

y obtenemos
(0.9}

z(t) = % / X (w) e“tdw (4.2)

que junto con la ecuacion 4.1 forman el par de transformadas de Fourier, siendo X (w) la transformada
o integral de Fourier de x (t) y que denotamos por

La ecuacion 4.2 es la férmula para la transformada inversa de Fourier.
Es posible relacionar la transformada de Fourier con la transformada de Laplace:

oo

L) (s) = / 2 (t) e*tdt

—0o0

y por tanto

Ejemplo 4.22 Calcula la transformada de Fourier de la siguiente senal en tiempo continuo:
r(t)=eu(t), a>0
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Solucién: Aplicando la definicién

oo [e.0]

X(w) = / z(t) e Whdt = / ey (t) e Widt =

—0o0 —00

o]
— / efatefzwtdt
0
o]

— /e—t(a+iw)dt
0

— —1 e—t(a—i—iw) ‘t:oo
o+ ww t=0
1 . (o
= (1 — lim e (0‘““")>
o+ iw t—o00
B 1
 a+iw

Ejemplo 4.23 Calcula la transformada de Fourier de la siguiente senal en tiempo continuo:

i (t) e ei|t‘
Solucién: Aplicando la definicién
X ((,U) = / X (t) eiiwz‘/dt = / 67‘t|67i‘l-’tdt —
- / Mt + /etei“’tdt
% 4
0
— / e (1*7,(./-))dt + /et(1+’iw)dt
o 4
— 1 H1—iw) ‘t:(’ -1 i) ‘t:
1- ZCU t=—00 1 + ZCU t=0

1 . iw 1 . —t(ltiw
= - <1 — lim e )> + — (1 — lim et:(() ))

1—w t——o0 1412 t—o00
B 1 N I (I+iw)+(1—iw) 2
1—iw 14iw 1+ w? 14 w?

Ejemplo 4.24 Calcula la transformada de Fourier de la siguiente senal en tiempo continuo:
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Solucién: Aplicando la definicién

X (w) = / 2 (1) e tdt = / § () e~ it = 2 (0) = e~ — 1

Ejemplo 4.25 Calcula la transformada de Fourier de la siguiente senal en tiempo continuo:

1 —T1<t<T1
z(t) =

0 resto
Solucién: Aplicando la definicién
[e’e) Ty
X (w) = /x(t) et = /e_i“’tdt:

1 efiwt{t:Tl
— W t=—T1
_ 1 (e—inl _ e—iw(—Tl))
—w
1, .
- (eszl

T
W ¢ 1)

2sen (wT7)
w

Ejemplo 4.26 Considera la senal x (t) cuya transformada de Fourier estd dada por

1 W<<w<W
X (w) =
0 resto

squien es x (t)?

Solucién: Para calcular x (t) utilizaremos la férmula de la transformada inversa de Fourier dada
en la ecuacion 4.2

17 L
- X wt - wt
x (t) o (w) e"*dw o /e dw
—0 -W
1 6iwt w=W
2 At |y
1 oWt _ (=Wt
- o it
~ sen (Wt)
N Tt
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4.7.5 Convergencia de la transformada de Fourier

Si tenemos una senal z (¢) en tiempo continuo, podemos plantearnos el cdlculo de su transformada
de Fourier segin la férmula 4.1 y nos preguntamos en qué condiciones la funcién

1 7 .
B(1) = o / X (w) et du

se aproxima a x (t), es decir, bajo que condiciones la integral

/|e(t)|2dt—>0

siendo
e(t)=x(t)—z(t)

Estas condiciones, al igual que las de existencia de la serie de Fourier de una senal periédica, se
denominan condiciones de Dirichlet y son:

Condicién 1.- La senal z (t) es absolutamente integrable, es decir,
oo
/ e ()] dt < oo
—OoQ

Condicién 2.- El nimero de méximos y/o minimos es finito en cualquier intervalo de longitud finita.

Condicién 3.- El nimero de discontinuidades en cualquier intervalo de longitud finita es finito y
todas las discontinuidades deben ser de salto finito.

4.7.6 Senales periddicas y la transformada de Fourier

Sea T (t) una senal periédica de periodo Ty. Podemos definir entonces la funcién de duracion finita

T T
Z(t) —iogtgio
xy (t) =

0 resto

y podemos calcular la transformada de Fourier de z (¢) mediante la férmula 4.1 y ademds podremos
calcular los coeficientes de la serie de Fourier asociada a T (t):

Ty /2 Ty/2
— 1 ~ —ik‘th _ 1 —ikat
ar = T / T(t)e dt = T x1(t)e dt
~Ty/2 ~Ty/2
i 1
= = t)e ot = — X, (k
T zy(t)e T 1 (kwo)

—0o0
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Sin embargo los coeficientes se pueden integrar sobre cualquier intervalo de longitud T y en general
Vs € R, si T (t) es periddica con periodo Ty entonces definimos x5 () como

T(t) s<t<s+1Tp
zs (t) =
0 resto
y los coeficientes serdn en este caso

1
= — X, (kw
a To ( 0)

cualquiera que sea el valor de s.
En general ocurrird

X (W) # X5, (w)

con s1 # So; pero si es cierto que
X51 (kwo) = XSQ (ka) Vk € Z
Veamos un ejemplo para ilustrar esta propiedad.

Ejemplo 4.27 Consideremos de nuevo la senal periddica de periodo Ty, que definida sobre el intervalo
[—T0/2,T0/2] estd definida como:

1 - <t<Ty
T(t) =
0 resto
y que estd representada en la figura 4.7
2
15
1
0.5
0 T T T T T
TU TDJZ ) ] ] TDIZ TU
-0.5
-

Figura 4.7: Senal periddica 7 (t) del ejemplo ?7.

Definimos dos senales x1 (t) y x2 (t) a partir de T (t) evaluada en dos periodos diferentes.
La definicion de x1 (t) es (figura 4.8)

z (t) —% <t< %
x1(t) =

0 resto
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X, (8

05

n
.
)

_—
=

_—
an
r

T
"o

(05

Figura 4.8: Senal z; (t) del ejemplo 4.27.

Mientras que la definicion de xo (t) es (figura 4.9).
t) 0<t<T

T2 (t) =
0 resto
)
X0
15
1 i i
1 1 1 1
1 1 1 1
05 1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
I 1 I I
0 —
0 T1 TD:‘Q TfTD TD
05
4l

Figura 4.9: Senal x5 (t) del ejemplo 4.27.

Si calculamos la transformada de Fourier para 1 (t) y x2 (t) mediante la ecuacion 4.1. Para x1 (t)
obtenemos

oo To/2
X1 (w) = / x1 () e Whdt = / e Whdt
—0o0 —T()/2
T _
_ / it gy _ 2sin (WT1)
w
-7
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mientras que para xo (t)

[e’e) Ty
Xo (w) = /xg (t) ei“’tdt:/ei“’tdt
—00 0
T To
= / et + / e “tdt
0 To—T1
1 —iwT L i(To-T —iwT,
:'_(1_61501)_’_'_(6140(0 1)_ezwo)
w w
1 —iwT" L —iwmy (iwT
:_—(1—62“)1)-}-_—6 zwo(ezwl_l)
w 1w

_ ie—in1/2 (ein1/2 _ e—inl/z) i 'ie—iw(Tg—Tl/Q) (einl/z _ e—inl/z)

W W

e 2 sin <w_ﬂ> {67’L’WT1/2 + efiW(TO*Tl/Q)}
w 2

y en general ocurre
X1 (w) # X2 (w)

Sin embargo para w = kwg

2sin (kwoTh)
X (k = 7
1( WO) ko
2 kwoT . )
X2 (kwo) _ kwo sin < (.d;) 1) {e*’LkUJOTl/Q + e*lkUJO(Tole/Q)}

En la dltima expresion y como woly = 21 =
ka (T(] — T1/2) = kono — kaTl/Q = 2rk — kaTl/Q

y por tanto

e—ikwo(Tg—Tl/Q) — e—i(Qﬂ'k‘—k‘onl/Q) e—i?ﬂ'k‘eikonl/Q — eik‘onl/Q

y por tanto

2 T ) .
X (o) = . sin (kwo 1) {6—zkw0T1/2 + 6zkon1/2} _
wo 2

_ 2 sin hwoTh 2 cos hwolh ) _
 kwo 2 2 B

2
= oo sin (kwoT1) = X1 (kwo)

4.7.7 Transformada de Fourier para senales periédicas

Sea x (t) una sefnal en tiempo continuo cuya transformada de Fourier, X (w) es
X (w) =276 (w — wp)
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Si queremos determinar x (t) utilizamos la formula de la transformada inversa correspondiente para

obtener o
1 . )
—_ 9 o wt —_ wwot
x (t) 5 / 6 (w — wp) €“'dw = e
donde se ha utilizado la expresién
2 (t) = / ()68 (t — s) ds

valida para cualquier sefial en tiempo continuo.
De esta forma si X (w) es una combinacién lineal de impulsos equidistantes, i.e.

X (w) = i 2magb (w — kwy)

k=—o0

entonces aplicando el resultado anterior

que representa la serie de Fourier de una senial periédica. Es decir, la transformada de Fourier de una
senial periédica con coeficientes {ax} puede ser interpretada como un tren de impulsos que ocurren a
las frecuencias arménicamente relacionadas.

Ejemplo 4.28 Si
sin (kaTl)

wk
y la senal

[e.o]
x(t) = Z apeikwot

k=—o00

entonces su transformada de Fourier es

X (w) = i Mé(w — kwo)

k
k=—o00
Ejemplo 4.29 Sea la senal
1 . 1 .
x (t) = sin (wot) = 2—@,6“‘”/ ~ 5 Tt

entonces su transformada de Fourier es

1 1
X (w) = QWEé (w—wo) — QWZé (w~+ wo)

= %6(w—wo) - %6(w+wo)
= 7 (w+wp) — mid (w — wp)
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Ejemplo 4.30 Dada la senal

x(t) = i 6(t—KkT)

k=—oc0
si calculamos los coeficientes ay
T
_ 1 —ikwot _ 1
ak—T/é(t)e dt—T
=T
y su transformada de Fourier es
X (w) = Z 2mab (w — kwo) = Z ?6 (w — kwo)
k=—0oc0 k=—00
como
27
wo = ?
27 2wk
k=—00

4.8 Propiedades de la transformada de Fourier en tiempo continuo
De acuerdo con la notacién elegida para la transformada de Fourier de una senal continua:
F(x (1))
indicamos el par de transformadas de Fourier como:

z(t) <2 X (w)

y podemos expresar y demostrar las siguientes propiedades para la transformada de Fourier en tiempo
continuo. Estas propiedades pueden demostrarse facilmente teniendo en cuenta la relacién que existe
entre la transformada de Fourier y la de Laplace.
4.8.1 Linealidad
Dadas dos senales en tiempo continuo 1 (t) y x2 (t) entonces:
F

I (t) — X1 (w)

= azi () + B2 (t) < aX; (W) + BX; (w)

2 (1) <2 Xo (W)

4.8.2 Simetria
Si z (t) es una senal en tiempo continuo, i.e., x (t) € R, Vt, entonces
X (~w) = X (w) (Simetrfa conjugada)
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. ze (1) <7 Re {X ()}
z(t) «— X (w) <=

o () 2 iTm { X (w)}
Su demostracién es sencilla. Para la propiedad de simetrfa conjugada tenemos por una parte

(e 9]

X (—w) = /x(t) etdt
y por otra
X(w) = / 2 (1) eiwtdt = / 7 (1) et
= / T (t) - e~widt = / T (t) - e™tdt

y como z (t) € R

tenemos la igualdad buscada.
Para demostrar la segunda propiedad calculamos directamente las transformadas de Fourier de la
parte par e impar de la sefial z (¢). Por su definicién:

Fla(t) = 735 (t) et = 7%{35 (t) + o (1)} et
= 7 {%x (t)e ™t + %x (1) e—iwt} dt
- 7 %x (t) e ™'dt + 7 %:c (—t) e ™“tdt

Hacemos el cambio de variable —t = s en la segunda integral para obtener

1 T
Fae ) = 5X @)+ [ go(s)e (—dy
intercambiando los extremos de integracién
1 r 1 WS
F(ze () = §X (w) + / 5% (s)e™?® (ds)
1
= =X (w) + §X(—LU)

©SPH



4.8. Propiedades de la transformada de Fourier en tiempo continuo 131

y teniendo en cuenta la propiedad anterior
Flre) = 35X (@) +5X ()=

= Re(X(w))

Del mismo modo se prueba para la transformada de la parte impar de la senal.

4.8.3 Desplazamiento en el tiempo
Para una senal en tiempo continuo y tg € R

2(t) o X (w) == 2(t—ty) <1 e @ X (w)

La demostracion es idéntica a la propiedad de desplazamiento vista para la transformada de Laplace.

4.8.4 Diferenciacion

Para un senal z (¢) en tiempo continuo que sea diferenciable se puede establecer la siguiente pro-
piedad respecto a la transformada de Fourier de su derivada:

2(t) Lo X (W) e Z—f(t)LM(w)
4.8.5 Integracion

Para una senal z (¢) en tiempo continuo que sea integrable se puede establecer la siguiente propiedad
respecto a la transformada de Fourier de su funcién integral:

2() I X (@) s [ x(s)dsLiX(w)ﬂX(O)a(w)

—00

4.8.6 Cambio de escala en tiempo y frecuencia

Dada una sefial en tiempo continuo z (¢) y un valor a € R podemos obtener las relaciones entre la
transformada de Fourier de z (t) y la transformada de Fourier de la funcién escalada.

2 () I X (@) = w(at) Lo ri'X (2)

4.8.7 Dualidad

Debido a la simetria de las expresiones del par de transformadas de Fourier, tendremos la siguiente
propiedad de dualidad, que nos facilita el calculo de algunas transformadas

g(t) L flw) = ft) L 2mg(~w)

Por ejemplo dada la senal en tiempo continuo
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132 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

si tenemos en cuenta que la transformada de Fourier de

g(t)y=e"
es 9
es decir

z(t)=f(t)
entonces

4.8.8 Convolucién

Una de las propiedades méis importantes de la transformada de Fourier en el analisis de sistemas
LTT es su efecto sobre la operacién de convolucién. Para obtener esa relacién consideremos un sistema
LTT con respuesta impulsiva h (t) y supongamos que queremos obtener la respuesta y (¢) del sistema
para la entrada x (). Como el sistema es LTI la respuesta y (t) estard relacionada con la entrada z (¢)
a través del producto de convolucién de esta con su respuesta impulsiva h (t)

oo

y(#) =2 (8) () = /x(s)h(t—s)ds

—0o0

Si existe la transformada de Fourier X (w) y H (w) de las sefiales x (t) y h (t) respectivamente, entonces
es posible calcular la transformada de Fourier de y (t) como

Y (w)=X(w)H (w)

La funcién H (w) se denomina respuesta en frecuencia del sistema.
La demostracion se realiza actuando sobre la propia definicién del producto de convolucion.

Y (w) = 7y(t) e Whdt = 7 7x(s)h(t— s)ds | e ™t
— 7 795(3)]1(15— s) e “tdsdt

intercambiando el orden de integracién y teniendo en cuenta que z (s) no depende de ¢

Y (w) = / x(s) / h(t—s)e “tdt | ds
realizamos el cambio de variable t — s = r
Y (w) = / x(s) / h(r) e 6 dt | ds
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4.8. Propiedades de la transformada de Fourier en tiempo continuo 133

e o] e o]

. 4 e 4 () e e T dr | ds
_ Z<> _thew i
_ _Zw) i () ds

R -

- rxw

Es importante observar que la respuesta en frecuencia H (w) no puede ser definida para cualquier
sistema LTT.

4.8.9 Relaciones de Parseval
Teorema 4.31 (Relacién de Parseval) Para un par de transformadas de Fourier

z(t) <2 X (w)

/|x(t)|2dt:% / X ()2 dow (4.3)

1
= =3 el (1.4

[TO k=—o00

se cumple

y si x (t) es periddica entonces

siendo [To] cualquier intervalo de longitud T

Demostracion: La demostracion de 4.3 se realiza directamente utilizando la transformada de
Fourier:

7!x(t)!2dt = jw(t)ﬁdtzjx(t) %7X(w)eiwtdw dt
= 735( 27r/X Jeitdw | dt = / /X e “dw | dt

intercambiando el orden de integracién (Teorema de Fubini)

7'5‘7(’5)'2‘” % 7% fx(t) e it | dw = i 7
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134 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

1 o0
= — [ |X(w)]d
5 [ X @R
—00
Para demostrar 4.4 probaremos en primer lugar el siguiente resultado previo.

Lema 4.32 Dadas dos senales periddicas x (t) e y (t) con el mismo periodo Ty y cuya representacion
en series de Fourier son

oo
x(t) = Z apettwot

k=—o00

y(t)= Y breot

k=—o00

entonces la representacion en serie de la senal

z(t) =z (t)y(t)

es
oo
z(t) = Z cpetkwot
k=—o0
siendo
o0
cp = Z anbg_n
n=—00
Demostracién: Como z (t) e y (t) son senales periddicas con el mismo periodo Ty (wo = QT—E)

podemos comprobar facilmente que z (t) =  (t) y (¢) también es periédica del mismo periodo:
S+ To) = x(t+To)y (t+To) =2 () y (1) = = ()

y por tanto tendra un representacion en series de Fourier de la forma

o0
z(t) = Z cpetkwot

k=—00
donde los coeficientes ¢ se calculan usualmente
1

= — 2 (t) e~ thwot gy
T Ji (t)

Ck

utilizando la definicién de z (t) y que z (¢) admite representacién en series de Fourier tendremos:

o0
ck = L z (t)y (t) e *wotgr = 1 / ( Z aneinw°t> y (t) e~ tkwot gy
To Jimy To Jimy) \ 2=
intercambiando el sumatorio y la integral (siempre que exista convergencia)
> 1
c = Z an? / glnwoty (t) e~ thwot gt

n=—00 0 J[To]

> 1
= 2 m (T / y (1) e"'("“‘”)”(’tdt>
n=—00 0 J[To)
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y la expresién entre paréntesis es el coeficiente by_,, de la representacion en series de Fourier de la
senal y (t)

oo

k=Y anbpp

n—=—oo

tal y como queriamos demostrar.

La demostracién entonces de 4.4 es ahora muy sencilla. Si tomamos x (t) =z (t) e y (t) =z (t) en
la proposicién anterior.
Por una parte los coeficientes de z (t) son

00 00 00
T (t) — E aneinwot — § meinwot — § me*mwot
n=-—0co n=—0co n=-—00
y haciendo el cambio n = —k
0o 0o
T (t) — § /‘ meikwot _ § /‘ bkeikwot
k=—00 k=—00

luego

o0 o0
Ck = E anbg—pn = E A pn g
n—=—oo n—=——oo
y si tomamos k =0
o0 oo
_ Z — Z 2
o = anQp = |CLn|
n=-—00 n=-—00

pero ¢g es el primer coeficiente de la serie de Fourier de z (t), esto es

1 1 — 1

. o == z ()2 dt
To [To] To [To] To [To}‘ 2

€o

y se obtiene la igualdad de Parseval para senales periédicas.

4.9 Transformada de Fourier y sistemas descritos mediante EDO’s

Gracias a la linealidad de la trasformada de Fourier, si aplicamos dicha transformada a una EDO
lineal con coeficientes constantes de la forma

N M
d*y () dkx (t)
Z Ak atk Z by dtk
k=0 k=0
obtendremos
N M
d*y () d*x (t)
4 <x§o Wt | =5 I;Ob’“ ik
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136 Capitulo 4. Transformadas de Laplace y Fourier en sistemas LTI

S (T40) - S n (M0

k=0

y por las propiedades de la transformada de Fourier con la derivacién

N M
>k (W) Fy (1) = be (iw)* F (2 (t)
k=0 k=0

de donde

y despejando Y (w)
D img be ()"
Sohso an (i)

y empleando las propiedades de la convolucién y de los sistemas LTI obtenemos

Y (w) =X (w)

H (w) — Z]k\/[:O bk (’Lw)k

4.5
A g (i) -

que es la respuesta en frecuencia del sistema.
De la ecuacién 4.5 obtenemos que H (w) es una funcién racional, es decir, un cociente de polinomios
en (iw).

Ejemplo 4.33 Consideremos el sistema LTI con la condicion de reposo inicial y caracterizado me-
diante la EDO

y (1) +ay(t) =z (t)

con a > 0. La respuesta en frecuencia para este sistema se obtiene facilmente a través de la expresion

4.5

H) = G

La funcion H (w) es la transformada de Fourier de la funcion e=%u (t). Entonces la respuesta impul-
siwa del sistema es

h(t) = e %u(t)

Ejemplo 4.34 Consideremos el sistema LTI con la condicion de reposos inicial y caracterizado me-
diante la EDO

y' (1) +4y (1) + 3y (t) = 2’ (t) + 22 (¢)
En este caso y a partir de la ecuacion 4.5 obtenemos la respuesta en frecuencia del sistema

(tw) +2
(iw)? + 4 (iw) + 3

H(w) =
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4.9. Transformada de Fourier y sistemas descritos mediante EDQO’s 137

Para determinar la respuesta impulsiva h(t) del sistema a partir de su respuesta en frecuencia hay
que calcular la transformada inversa de H (w). Para ello desarrollamos en fracciones simples

1/2 1/2
H —
W=Zr1twrs

que rapidamente nos lleva a la conclusion de que

h(t) = %e‘tu (t) + %e‘gtu (t)

Ejemplo 4.35 Consideremos el sistema del ejemplo anterior y supongamos que queremos encontrar
la respuesta del sistema para la entrada

x(t) = e u(t)

Utilizando la propiedad de convolucion de la transformada de Fourier obtenemos

Vw)=Xw)H(w) = <Wl+ 1> <(iw)2(ﬂ?;j) n 3> " (iw +Z;2’+(ZJ +3)

y desarrollando en fracciones simples obtenemos

1/4 1/2 —-1/4
Y ()= Y2 Y
w+ 1 (iw+1) w+ 3

y podemos obtener la transformada inversa de Fourier por inspeccion.

1 1 1
y(t) = <Zet + §te*t - Ze?’t) u (t)

1 Y
o 1
(iw +1)? <iw+1)

y se han aplicado las propiedades de Fourier con la derivacion.

donde se ha tenido en cuenta que
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