4 Derivacién Numérica

Introduccion

Aungque las reglas de derivacion son suficientemente conocidas para derivar las funciones
mas usuales, no siempre pueden utilizarse, como por ejemplo en funciones descritas a
través de una tabla de valores, o no es conveniente hacerlo, por ejemplo en funciones
analiticas demasiado complejas. Para evitar estos problemas recurriremos al calculo de
la funcion derivada en un punto conociendo los valores de la funcién en diversos puntos.
La derivada de una funcion f () en un punto x, se define como
f(xo +h) — f(x0)
h

esta formula proporciona una forma de obtener un valor aproximado de f/ (xq), simple-
mente se calcula el cociente

hthO

f(@o +h) = f(z0)
h
paravalores de /i pequefios. Sin embargo esta forma no es muy eficaz debido a los errores
de redondeo que acarrea.

Formulas de derivacion mediante el polinomio de Taylor

En primer lugar supongamos que f (x) € C?[a,b] y que queremos calcular la derivada
de f (x) enun punto x¢ € [a,b]. Para ello consideramos el desarrollo de Taylor hasta el
orden 2 en ese punto

Flao ) = f(ao) + £ (aoph + L 2

donde £ € (a,b) es un punto intermedio. Podriamos extraer un valor aproximado de la
derivada en xzq, despejando de la ecuacion anterior
xo+h)— f(x "
f/(xo):f(o })L f( O)—f2E€)h
que en el limite cuando ~ — 0 coincide con la definicion de derivada en un punto.
Supongamos que existe un valor M > 0, que es una cota de |f” (x)| en [a, b], €s
decir

@) <M  x€lab
entonces para valores de h pequefios obtendremos una cota de error
h
L
2
Si h > 0 laformula se dice progresiva y regresiva en caso contrario.
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h f (2 + h) f(2+h]-)L—f(2) |€a| ‘_Z|
0.1 0.74193734 | 0.48790160 | 0.012098 | 0.012500
0.01 | 0.69813472 | 0.49875400 | 0.001246 | 0.001250
0.001 | 0.69364706 | 0.49988000 | 0.000120 | 0.000125

1.Derivacion numérica

Ejemplo 1 Calculaladerivadade f () = In (z) enxzy = 2 utilizando la férmula pro-
gresiva a dos puntos y compara el error cometido con la cota de error correspondiente.

Solucion: La formula de dos puntos para f/ (2) es

fe+h)-f(2)

@)= -
mientras que teniendo en cuenta que f” (x) = —-, el error viene dado por
h 1
WOy ey
2 2¢

y como 712 es decreciente para z > 0

[Rf" 1 bl _ 17l
2 T 22?2 8
Calcularemos el valor aproximado de f’ (2) para distintos valores de % y lo comparare-
mos con el valor exacto que es

1 1
J@=—=7@=5=05
x
Los resultados se muestran en la tabla 1 y como se puede comprobar los errores estimados
estan muy cerca del verdadero error de las aproximaciones.

Para obtener formulas generales de derivacién numérica, podemos proceder como
en el caso anterior utilizando el desarrollo de Taylor. Por ejemplo, supongamos que
f(z) € C3[a,b]. Utilizamos el desarrollo de Taylor hasta el orden 3 para los puntos
xo+h Yxo— h

_ / " 2 f///(gl) 3
f(xo+h) = f(zo) + f'(xo)h + f"(z0)h” + Th

2 J7(&) ;s
f(o = h) = f(z0) — f'(zo)h + f"(z0)h” — —r "
Restando ambas expresiones
hS
flxo+h) = flzo = h) = 2 (zo)h + (f"(&1) + ["(&2)) 37
y despejando f’(zq)
zo+h)— f(xzg—h h?
ooy = LRI TR gnie) 1 ey
Maés precisa que la anterior, pero que s6lamente puede usarse si "/ (z) existe.
Si f"” (z) € C3®|xo — h,xo+ h] = (Utilizando el teorema de los valores intermedios)
= 3¢ € [xo — h, 2o + h] tal que:

f“/(f):f (gl);_f (52)
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y la expresion anterior queda

f/(xo):f(x(J‘i’h)*f(xO*h) _h_2

2h 3

()

Formula para las segundas derivadas

Utilizando el mecanismo anterior y si utilizamos un término mas en el desarrollo de

Taylor
Flan+ 1) = Flaw) + ooy + G0 g2y L2000y SO o
f(xo —h) = f(zo) — f'(xo)h + fﬂgo)hQ - fmg('lﬂo)h3 + f(4;(|£2)h4

y a continuacion sumamos ambas expresiones para eliminar el término f’ (xg)

4
Flao + )+ Flao —B) = 2 (o) + F/ (o)t + (FO(E) + FO(E2)) o
y por ultimo se despeja f”(x) para obtener

x — X o — 2
) = LT 2T @0 =) (e, 4 p0ey)) B

Si ahora f () € C3[xo — h, w0 + h] = (Utilizando el teorema de los valores inter-
medios) = 3¢ € [xzg — h, zo + h] tal que:

FOE) = FIE) + ()

2
y la expresion anterior queda

X — X Xo — 2
f’(xo):f( 0+h) 2f/§20)+f( 0o—h) _%f(zx)(g)

Formulas de derivacion de tipo interpolatorio

Otra forma de proceder es aproximar la funcidn f (x) (funcion explicita o tabla de funcio-
nes) mediante un polinomio de interpolacién que posteriormente se deriva para obtener
una aproximacion a la derivada de la funcion. Dependiendo del nimero de puntos uti-
lizados, y por tanto del grado del polinomio de interpolacién obtendremos una regla de
derivacion diferente.

Por ejemplo si utilizamos el polinomio de interpolacion lineal (orden 1) para dos
puntos zg, 1 = xo + h junto con el término de error obtenemos

f"(€2)

flz) = Pl(fC)JrT(ff—xo)(fC—fEl)
f@) = o)+ LTI ) TTED (e
I i) !

Y derivando respecto a x, teniendo en cuenta que £, depende del punto z elegido.

/ f@1) = fl@o) | O (f"(&)
fi(z) = Txoo + e <T($l’o)($zl)>
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, _ o " N 1" .
oy = LTy 2 (L)) 0 oo =) + 2552 20— 0 — )
En general no conoceremos el valor de % (%) Yy por eso no podemos tener

una expresion real del error, pero si utilizamos = = z obtendremos

f(x1) — f(z0) n f"(€)

1 — o 2!

g = LS 1"6),

que es la misma expresion que hemos encontrado antes para f’ (zo).

f'(xo) =

(zo — 1)

El desarrollo general es el siguiente. A partir de la funcion f(z) (tabla de valores

o explicita), se construye el polinomio de interpolacion que pasa por (n + 1) puntos
conocidos: {(zk, f (k) }_o

o\ (e,

f(x) = ];Jf(l’k)Lk(iU) + W(I — ) (¥ — xn)

siendo
&, € [min {z)}, max {z}]
si ahora derivamos la expresion del polinomio interpolador obtenemos

N / d ([,
F@ =3 st + g (Fppte e -
Derivando el término de error obtenemos
! - / Hrf: (CC—JJ) d n+1 f(n+1) gx d .

Como en el caso lineal, tenemos un problema con di (f("+1) (51,)), puesto que en ge-
- - - Xz -

neral £, es desconocido, sin embargo, si queremos calcular la derivada en alguno de los

nodos z; ese término se anula y la férmula se puede simplificar

flrtD) gmj n
T(n) I

k=0,k#j

Fag) =) fla) Li(a) +
k=0

Férmulas de 3 puntos

En este tipo de expresiones se utilizan 3 puntos, y por tanto el polinomio de interpolacion
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es de grado < 2. Por regla general estos puntos son equidistantes. En este caso

(& —z1) (x — z2) ;o 2z — (21 4 29)
R e AR T [Framroy
(@ —m) (1) L) = 2z — (xg + x2)
Li@ = (z1 — x0) (11 — 22) = Lo (@) (71— x0) (21 — 2)
 (@—0) (z — ) f iy - 22— (@t @)
La(@) = (2 — o) (22 — 21) = Lo®) = (z2 — @0) (w2 — 1)

Si queremos obtener una aproximacion de la derivada en alguno de los extremos del
intervalo es mas atil utilizar los siguientes

o = Xo
T1 = xo+h
ro = w9+ 2h
y en este caso
2xg — (21 + 22) 3
L = -
0 (ZO) (l‘o — Jil) (l‘o — l‘g) 2]’L
2x0 — (LE() + IQ) 2
L = i
0 (ZO) (.’El — .’EQ) ({L‘l — {L‘Q) h
2xg — 1
Lyw) = —wtotn) L

(.’EQ — .’EQ) ({L‘Q — {L‘l) 2h
y f' (xo) se puede calcular como

2 (3)
Fao) = Y f@ore) + L5 o -2 o - 22
k=0

3f ()  2f(@wo+h) flzo+2h) O
“Ton T h B 2h T3 h?

o0 de forma mas compacta
/ 1 2 f(s) (5)
[ (zo) = o (=3f (zo) +4f (w0 + h) — f (w0 +2h)) + h 3 @

Setomah > 00 h < 0, dependiendo de si el punto extremo es el izquierdo o el derecho,
respectivamente.

Para puntos interiores es mejor utilizar la formula para los puntos
g = x1—h

T T

To = x1+h
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y en este caso

I/ (CC ) _ 2.’1?1—(£C1 +$2) _ 2{L‘1—<{L‘1 —l—l’l—f—h) :_i
0 ! (iEQ*Il) ($0*$2) (xlfhfl’l)(xlfhfxlfh) 2h
, . 2.’1?1—(£C0+{L‘2) . 2$1—($1—h+$1+h) .
LO(CBI) - (:L’lfxo)(xl—xQ)_ (x1*$1+h)($1fitlfh) =0
1/ (:E ) . 2.’1?1—(£C0+{L‘1) . 2{L‘1—<{L‘1—h+$1) _i
0 - ($2—$0)($2—l‘1)_(l‘l—l—h—l‘l—h)(l‘l—f—h—l‘l)_Qh
Y f (21) serd
(3)
P = Y feosen + I8 @ - a) @ - )
;=0
(3)
= (o) gt L) 0 f () 5 — T
o0 en forma compacta
(3)
@) = g (F e2) — f (w)) — L
Por Gltimo si los puntos son x¢g — h, g Y o + h entonces
, 1 f(g) (€) 2
f (xo):%(f(l’oJrh)*f(iUo*h))*Th

Férmulas de cinco puntos

Del mismo modo existen férmulas para 5 puntos utilizando un polinomio de interpola-
cién de grado < 4, introducimos aqui las expresiones tanto para puntos en los extremos
del intervalo, como para puntos intermedios. La deduccion se realiza de forma analoga
a la realizada para las férmulas de 3 puntos.

e Formulade 5 puntos para el punto medio: Si existe f(°) (z) en un intervalo donde
estan xg — 2h 'y zg + 2h entonces
F (o) = f(wo—2h) —8f (w0 —h) +8f (wo+h) = f(zo+2h) R (€)
0 12h 30
siendo £ un punto entre g — 2h Y xg + 2h.
e Formula de 5 puntos para un extremo: Si existe £(°) () en un intervalo donde
estan xq Y xo + 4h entonces
, —25f (wo) +48f (zo + h) — 36f (vo + 2h) + 16f (v + 3h) — 3f (zo +4h)  h*fO)(€)
f (o) = 12h 5
siendo & un punto entre xq y xo + 4h. En este caso se toma h > 0 si la aproximacion
se hace en el extremo izquierdo y h < 0 si se hace en el derecho.




