Introduccion

Interpolacion polinomica

El problema de la interpolacion consiste en calcular el valor de una funcién en un punto,
cuando o bien no se conoce la expresion explicita de dicha funcién, o bien no es facil
evaluar la expresion de dicha funcion en ese punto. El problema se resuelve construyendo
una funcioén facil de evaluar y que coincida con la funcion objeto del problema en los
datos que conocemos sobre esta.

A menudo se proporcionan datos mediante un conjunto de puntos discretos, sin em-
bargo a veces se requieren estimaciones de puntos entre esos valores discretos. Trata-
remos alguna técnica de ajuste de curvas de manera que con tales datos se obtengan
aproximaciones intermedias. Ademas, a veces se requiere una version simplificada de
una funcion complicada. Una forma de hacerlo es calcular los valores de la funcién en un
conjunto de datos discreto a lo largo del rango de interés, después se obtiene un funcién
mas simple utilizando estos valores.

También, en problemas reales, es normal tener un conjunto finito (discreto) de puntos
en los cuales de un modo experimental, se ha observado el valor de una funcién, y siendo
conveniente obtener una aproximacion a dicha funcién, a partir de los datos conocidos.
A esta idea se la conoce como interpolar, y para el caso mas sencillo, la interpolacion
polindmica, consiste en calcular polinomios que se ajusten a los datos conocidos y nos
proporcionen valores aproximados a la funcion en otros puntos.

Basicamente hay que concretar dos cuestiones en un problema de interpolacion:

1. Los datos que se desea que sean comunes a la funcién daday a la funcién interpolante.

2. El tipo de funcidn que se va a utilizar como funcion interpoladora o funcidn de inter-
polacion.

Los problemas de interpolacion méas usuales son los siguientes

Problema de interpolacién polinomial de Lagrange

Supongamos que conocemos los valores de una funcién f (z) en (n + 1) puntos distin-
tos, {zx};._,, dentro del intervalo [a, b]; el problema de la interpolacion polinomial de
Lagrange consiste en hallar, si existe, un polinomio P,, (x) de grado < n tal que coincida
con la funcion f (x) en los puntos xy, es decir que ocurra
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donde se ha utilizado la notacién

fr = f(xr)

Problema de interpolacion de Taylor

Si conocemos los valores de una funcion f (x) y los de sus derivadas sucesivas hasta el
orden n en un punto xy de su dominio, el problema de interpolacion de Taylor consiste
en hallar un polinomio T;, (x) de grado < n tal que
T8 (20) = ) () k=0,1,...,n

siendo 7.V (z)y f%® (z) las derivadas k—ésimas de T, (z) y f (z) respectivamente,
entendiendo que f© (z) = f (z) y T” (z) = T, (2).

Para realizar este tipo de interpolacion la funcién f () debe ser suficientemente de-
rivable, al menos en el entorno de un Gnico punto xg.

El polinomio T, («) no s6lo interpola a f (x) en dicho punto, sino también sus deri-
vadas interpolan a las derivadas de f (x) en x( hasta un cierto orden n dado.

Problema de interpolacion de Hermite

En esta ocasion, se suponen conocidos los valores tanto de f (x) como los de su deri-

vada f’ () en los puntos xo, ... , z, (que indicamos por f; y f, ,parak = 0,...,n,
respectivamente) y se trata de hallar un polinomio H,, (x) de grado < 2n + 1 tal que
Hy, (i) = fr
k=0,1,...,n

Hy, (z1) = [,

Problema de interpolaciéon trigonométrica

Para funciones con ciertas propiedades, como la periodicidad, podemos utilizar frente
a las funciones polinémicas empleadas en los tipos de interpolacién anteriores, funcio-
nes trigonométricas. Si se conocen los valores de f (z) en (2n + 1) puntos distintos
X, .. ,Tan, dentro del intervalo [—r, 7], tratamos de hallar un polinomio trigonométri-
o S, (x) de grado n definido como

Sp () = ag + Z a; cos kx + by sin kx
k=1
y tal que
Sp(z))=f; j=0,....2n

Interpolacién de Lagrange

En este tema desarrollaremos en profundidad el tipo de interpolacién polinomial de La-
grange. Segun se ha indicado en la secci6n anterior, en este tipo de interpolacion y
partiendo de los valores conocidos de una funcion f (x) en (n + 1) puntos diferentes
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{zo,... ,zn}, Se trata de hallar un polinomio P, (x) de grado < n que tome en los
puntos anteriores el mismo valor que la funcién en esos puntos, es decir
Pn(xk):f(xk) kZO,...,’fL
El caso mas sencillo de interpolacion se nos presenta cuando sélamente tenemos un
punto, xq, y se conoce el valor de la funcion en dicho punto f, = f (z), obviamente
este caso es trivial y el Gnico polinomio de grado 0 que pasa por ese punto es el polinomio
constante Py (z) = fo.

Interpolacion lineal

El caso més sencillo de interpolacion no trivial es el de interpolacién lineal. Supongamos
que conocemos el valor de una funcién f (x) en dos puntos distintos o y x1, tendremos
por tanto dos puntos en el plano
(zo, f (20)) Y (21, f (21))
La ecuacion de la recta que pasa por esos dos puntos tiene la siguiente forma
y—fwo)  x—m
fla) = fzo)  x1 -2

y despejando la variable y obtenemos
f (1) — £ (z0)

y=f(zo) + R (x — 20) 1)

Esta recta es un polinomio de grado 1 que pasa por los puntos (xq, f (zo)) ¥ (21, f (x1)),
cumple por tanto con la definicion de polinomio interpolador, y = P (x). Gréaficamente
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Interpolacion lineal.

Ejemplo 1 Supongamos que conocemos el valor de una funcion f (x) en los siguientes
puntos

o) = 2

fB) =5
y nos piden encontrar un valor aproximado para f (2) utilizando el polinomio interpo-
lador de grado 1 adecuado.
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Para ello utilizaremos la ecuacion 1, es decir, la ecuacion de la recta que pasa por
los puntos (0,2) y (3, 5). Sustituyendo en el lugar correspondiente se obtiene

_ SR -fO), o, D=2
P (zx) = f(0)+ 30 (x 0)—2+3_0x
y el valor aproximado de la funcién en el punto 2 utilizando esta interpolacion sera
f2)=P(2)=24+2=4

Para la construccion del polinomio interpolador de primer grado es posible utilizar
un método alternativo. Este método es el siguiente: Sabiendo que el polinomio que pasa
por (zo, fo), (x1, f1) tiene que ser de grado < 1, entonces tiene que tener la forma

Pi(z) = ag+ a1
Si ahora utilizamos las hipétesis que tiene que cumplir Py (z), es decir debe coincidir
con la funcion f () en los puntos xq y x1, obtenemos

Pi(z0) = fo

P1(1’1) = fi
y al utilizar la expresion para P; (x) resulta el siguiente sistema lineal
ag + a1z = fo
)
ap +a1r1 = f1
en las incdgnitas ag y a1. Resolviendo el sistema obtendremos los coeficientes ag y a1
y por tanto la expresion del polinomio de interpolacion.
El sistema lineal tendra solucion si y solo si el determinante de la matriz de coefi-
cientes es no nulo

1
o :$1—$0§é0<:>$17é$0
1 Tl
es decir, los puntos han de ser diferentes, tal y como se ha planteado en las hipétesis

iniciales.

Ejemplo 2 \amos a repetir el ejemplo anterior, utilizando este método alternativo. El
sistema que se obtiene es
apg+apx0=2 apg =2 ag =2
= =
ag+a1 *x3=25 apg+a*3=5 a; =1
y de nuevo obtenemos
P(z)=ay+ax=2+x

Si tenemos un conjunto de puntos diferentes, {x},_,, y conocemos el valor de una
determinada funcion f () en esos puntos, es posible aplicar interpolacion lineal en-
tre cada par de puntos para obtener una funcion polinomial a trozos de primer grado que
aproxime a la funcion. No obstante, la otra opcion es mejorar esta aproximacion median-
te polinomios de grado superior a uno, ofreciendo ademas la derivabilidad del polinomio
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interpolador en todos los puntos, hecho que no sucede si consideramos el polinomio in-
terpolador lineal a trozos, ya que en este caso el polinomio resultante, no sera derivable
en ninguno de los puntos .

Interpolacion cuadrética

En la linea de la secci6n anterior, tratamos ahora de buscar un polinomio P, (z) de grado
< 2 que pase por tres puntos diferentes xy, z1 Y 22, en los cuales conocemos el valor
de una determinada funcion f (x). Llamaremos polinomio de interpolacion cuadratica o
parébola de interpolacion asociadaa f (x) auna funcién P (x) que pasa por los puntos:

(w0, f (20)) ; (21, f (1)), (w2, f (22))

al polinomio P, (z) dado por
Py(z) = (oot f (w0) + aimastay ) (@) + ey f (e2)

Es sencillo comprobar que P, (zx) = f (z1) parak = 0, 1,2, por ejemplo para k = 0

Py (o) = Wf(xo) +Wf(x1) + Wf(zg)

(zo—z1)(z0—w2) (z1—z0)(21—72) (w2 —z0) (22 —71)

= 1-f(xo)+0-f(x1)+0-f(x2)

= f(=xo)

de forma completamente analoga se comprueba para los puntos z; y zo. Graficamente

0.5

Interpolacion cuadrética.

Ejemplo 3 Calcularemos en este ejemplo el polinomio interpolador cuadratico que
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pasa por

fO) =1

f2 =3

f6) = 2
y utilizaremos dicho polinomio para obtener el valor aproximado de f (x) en los puntos
r=1yz =4

Utilizamos formula 3?? para obtener
(x —2)(z —b) (x—=0)(z—5 x —
Pal) 0-20-5' " e-0ne-5""G-006-2

~

(x—=2)(x—=5) x(zx—-5) xz(r—2)
= 2
10 * -2 * 15
4 5 23
El valor de la funcién en los puntos pedidos es

34

1) =2 B(l)=—

JO) = Py(1) =

43

4) =¥ P4)=—

() 2(4) = 75

Si ahora tenemos en cuenta el razonamiento efectuado para el caso lineal, es posible
obtener la parabola de interpolacién otro modo. Procediendo como antes, en primer lugar
tenemos en cuenta que el polinomio P, (z) debe ser de grado < 2, por tanto tendra la
forma

Py(z) =ap+ a1z + asz?

En segundo lugar como ha de pasar por los puntos (zo, fo), (z1, f1) Y (22, f2), S€
deben cumplir las siguientes relaciones

Py(z0) = fo = ao + a1wo + azxd
Py(z1) = f1 = ao + a171 + aza? (3)

Py(22) = fo = ao + a122 + az3
Y la solucidn del problema pasa por resolver el sistema lineal en las incognitas ao,
a1 Yy as. El sistema tendra solucidn tnica siempre que el determinante de la matriz de
coeficientes sea distinto de 0
1z 22
1 x 23 | = (22— 20)(71 — 20) (T2 — 71) # 0
1 zo 23

condicion que de nuevo es equivalente a tomar todos los puntos distintos dos a dos.
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Ejemplo 4 Para los datos del ejemplo anterior se obtiene el siguiente sistema
a0+a10—|—a202:1 ag =1

a0+a12+a222:3 < a9+ 201 +4as =3

a0+a15+a252:2 ag + bai + 25ay9 = 2
cuyo matriz de coeficientes es
10 0
1 2 4
1 5 25
y cuya solucién es
10 0\ '/1 1 ao
1 2 4 3= 23/15 | =| a
1 5 25 2 —4/15 as
y el polinomio es
Py (x) = ag + a1z + agz? :1—|—§x— i:ﬁ
15 15

que, como no podia ser de otra forma, coincide con el contrado anteriormente.

Interpolacion polinémica general. Polinomio de Lagrange.

Siguiendo con la idea anterior podemos buscar ahora, para un conjunto de puntos distin-
tos {xx },._,, en los cuales es conocido el valor de una funcion f (z) ,{fx = f(zr)}i_o
el polinomio interpolador de grado < n que pasa por todos. Tenemos el siguiente teore-
ma

Teorema 1l Sean (xg,x1,...,z,) un conjunto de (n + 1) puntos distintos dos a dos y
supongamos que conocemos el valor de una funcién f (z) en esos puntos = 3° P,,(x)
polinomio interpolador de grado < n que pasa por los puntos

(wo, f(x0)), (21, f(21)) .., (T, f2n))

y puede expresarse como

Pue) = 3 fa) T 22
k=0

i (@0~ )
Dicho polinomio se llama Polinomio interpolador de Lagrange de grado n que pasa
por los puntos {(z, f(zk))}r—o-

Demostracion: La existencia de dicho polinomio es inmediata, puesto que por la
construccion de P, (x), es facil comprobar que se trata de un polinomio de a lo sumo
grado n. Ademas también podemos comprobar, sin mas que evaluar el polinomio en xy,
que pasa por los puntos (z, f(zx)) k=0, 1,...,n.

Para la unicidad, vamos a suponer que existe otro polinomio @,, (x) también de grado
< n'y que también pase por los puntos {zx},_q = Qn(zr) = fr Vk = 0,1,... ,n.
Construimos el polinomio

R (z) = Po(z) — Qu(z)
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Por las hipétesis sobre P, (z) y Qn(z), la funcion R, (z) también es un polinomio de
grado < n. Si ahora evaluamos dicho polinomio en los puntos {x }};_,, se obtiene
Rn(xk):Pn(xk)_Qn(xk):fk_kaO ]{Z:].,...,TL

y R, (z) es un polinomio de grado < n que tiene (n + 1) raices, pero si recordamos el
Teorema Fundamental del Algebra, un polinomio de grado n tiene exactamente n raices,
pero R,, (x) esde grado < nytiene (n + 1), asi que la tnica opcién vélidaes que R,, (x)
sea el polinomio nulo, es decir, R,,(x) = 0, de aqui se obtiene que los polinomios P, (x)
y Q. (x) son en realidad el mismo polinomio.

Si definimos los polinomios de grado n, L (x) parak = 0,... ,n, cOMo
(x — ;)
Lip(z) = H —
i—ogn (T = T5)

(@ —xo)(@ —x1) - (2 —@p—1) (@ — Tpq1) -~ (T — Ty)
(e —xo)(xp — 1) - (T — Tp—1)(Xp — Tpg1) - (T — 2p)

entonces
O0sik#j
Li(z;) =
1sik=3j
Luego el polinomio P, (x) buscado se puede expresar como

Po(z) = foLo(x) + -+ + fuln(z) = kaLk(l')
k=0

Los polinomios Ly (x) reciben el nombre de polinomios de Lagrange.

Igual que en los dos casos anteriores es posible encontrar el polinomio interpolador
resolviendo el sistema lineal que resulta de aplicar la hip6tesis del grado a P, (x) y asu
paso por los puntos (zy, f(xk))5r_o-

Por una parte, como P, (x) tiene grado < n, podra expresarse de la forma
P,(z) =ay+ a1z + -+ apa”
por otra, como P, (x) pasa por los puntos (xy, f(xy)) parak = 0,...n, resulta
Py(x0) = fo = ao + +a1z0 + -+ + anzy = fo
Py(21) = fi = ap + +a121 + - + a2} = fi
Pn(xn) = fn =ap++a1xp + -+ anl’ﬁ = fn

que es un sistema lineal cuyo determinante de la matriz de coeficientes es el llamado
determinante de Vandermonde

1 z ... af
1z ... 27
1 =z, ... z}

que es distinto de 0 si todos los puntos {x }}_, son distintos dos a dos.
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Ejemplo 5 Calcularemos el polinomio interpolador de Lagrange para el siguiente
conjunto de puntos

f0) = 1
@ =1
f4) = 2
6 = o

Después utilizaremos dicho polinomio para obtener un valor aproximado para f(1) y
f(3).

Como hay 4 puntos, el polinomio interpolador serd como mucho de grado 3y puede

expresarse como
Py(x) = ag + a1z + apa? + azx®
Como f (z) y Ps («) coinciden en los puntos dados.

a0+a1-0+a2-02+a3-03:1
a0+a1~2+a2~22+a3~23:1

a0+a1~4+a2~42+a3-43:2

a0+a1-6+a2-62+a3-6320
Resolviendo el sistema se obtienen los valores de los coeficientes del polinomio ay,

apg = 1
~11
ap = —
! 12
5
ay = =
2 )
1
3 12

El polinomio resulta
11 ) 1
P. =1—- = .2 - .3
3() 2ty TR
y el valor en los puntos pedidos se obtiene sustituyendo directamente

5

fU) = R)=12

13

Ps(3) = 3

~

w

~—
12



52 Capitulo 2 Interpolacién polinémica

Estimacion del error de Interpolacion

Cuando la funcién f (x) es conocida, entonces podemos encontrar una expresion para
el error cometido entre el verdadero valor de la funcién en un punto y el valor que el
polinomio de interpolacién correspondiente toma en dicho punto.

Proposicion 1 Sean {zy},_, € [a,b], n + 1 puntos distintos. Supongamos que f €
C"*1 ([a,b]). Entonces
f(71,+1) (ew) n

Vo € [a,b]; 30, € [a,b] : E,(x) = f(z) — Py(x) = NCES H(x — Tk)
k=0

Demostracion:
Seaz # xj; j =0,...n. Construimos la funcion

° t— xZ;
o) = F1) ~ Palt) — (f(@) — Pala)) ][ =2
i=0 (& — i)
Por construccion, esta funcion es de clase C"** ([a, b]), y ademas
glzg) = 0 k=0,...,n

glx) = 0
y tiene por tanto n + 2 raices distintas en [a, b]. Utilizamos ahora el teorema de Rolle
generalizado (aplicando sucesivamente el teorema de Rolle). A partir de estos (n + 2)
ceros de f (x), se deduce que la derivada (n + 1)—ésimade f () tendra 1 cero, es decir,
existira un cierto 0, € [a, b] tal que g"*1(6,) = 0, es decir
dn+1)

0=g"*(0,) = f"Y(0,) — PIY0,) — (f(x) — Pu(x)) e [H ((:i—::i))} .

Como P, (t) es de grado n = P{" ™ (z) = 0.
Por otra parte como

(t — ) 1 1+1 -1

= t" bpt™ + b1 t" o bit+b
1 S Rl v G G L)

su derivada (n + 1)-ésima seré

d+) [ (t—xi)] _ (n+1)!

di+t (x — ;) t=0, [T (@ — )

y sustituyendo en la ecuacion correspondiente

0= f(”JFl)(Qx) — (f(l’) - Pn(x))

despejando, se obtiene ahora el resultado pedido.

H?:o (x — ;)

Segun el teorema de Rolle si f (z) € C! ([a,b]) y f(a) = f(b) entonces I¢ € [a, b]
tal que f’(£) = 0. Por tanto entre cada dos ceros consecutivos de f (z), f’ (z) tiene
uno. Por tanto, si f () tiene n ceros diferentes = f’ (x) tendrd (n — 1) ceros y si ahora
f (z) € C?[a, b], entonces f” (x) tendrd n — 2 ceros diferentes y asf sucesivamente.

Corolario 1 En las condiciones del teorema anterior f(*+1(0,) = (n + 1)! - g(z),
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siendo
f@) = Pal@)
g(@) =4 . P, T
L(x) *

con L(x) = (x — zp) - -+ (& — xp)
Demostracion: Trivial si x # x, y utilizando la regla de L'Hopital para x = .

Lemal Sean {z:},_, € [a,b], (n + 1) puntos distintos dos a dos. Supongamos que
f (z) € C"*1 ([a,b]). Entonces

F(6)

n!

36 € [a,b] : flxo,z1,... ,Tn] =

Demostracion: Haciendo
g(@) = f(x) — Pu(x) = g(x) € C"** ([a,b])

Ademés g(x) tiene (n + 1) raices = ¢g(™)(z) tiene al menos una raiz (utilizando el

teorema de Rolle generalizado) = 36 talque g™ (8) = 0
9" (8) = [(8) = PV (8) = 0
Si utilizamos la formula del polinomio de interpolacién en su forma de Newton
Py(x) = flzo] + flzo, 21](x — wo) + -+ + flwo, ... ,an](@ —x0) -+ (. — 2n—1)
y derivando hasta la derivada n-ésima
P,S") (x) = flzo,...xn] - n!
deduciéndose el resultado buscado
FM(6) = flzo, ... an] - 0! =0

Método de Neville.

El método anterior, aunque nos da una expresion para el polinomio de interpolacion de
un conjunto de datos, es muy engorroso de utilizar, ya que conlleva gran cantidad de
calculos. Ademas cada vez que realizamos otra nueva medicién, o incorporamos un
nuevo punto al conjunto de puntos inicial, tendremos que calcular de nuevo toda la ex-
presion del polinomio haciendo muy costoso y nada manejable dicho método. Vamos a
ver a continuacién un método que nos permite calcular el valor en un punto del polino-
mio de interpolacion para (n + 1) puntos, a partir del polinomio de interpolacion paran
puntos. Este método tiene la ventaja de que si introducimos un nuevo punto en el con-
junto de datos iniciales el coste operacional para calcular el valor del nuevo polinomio
de interpolacién en el mismo punto es mucho menor que en el método de Lagrange. La
desventaja es que si queremos calcular el valor del polinomio de interpolacion en otro
punto, tendremos que volver a realizar todos los calculos.

Proposicion 2 Sean {zy},_q.,21,... ,Zn, (n + 1) puntos distintos, donde se conoce
el valor de una funcion f (z). Llamaremos Q; (z) y Q; (x), con ¢ # j, respectivamente
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a los polinomios de interpolacion de Lagrange para los conjuntos de puntos siguientes

{Zo, 21, .. 21, @41, 20} — Qi(7)
{.’Eo,l’l,... 7IL‘j,1,{L‘j+1,...IL‘n} — Qj (.’E)
Entonces el polinomio de interpolacion que pasa por los (n + 1) puntos puede expre-

sarse como
(2 — 2:)Qi(x) — (z — 2;)Q;(x)
Tj — T4

Pn(x) =

Demostracion: Por construccion P, (x) es de grado < n. \Bamos ahora que pasa
por los (n + 1) puntos .

Sik #i,j

(zr — 2:)Qi(wk) — (wk — 2;)Q; (k)

Tj—

Pn(xk) =

Como z, # x; Y o # z; = Qi(x) y Q;(x) pasan por ese punto = Q;(xy) =
Qj(wk) = fu
(!Ek - xi)fk - (!Ek - !Ej)fk

Tj—

(xp — xi — 2 +x5) fr

{L‘j — X
_ (mi—wi)fe
o {L‘j — X - fk

Si k = ¢ (andlogamente para k = j)
Py () = (i — 2)Qi(w:) — (s — ) Q;(:)
Tj — T
El polinomio Q;(x) no pasa por el punto x; y no conocemos cuanto vale Q; (z;) pero
tampoco importa porque va multiplicado por un factor 0. Para el polinomio Q;(z), como
i # j =Este polinomio pasa por (z;, f(x;))

0 x Qi(xi) — (xi —x)) fi

Pn i =
(37 ) £Cj — X;
—(zi —xj)fi
Tj — T4
Y por tanto el polinomio P, () de grado n, pasa por todos los puntos z, ... , 2, Y por

la unicidad sera el polinomio de interpolacion que pase por {(z;, fj)};.":O.

A partir de la proposicién anterior, es posible construir un algoritmo que de forma
recursiva calculara en un punto dado, el valor del polinomio de interpolacion de un con-
junto de puntos xy, . . . , x,,. Laconstruccidn es la siguiente. Partiendo de los polinomios
de interpolacién de grado 0, polinomios constantes, para cada uno de los puntos indivi-
duales, zg, . .. ,x,, calculamos los polinomio de grado 1, que une dos puntos consecuti-
vos. A partir de estos nuevos polinomios y siguiendo la relacion dada en la proposicion
anterior, calcularemos los polinomios de interpolacion de grado 2, para cada trio de pun-
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tos consecutivos, y asi sucesivamente hasta construir el polinomio de interpolacion que
pasa por todos los puntos. El esquema seria el siguiente

Qo()
Qo,1(x)
Q1 () Qo,1,2(x)
; Q1,2() 5 o Qo n-1(2)
; ; Qo,... n(x) = Po(z)
Qn72,n71($) e Ql,... ,n(x)
Qn71<m) Qn72,n71,n<m)
Qn—l,n(x)
Qn(x)
donde

Qr(x) = f(zg); k=0,...,n
yparacadak =0,... ,nyj=k+1,...,n

(@ — ) Qrt1,. k=145 (8) = (T — Thg ) @it 1, hoj—1(T)
(Thtj — 2n)
En este algoritmo la inclusién de un nuevo punto no implica la realizacién de todos
los calculos. Seran Utiles los realizados hasta ese momento. Por ejemplo si incluimos un
nuevo punto x,, 41 al conjunto inicial tendremos

Qe k1, k5 (T) =

Qo(z)
Qo,1(x)
Q1 (z)
: Q1 2(x) .. Qo,.. n-1(2)
. QO,... ,n(x)
Qn—2,n—l(x) (R Ql,... n (J?) QO,... ,n-‘rl(l‘)
Qn—l(‘r) QL... ,n+1 (J})
Qn—l,n(-r) Q2,... ,n+1(x)
Qn(2)
Qn,n-‘rl(x)
Q7L+1(x)

Siendo ahora el nuevo polinomio de interpolacion P,11(z) = Qo,... n+1(x). eamos
un ejemplo para clarificar el método.

Ejemplo 6 Calcula el valor de f(1) a partir de la tabla siguiente

k| | f(x)
0] 0 1
1 2 3
21 5 2



56 Capitulo 2 Interpolacion polinémica

utilizando para ello el método de Neville.
Utilizaremos el esquema de Neville, tomando x = 1

Qo(1)=fo=1
Qo (1) = 1=0B-0=2)1 _ 5
—0)0 (1
Ql(l) =f1=3 Q07172(1) _ (-9 g_o(l 52 _ :1),_451
Q12(1) = (1=2)2—-(1-5)3 _ 10
: 5—2 3
Q2(1) = f2 =2

por lo tanto el valor del polinomio que interpola a los tres puntos iniciales en el punto 1
alcanza el valor 34/15.

Supongamos que obtenemos un nuevo dato f(x3) = 1, con x3 = 4, con esta infor-
macion vamos a calcular ahora el valor para f(1), para ello afiadimos el punto z3 = 4,
para el que f(x3) = 1, podemos utilizar los calculos previos y solamente es necesario
incluir una fila dentro del esquema anterior (donde por claridad hemos puesto el dltimo
célculo en una nueva linea)

Qo(1) =1
Qo1(1) =2
@Q:1(1)=3 Qo1a(1) = %
Q12(1) =2 )
Q2(1) =2 Q1a5(z) = (1_2)(_5)_‘2(1—‘9? 6
Qaa(1) = = = 2
Qs3(1) =1

Qo,12,3(x) = 1-0 > =

Y el valor del nuevo polinomio interpolador en z = 1 es 1—56

(1-0)6—(1—-4)3 16
5

Como hemos dicho al principio, este método resulta Gtil para estimar el valor del
polinomio en un punto, pero del mismo modo tendriamos el problema de repetir todos
los célculos desarrollados, si se pretende calcular los valores del polinomio interpolador
en diferentes puntos.

Método de las diferencias divididas. Formula de Newton

Si el polinomio pasa por los (n + 1) puntos x, ... ,z,, distintos dos a dos, entonces
también puede expresarse como
Pz)=ap+ a1 (x—xp)+ - +ap(@—xz0) (x—21) (& — Tpp_1) 4)
Para determinar los coeficientes a;, utilizamos la hipotesis de interpolaciony P, (x)
debe coincidir con f (z) enlos puntos z;, 7 =0,... ,n
Para el caso ; = 0 obtenemos
Py, (z0) = ag = f (x0)
Utilizaremos la siguiente notacion

flzi] = f(x5) ®)
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por tanto
ao = f [xo]
Ahora es posible obtener mediante recurrencia los distintos coeficientes a; de P, (z).
Por ejemplo, para el célculo de aq, utilizamos la relacion
Py (z1) = ap + a1 (v1 — m0) = f(21)
Despejando el coeficiente a; y teniendo en cuenta que ag = f(xo)

_ @) - f@)

1 — Xo
o utilizando la notacion
_ Sl = flao]
- m—a

Si definimos la primera diferencia dividida de f (z) en z; y ;41 como
flzj] — flzy]

Tj+1 — Xj

(6)

flaj, xj] =
podemos poner
ay = f [1.0; xl}

Para hallar un procedimiento general, veamos que sucede con a-. Este coeficiente se
obtiene calculando el valor del polinomio de interpolacion en el punto x» y teniendo en
cuenta que dicho valor tiene que ser f(xs)

Py(x2) = ao + a1(x2 — 20) + az(x2 — x0) (22 — 1) = f(x2)
Utilizando los valores obtenidos para ag Y a1, junto con la notacion anterior
flza] = flzo] + flzo, 21](z2 — 20) + az(22 — 20) (22 — 21)
Despejamos a2 para obtener su valor

1
(o2~ 7o)z — ) 2) = ool + fleo,al(aa = x0)))

Sumamos y restamos f[z1] = f(z1) en el numerador de la funcién y separamos en
fracciones

as =

flxe] = flza] + flod] — flwo] — flzo, v1](x2 — 20)
(z2 — @o) (22 — 21)
flwal = flan] _ flaa] = flwo] _ flzo, 21)(@ = 20)
(2 —wo)(x2 — 1)  (v2 —x0)(22 — 1) (T2 — T0) (72 — T1)
Utilizamos la notacidn para la primera diferencia dividida de z1 y x»

as =

g = flr1, 2] + flza] = flao] _ flxo, 1]
(2 —x0) (22 —wo)(x2 —21) (22— 1)
Multiplicando y dividiendo ahora la segunda fraccion por el factor (z1 — xg), y de

nuevo utilizando la definicion de primera diferencia dividida
fleawo] | floa] = flwof(wa —@o)  flwo 4]

(2 —x0) (T2 —20)(T2 — 21)(T1 —20) (T2 — 71)

a

flerwa] | flwo,ma](@y —x0) — flzo, 1]

(x2 —wo)  (z2 —20)(22 —71) (22— 71)
Sacamos factor comun en las dos dltimas fracciones y realizamos todas las operaciones




58 Capitulo 2 Interpolacion polinémica

_ Sleza] | Sflwo, 2] ((551—550 —(562—900))

[l @] _ flwo, 1]

(2 —x0) (T2 — T0)

f[fUl,l“ﬂ — f[x(]vxl]
(z2 — 20) — (22 — o)
La ultima expresion se denota como f[xg, 21, 2] y Se llama la segunda diferencia divi-
dida de f (x) en xq, x1 Y x2. De forma general podemos definir para tres puntos cules-
quiera la segunda diferencia dividida en funcion de las primeras diferencias divididas de
la siguiente forma

flzj+1, %‘jfz] - f[xj, Tj1] @
Lj+2 — Ty

flxj, Tjs1, 0] =

Siguiendo con el mismo razonamiento, definimos la diferencia dividida de orden
(k+1) para f (z) en (k + 1) puntos distintos, en términos de dos diferencias divididas
de orden k& como

xX; yeee s Ljtk| — Ljyeoo yLith—
fleg, @i, mjpk] = flryon EEOS L ko] ®)
Tj+k = Tj
Si a;, es el coeficiente k—ésimo del polinomio de interpolacion en la forma indicada en
entonces
T1yeon , Tk — [lT0y- -+ , The
o= Flaoa. .. o] = 11 | - flzo N o)
T — To
Este método nos conduce a un algoritmo recursivo para el calculo del polinomio de in-
terpolacion
flo]
flzo, z1]
fl1] flzo, w1, 2]
f[xluxﬂ f[m()u"' 7*rn71]
f[anmlv cee axn]
flrn—2,Tn_1] N A P
f[l'n,ﬂ f[mnf% Tn—1, {En]
f[xn—lv xn]
flzs]

Teniendo en cuenta que el valor de a;, dado en la ecuacidn , se obtiene de forma rapida
el polinomio de interpolacién
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P,(z) = flzo] + flro,z1](x — xo) + ... + flxo, - yxa)(x —20) ... (T — Tp1)
Esta expresion para el polinomio de interpolacién se denomina Polinomio de interpola-
cion en la forma de Newton.

La incorporacion de un nuevo punto a los datos iniciales no implica la realizacion de
todo el célculo para el nuevo conjunto de datos. Puesto que el polinomio de grado n + 1
sera de la forma

Poii(z) = ap+a(x—x0)+...+an(®—x0)...(x — Tp_1) + ant1(x —x0) ... (x — )
= P,(z)+apti(x —x0)...(x —x,)
y solamente habra que incorporar el sumando a,,+1(z — xg) . .. (x — x,,), pero teniendo
en cuenta la expresion , entonces
An+1 = f[IOa cee 3 Ty, l’n+1]
Resumiendo, solamente hay que calcular este dltimo coeficiente. Para ello y utilizando
la tabla anterior, donde los nuevos elementos incorporados aparecen subrayados, calcu-
lamos el coeficiente que nos falta.
flo]
f[fo, !Eﬂ
fl1]
; fl1, 2] flwo, ... 2n_1]
. f[fﬁ(),xl,‘.‘,l'n]
f[xn727xn71] f[mlw-' 7xn} f[x(]a-'- 7xn+1]
flen—1] flens - g
f[$n71> mn] f[m2> LY 7‘rn+1}
flzn]
f[xna In—&-ﬂ
flzns]

\kamos un ejemplo de aplicacion del método.

Ejemplo 7 Calcularemos el valor de f(1) a partir de la tabla siguiente

k| x| fla)
0 0 1
1 2 3
2 5 2

utilizando para ello el método de Newton. Posteriormente calcularemos de nuevo el
valor de f(1) sabiendo con un nuevo dato f(x3) = 1, con x3 = 4.
Utilizaremos el esquema de Newton
flzo] =1

f[x()al.l] = g%(l) =1

10 __
f[xl] =3 f['r()?xlaIQ] = 53_01 = 7%

f[fCl,fEQ] = % = —%

flwz] =2
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El polinomio de interpolacion P, (z) seré en este caso

4 23 4
Pz(m)—1+1(a:—0)—1—5(:c—0)(:1c—3)—1+Ex—1—5x
y que en z = 1 toma el valor
34
R1) =,
Si ahora introducimos el nuevo dato x3 = 4 con f(z3) = 1, obtenemos la nueva tabla
flzo] =1
f[mval} =1
fle] =3 flzo, x1, 2] = — &
flo1,20] = —% )
flz2] =2 f[l’l’l’%xs]:%:%
f[Ian?)] = 411%? =1
flas] =1
4 4
5 (=15 7
f[l’o,zl,l’%x:s] = % = 30

donde solamente hemos realizado los calculos que estan subrayados, ya que el resto
puede utilizarse.

Diferencias finitas

En esta seccion se expresa el polinomio de interpolacién, cuando los puntos utilizados
son equidistantes, es decir cuando

Tyt — T =h
o de forma equivalente
T = xo + kh

Definicién 1  Dado un conjunto de puntos {xy}, _,, definimos
Axg =xk11—x k=0,...,n—1 (10)
llamada primera diferencia finita progresiva del conjunto {x};_,.

Si ahora definimos zj, = Az, tendremos un nuevo conjunto de puntos {x;g}z;é al
que podremos aplicar la ecuacion para calcular su primera diferencia finita progresiva

Az =aj  —ap k=0,...,n—2
pero teniendo en cuenta la definicion de z),
Az), = xj — oy = Axppr — Az = (g2 — Tpp1) — (T — Ti)
= Tp42 — 2%4+1 + Tk (11)
A este valor se le llama segunda diferencia finita progresiva del conjunto {xz};_, y se

denota como
A%z =Axp — Az, k=0,...,n—2
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En general denotamos como m~ésima diferencia finita progresiva del conjunto {z};_,
a

AMzy = AA™ ) =A™ g — A ey, E=0,...,n—m

Anéalogamente podemos definir las diferencias finitas regresivas.

Definicién 2 Dado un conjunto de puntos {xy}, _,, definimos
Var=xr —xp—1; k=1,...,n (12)
llamada primera diferencia finita regresiva del conjunto {zy};_,.

Si definimos z; = Vaxy, tendremos un nuevo conjnto de puntos {z}},_, al que
podremos aplicar la ecuacién para calcular su primera diferencia finita regresiva

Vap,=ap—x3_1 k=2,...,n
pero teniendo en cuenta la definicion de =} (k= 1,... ,n).
Vayp = zf—xf_ 1=V —Vrr_1 = (v —Tr—1) — (Tp—1 — Tp—2) =
= Tp—2Tp 1+ T2 (13)

A este valor se le llama segunda diferencia finita regresiva del conjunto {x},_,, y se
denota como
V2$k = mGH — Vl'k
En general denotamos como m~—ésima diferencia finita regresiva del conjunto {z},_,,
a
V™, = V(Vm_lxk) =Vl V™" ey k=m,...,n

Férmula de Newton utilizando diferencias finitas

Supongamos que tenemos un conjunto de (n + 1) puntos {x }._,, distintos dos a dos y
equidistantes. En ese caso el polinomio de interpolacion en la forma de Newton admite
una forma mas compacta. Por una parte, recordemos que

ar = flzo,...,xzx] k=0,1,...,n
por otra 'y para simplificar, utilizaremos la siguiente notacion
f(a?k)ka k=071,... ,n
Con estas condiciones y para el caso £ = 1 obtendremos

flod = fleo] _ fr=fo _ Afo
Ir1 — Xo h h
observemos que en el numerador se encuentra la primera diferencia finita progresiva de

la familia de puntos { fi },_, por tanto

ar = f[zo,z1] =

_ B
h
y en general para puntos equidistantes tendremos

x — flz A

F g mps] = flewn] = flaw] _ Afe
Th+1 — Tk h

Para el caso & = 2y teniendo en cuenta lo anterior

flovw] = flzo,a] _ SE -5 AR —Afo _ A%y

To — To B 2h 2h? 22

ai

=0,...,n—1

az = f[x()al.l;xQ] -
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por tanto, podemos escribir la segunda diferencia dividida en funcion de la segunda di-
ferencia finita progresiva
A2 f(x
flzo, w1, 22] = #
y mas generalmente, teniendo en cuenta la construccion recursiva de las diferencias di-
vididas se obtiene

A" f(x0)

f[x()axla--- 7wn]: n\pn
Por Gltimo el polinomio de interpolacién de Newton puede expresarse como

_ Al f(zo) A" f(zo)
P,(z) = f(xo) + W(m —xz9)+ -+ W(Qﬁ —xg) - (x—x,) (14)

Conocida como férmula progresiva (o hacia adelante) de Newton-Gregory .
Si definimos
(x — x0)
h

a=
entonces

(x —2ap) = (¥ —x9g — kh) = ah —kh = (a — k)h
que sustituido en la ecuacién nos da como resultado
Po(z) = f(x0) + Al f(wo)a + %a(a -1+... m
siendo la formula del error . "

En(z) = % g)(x ) = ];n++(1))hn+1 (@=1)---(a—n)

Recordando la definicion de nimero combinatorio para m,n € N

(7:) B n!(mmi n)l =) .ﬁ!(m e

podemos extender esta definicion a cualquier par de nimeros a € R,y n € N

a\ ala—1)---(a—n+1)
n) n!
y la expresion para la formula progresiva queda

Py(z) = f(zo) + Al f(zo)r + A2f(:c0)<2) +.. A f ( ) Zn: ( )Akf o)

k=0

ala—1)---(a—n+1)

donde

AOf(fvo) = f(x0)

Utilizando las diferencias regresivas llegamos a la formula

@ =3 ()0 vt

k=0
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siendo

Vi) = flazr) = flzr-1)

YV f(ax) = V (Vk_lf(xk))



