O Preliminares matematicos

Resultados elementales sobre funciones reales

Con este tema pretendemos exponer una serie de conceptos matematicos basicos nece-
sarios para el desarrollo de los posteriores métodos numéricos. En lo siguiente todas las
funciones seran reales y en la mayoria de las ocasiones de una sola variable real, es decir,
seran aplicaciones de la forma

f:ICR—R
donde I sera un subconjunto de R. En general, I es un intervalo de R.

Definicion 1 Dada f (x), funcion real de variable real y z, € R, diremos que f (x)
tiene por limite a A € R, cuando « tiende a x, y lo representamos por lim f (z) = A
. T—T0

Sl
Ve>0; 36 >0tq.si |z —xo| <6=|f(x) — A <e¢

Definicion 2 Dada f (), funcién real de variable real, z, € R, entonces

i) 3f (xo)
f (z) continuaen zo < i) ﬂwﬁggof(x)

i)  lim f(x) = f(z0)

T—xg

Definicion 3 Dada f : I C R — R, entonces
f(x) escontinuaen I < f(x) escontinuaVzr € I

Definicion 4 Dado I C R, entonces definimos C (I) como el conjunto de todas las
funciones continuas en I, es decir

CI)={f:1I—R| f(x) escontinuaen I}

Teorema 1 (Teorema de Bolzano) Sea f : [a,b] — R, si f € C([a, b]) entonces
Si f(a)- f(b) <0=3¢€a,0] ta. f(6)=0

Este teorema tiene su aplicacién en la bisqueda de soluciones de ecuaciones de la forma

f(z)=0
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Teorema 2 (Teorema de los Valores Intermedios) Sea f: I C R — R, siendo f €
C(I), sean y1,y2 € R, cony; < yo ytalesquey; = f(z1) e yo = f(x2), para
1,2 € 1=

Vy1 < ysz < Ys :>3m3 EI,COHySZf(xg)

El teorema implica que si la funcién f (z) es continua y toma dos valores cualesquiera,
entonces toma todos los valores intermedios entre estos dos.

Definicion 5 Dada f (), funcion real de variable real, =, € R, entonces

f (x) esderivable en zy < 3 lim w = f"(z0)
Tr—x0 0

Si hacemos el cambio = — xg = h, el limite también puede expresarse como

lim f({L‘) — f(.’l?o) f/ (!Eo)

T—xg Tr — X

Teorema 3 Sea f (x) una funcion real de variable real y sea z, € R, entonces
f (x) esderivable en xy = f () es continua en x

Como sabemos, el reciproco de este teorema no es cierto, f (x) = |z| es una funcién
continua, pero que no es derivable en z = 0.

Definicion 6 Dada f : (a,b) C R — R, entonces
f (x) esderivable en (a,b) < f(x) esderivable Vx € (a,b)
En este caso podemos definir la funcién derivada f’ (z) Vx € (a, b).

Definicion 7 Definimos C* (R) como el conjunto de todas las funciones derivables con
derivada continua como C! (R), es decir

C'(R)={f:R— R| f(z) esderivableen R, f’ (x) es continua en R}

Podemos generalizar esta definicion vV € N
C"(R) = {f :R — R| f () esn veces derivable en Ry f(™ () es continua en R}
siendo (™) (x) la derivada n—ésima de la funcion f (z).

Para funciones infinitamente derivables, como los polinomios o la funcién e* defi-
nimos el conjunto

C*® (R) = {f ‘R — R| YeN, f(™ (z) existe y es continua en R }
Si en lugar de R, consideramos un intervalo [a, b], podemos definir las familias
C" ([a, b)) = {f :R — R| f () esn veces derivable en (a,b) y ™) (x) es continuaen [a, b]}
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Teorema 4 (Teorema de Taylor) Sea f (z) € C™ (a,b), conn > 0y supongamos que
también existe £(**1) (z) en (a, b), entonces
n
1 .
Ve, x, € [a,b] = € entre zy y x tal que f (z) = Z Ff(k) (z0) (z — x0)" + B, (2)
k=0
siendo

el error de la aproximacién.

Este teorema representa uno de los primero métodos numéricos, ya que es posible utili-
zarlo para obtener una aproximacion del valor de una funcién, mediante polinomios. El
sumatorio es el llamado polinomio de Taylor de grado n centrado en x.

Ejemplo1l Sea
fx)=In(1+x) x € (0,1)
y tomaremos x, = 0. Entonces

k S (@) F® (o) %
0 In(1+ ) In (1) =0 0
1 1ix:(1+x)*1 1 1
_9 1
2 (1) (1 + 2) 1 -3
3 RN+ (P2 | (13
4 (=1)°31(1 +2)~* (—1)%3! (1) i
N e R IRl NCS Vi RV NSV

y sustituyendo en la expresién del polinomio de Taylor correspondiente
n k—1
(1)

f(x)zln(l—&—x):ZTxk—i—En(x)

con E,, (x) en este caso

3
—+ |~
—

El primer término del sumatorio, &£ = 0, es nulo y por eso se empieza con k = 1.
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Como ¢ € [0, 1], es decir 0 < ¢ < 1, si sumamos 1 a la desigualdad obtenemos
1<1+£<2

y los inversos guardaran la relacion contraria
1

1>—>
1+¢

N =

Ahora es facil obtener que
1

1
(1 + é—)’ll*‘rl (1 + é—) +1
y la expresion del error E,, (z) se puede acotar como sigue
(=" " 1 T o "
n+1 (14 &0+ on+1 1+ T n+1
Supongamos que se quiere utilizar la serie para calcular In (2) (z = 1), en este caso
2= ~——1"+E,(1)=> ~——+E, (1)

k=1 k k=1 k

con E,, (1) el error cometido con esta aproximacion. Para este caso y utilizando la cota
general, se obtiene

1n+1 >

n n

|En ()] =

1
E,1)] < ——
1 (1) € —

Ahora es posible estimar el error cometido al truncar la serie en el término n—€ésimo,
simplemente sustituyendo el n adecuado en la expresion

<error
n+1

Por ejemplo si queremos que el error sea mas pequefio que 10~8, tendriamos que consi-
derar el valor n que cumpla

1 <error=10"% = (n+1) > 10°

lo que nos da una cantidad de 100.000.000 (jcien millones!) de términos. Sin embargo,
si empleamos el mismo desarrollo para, por ejemplo, calcular In (1.5), entonces en este
caso puesto que zp = 0.5 = 1/2

(2t

1
E, (1/2)] < = = 1078
| "’(/)‘_n—i—l n+1 2n+1(n+1)<

es decir:
1

g <0
0 equivalentemente
2"t (n 4+ 1) > 108
que paran = 22
2"t (n 1) = 22311 (23 4+ 1) = 192.9373.984 > 10°
y se alcanza el error solicitado.

Tenemos que observar que este tipo de aproximaciones no siempre son adecuadas y
dependeran de la proximidad a xq, el punto en torno al cual se construye el polinomio
de Taylor.



Resultados elementales sobre funciones reales 5

Teorema 5 (Teorema del Valor medio) Sea f € C([a,b]) y supongamos que existe
/' (z) conz € (a,b) entonces

VLC,x() € [aab] 735 € (aab) tal quef(‘r) = f(fE()) +f/ (5) (IE —1'())
En el caso particular en el que x = by xg = a tendremos

3¢ € (a,b) tal que £ (b) = f(a) + [ (§) (b —a)

Este teorema es un caso especial del teorema de Taylor cuando n = 1.

Teorema 6 (Teorema de Rolle) Sea f € C ([a, b]) y supongamos que existe f* () con
x € (a,b) entonces

Sif(a)=f(b) =3 € (a,b) talque f' (£) =0

Este resultado puede ser Util para establecer si una ecuacion de la forma f (z) = 0 tiene
solucion.

Teorema 7 (Teorema de Taylor en forma integral) Sea f (z) € C"** (a, b)
n 1
Vo, 2o € [0,8] = f (@) =D 7 f* (o) (= 20)" + R ()
k=0
siendo

Ry, (w) = % /”” FOV () (2 — )" dt

el error de aproximacion.

Demostracion: Realizaremos de forma recursiva integracion por partes. Para R,, ()
tomamos

e

dv=fOtD tydt o= fM (1)
y se obtiene

R (z) = %/I FOD () (2 — 6)" dt

0

t=x
1 /:z: n—1
+——— @) (-t dt
t=x9 (n - 1)' o

Evaluando en los extremos, se deduce facilmente que

R (2) = S 0 () 4 Ry (0

Aplicando de forma iterativa la ecuacion anterior se obtiene
n 1
Ry (2) = =3 1" (o) (3 — w0)" + Ro ()

k!
k=1
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y como

Ro(@) = [ f(tydit = f (x) — f (x0)

x0

obtenemos el resultado buscado ya que
- i %f(k) (o) (x — m0)" + f (z) — £ (o)
y al despejar =
D)= 1 (w) (@~ 20)" + By 1)

k=0

Si tomamos x = ¢ + h, el teorema de taylor se puede exponer como

Flroth) = Y )t ) (g
k=0 """

1
(n+1)!

El teorema de Taylor para funciones de varias variables es similar y podriamos, en el
caso de 2 variables, ponerlo de la siguiente forma:

Teorema 8 (Teorema de Taylor n-dimensional) Sea f (z,y) € C"™! ([a,a + h] x [b,b + k]) =

36 € (0,1), tal que

f(a+h,b+k)—i:71! (hﬂqtki)jf(a,b)ntn(h,k)

= or oy
donde
By (hk) = —— <h£+k£>n+1f(a+0h b+ kOk)
A (n+1)! ' ox oy ’
y
o a\’ LG\ i Of
(12 whag) 1100 =3 ()0 g 0

Ilustramos el teorema con un ejemplo.

Ejemplo 2 Encuentrael desarrollo de Taylor hasta el orden 1 para f (z,y) = cos (zy)

Solucién: Desarrollamos en primer lugar el operador (-)j hasta el orden buscado

<ha% + k(%)o f(@,y) = f(z,y)

o o\ i) )
(h35 +hgp ) £ @) =h5E @+ @)

2 2
<ha% + kﬁ) flxy) = h27f (z,9)
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que para la funcion f (z,y) = cos (xy) seria

0
(ha% +k§y> f (,y) = cos (zy)

A
(h% + k8_y> f(z,y) = —hysen (zy) — kx sen (xy)

2
(hé% + k%) [ (z,y) = —h*y? cos (zy) — 2hk (sen (zy) — xy cos (zy)) — k*z? cos (zy)

Por tanto el desarrollo de Taylor para n = 1 de la funcion cos (zy) es
cos((a+ h) (b+ k)) = cos (ab) — sen (ab) (bh + ak) + E; (h, k)
siendo
h2

By (hk) = =5 (b+ 0k)* cos ((a + 6h) (b + Ok))

—hk {sen ((a + 0h) (b+ 0k)) + (a + 0h) (b+ 0k) cos ((a + Oh) (b+ 0k))}

—%2 (a4 0k)? cos ((a + 0h) (b + 0k))

Sucesiones, ordenes de convergencia

En una gran parte de los métodos numériscos se construye una sucesion de valores que
se aproxima a la solucién del problema. Recordaremos en esta seccién definiciones y
resultados bésicos sobre ellas.

Definicion 8  Unasucesion de nimeros reales, {x,, },, .y €s una aplicacion del conjunto
de los nimeros naturales en el conjunto de nimeros reales.

Definicion 9 Diremos que la sucesion de nameros reales {x,,}, ., tiene como limite
A € R cuando n tiende a oo y se representa como lim x,, = A siy s6lo si

n—oo

Ve >0,3p € N, talquesin >ng = |z, — A\ <e¢

Las sucesiones no convergen con la misma rapidez. Por ejemplo, es conocido que

1\"
lim (1 + —) =e
n—oo n

sin embargo es necesario tomar n. = 100, para que el error cometido respecto al valor
real sea de 0.001358 = 1.358 x 10~3, mayor de una milésima. Sin embago, la sucesion
definida por

xrp = 2

= 1 1

mn+1:§$n+x_ n > 2
n
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converge rapidamente a /2 = 1. 414213562, sin més que calcular los primeros términos

X1 = 2
11
1 1
— 154 — — 1.416667
3 5101 15
= L a16667) + — 1 — — 1414216
o= g 1.416667

Comprobamos que con 4 términos el error es del orden de 10~5.

A partir de estos dos ejemplos esta claro que es conveniente estudiar la velocidad de
convergencia de las sucesiones.

Notacion o(z)y O (x)

Definicion 10 Sean {x,} y {y. } dos sucesiones distintas.

1. Diremos que =, = O (y,) (se lee z,, es una O grande de y,,) si y sdlo si
M >0, n, € Ntal que |z,| < M |y,| sin > ng
Siy,, # 0, Vn, podemos poner % < M y el cociente esté acotado cuando n — oc.
2. Diremos que x,, = o (y,) (se lee z,, es una O pequefia de y,,) si y solo si

lim 2% =0
n—oo yn

Estas notaciones permiten comparar la convergencia de dos sucesiones, siendo mas fre-
cuente su uso cuando ambas sucesiones convergen a 0. Supongamos que tanto x,, Como
yn convergen a 0, entonces:

1. Si z, = O (y»), entonces ambas sucesiones convergen con la misma rapidez a 0.

2. Si z,, = o (yn), entonces la sucesion x,, converge a 0 mas rapido que y,,.

Ejemplo 3 Podemos comprobar facilmente que

n+1 1 1 1 1 1
257 =0(;) vmm=l) 9n=(an)
d)%—i—e‘"zO(%) ¢) e‘"’zo(%)

Tomando como ejemplo el caso de la funcién In (1 + ), que vimos en la primera seccion,
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tendremos
n—1 k—1 1 1 -
In(2) = )" ==0|(- Convergencia lenta
k=1 k n
n—1 1 & 1 i .
et — > =2x"=0|—= Convergencia rapida
k=0 k! n!
También es posible utilizar esta notacion para funciones, por ejemplo, podemos escribir
3
senx:x—%—i—O(mS) cuandoxz — 0

que significa que “cerca” del punto 0, ocurre )sen () —x+ ‘”—63 <C ]aﬂ
Una ecuacion de la forma
f(x)=0(g(x)) cuando xz — oo
significa que 3M, K > 0, tal que si x > K, entonces |f (z)| < M |g (x)|, 0 en general
podemos poner

f(z)=0(g(x)) cuando x — x¢
Si
36 > 0,tal que si |z —xo| < 6 = |f (x)] < M |g (2)]
De forma semejante

f@)=o(g()  cuandoz — o < lim 58

Ordenes de convergencia

Para describir la velocidad con la que una sucesién converge se utiliza la siguiente ter-
minologia. Sea {x,} una sucesion convergente y sea lim z, = A € R.
n—oo

Definicion 11 Diremos que {x,,} tiene:

1. Convergencia lineal < 36 € (0,1), np € N, tal que
|Zpt1 — Al <6 x, — A VYn > ng

2. Convergencia superlineal < 3{e,},ycon lim &, = 0,no €N, tal que
g n—oo

|1 = Al < eplzn — A Vn > ng

3. Convergencia cuadritica < 3 K > 0, ng € N, tal que
|1 — Al < K|z, — )\\2 Vn > ng

4. Convergencia de orden al menos « > 1 < 3 K > 0, ng € N, tal que
|71 — A < K |2, — \|° Yn > ng

Cuanto mayor es el valor de «, mas rapida es la convergencia de la sucesion {x,, }.
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Integrales

Recordamos solamente un resultado fundamental del calculo integral: el teorema del
valor medio.

Teorema 9 (Teorema del Valor Medio para Integrales) Sean u,v : [a,b] — R, dos
funciones reales con u, v € C ([a, b]) y v > 0, entonces,

b b
3¢ € [a,b] talque/ u(m)v(x)dmzu(ﬁ)/ v(z)dx

Demostracion: Como u (z) € C ([a, b)), por el teorema de Weierstrass, tiene maximo y
minimo sobre el intervalo [a, b], es decir, existen, i, € [a,b] Y Zmax € [a, b], tales que
f(@min) = zren[;nb]f( z)=A
f(xmax) = max f([L‘) =B

x€la,b)
es decir
A<u(z)<B Vz € [a,b]
Como v () > 0, entonces
Av(z) <u(z)v(z) < Bu(z) Vz € [a,b]
Si ahora integramos sobre el intervalo [a, b]

A/ dx</bu(x)v(x)d:vSB/abv(x)dx

Si llamamos I = [ v (x) dx, se obtiene

Alg/bu(a:)v(x)deBI

Si I =0, entonces v (x) = 0y el resultado es trivial tomando cualquier valor para €.
Si I # 0, entonces I > 0y podemos dividir por I

1 b
AST/ u(@)v(x)dr < B A<C<B

Como u () es continuay C' = ¢ f x) dz es un valor intermedio entre Ay B,
por el teorema de los valores mtermedlos debe existir un £ € [a, ] tal que
u(§) =C

de donde obtenemos el resultado buscado

u(E):%/abu(a:)v(m)dm@/abu(ac)v(x)da::u(f)/abv(x)d:c



