Capitulo 2

Funciones holomorfas

2.1. Funcién compleja de variable compleja

Sea §2 un subconjunto no vacfo de C. Una funcién compleja f definida
sobre (2 es una correspondencia que asigna a cada z €  un mimero complejo
f(2) = w, es decir,

f: @ —C

z2 — f(z)=w.

Al conjunto 2 lo llamaremos dominio de definicién de f.

Supongamos que w = u+ivconu,vERy 2=z + iy conz,y € R, es
decir,
flz+iy) =u+iv.
De esta forma cada uno de los mimeros reales u y v dependen de las variables
reales z e y, consecuentemente, f(z) puede expresarse en términos de un
par de funciones con valores reales, en las variables z e y:

f(2) = f(z9) =ulz,y) +iv(z,y). (2.1)

De esta forma una funcién compleja f (2) es equivalente a un par de funciones
reales Re f (2) = u(z,y) y Im f (2) = v(z, y) cada una de las cuales depende
de las variables z e y.

Si en la ecuacién (2.1) la funcién v es siempre cero, entonces el mimero
f (2) es siempre real. Por ejemplo la funcién f (2) = [2|? = z2 + y? es real.

Ejemplo 1 Determinar la parte real y la parte imaginaria de f (z) = 22.
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2.2. Funciones continuas

Sea f una funcién compleja de variable compleja definida al menos en
un disco reducido de centro zp = ¢ + iy € C. Consideremos z = z + iy,
wo € C.

Diremos que wy cs ¢l lfmite de la funcién f cuando z tiende a 29 € ¥,
y escribiremos
zmo f (Z) = wo’

z#zg

si los valores de f permanecen cerca de wg cuando z estd préximo a zp.

Diremos que f es continua en 2 si f(zo) estd definida y

lim f(z) = f(20).

22—z

2¥20

Diremos que f es continua en un conjunto si es continua en cada uno de
los puntos de dicho conjunto.

Propiedades algebraicas y topolégicas de las funciones continuas

= Es evidente que una funcién compleja f es continua en zp = (xo, yo)
si y sélo si Re f y Im f son continuas en (zg,y0). Ademds

( lfm  Ref(z,y) = Re f (),

(z.y)—(zo.v0)

im f(2) = f(20) = { y

z—2p

lim Im f (z,y) = Im f (20) .
\ {(z.0)—(z0.p0)

» Todas las propiedades algebraicas (continuidad de la funcién suma,
de la funcién producto, de la funcién polinémica, de la composicién
de funciones, unicidad del lfmite,..) y topoldgicas (la imagen, por una
funcién continua, de un compacto es un compacto, de un conexo es un
conexo,...) estudiadas para funciones de dos variables se cumplen para
funciones complejas de variable compleja.

Ejemplo 2 Determinar la continuidad de la funcién

f(z) = € + isen (z? — 223°).
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2.3. Diferenciabilidad

Sea f: 2 C C — C y sea zy € Int (?). Diremos que f es derivable en

zp si existe el lfmite
WIORIC))

220z —g
z#z0 0

En tal caso al limite anterior se le llama derivada de f en 2z, y lo
denotaremos por f!{2p) o % f (20). Si denotamos Az = z — zp entonces

Diremos que una funcién es derivable en un conjunto abierto {2 si lo
es en todos los puntos de dicho conjunto.

Ejemplo 3 Verificar que la funcion f (2) = 2% es derivable en C.

2.3.1. Propiedades

Sean f y g dos funciones derivables en un punto 2zg. Se verifica
1. Si f es derivables en z, entonces es continua en 2.

2. La derivada de una funcién constante es cero, y para cada mimero

neZyzelC p
E(z{]‘) =nz3'1,

3. La adicién, la multiplicacién y la divisién de funciones derivables es
derivable y

(f +9) (20) = f' (20) + ¢' (20) -
(f9)' (20) = f' (20) g (20) + f (20) ¢ (20) -

(5) (20) = f (20)9(3(;)(;0;72 (20) f(ZO) si 9(20) ;é 0.

4. Regla de la cadena

Si denotamos w = f(2) y W = g (w) de modo que F'(2) = W, la regla
de la cadena se convierte en

dw _ dW dw

dz  dw dz’
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5. Regla de I'Hopital
Supongamos que g es no nula en un disco reducido de centro zg. Si
f(20) = g(20) =0y ¢ (20) # 0, entonces

f(z) _ f'(z0)

lim

z—z0g(z) ¢ (20)°

Ejemplo 4 Hallar la derivada de la funcién (222 + i)5.

2.3.2. Condiciones de Cauchy-Riemann

En esta seccién vamos a caracterizar la derivabilidad de una funcién
compleja de variable compleja en términos de su parte real e imaginaria.

Teorema 2.3.1 Caracterizacién de la derivabilidad
Sea f = u+iv una funcidn definida en el abierto Q y sea 2o = (x0,y0) €
2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f es derivable en zg.

(ii) u, v son diferenciables en (zo,y0) ¥ df (z0) (z — 20) = f' (20) - (2 — 2p)

Vamos ahora a escribir la expresién df (29) (z — 20) = f'(20) - (z — 20) de
una forma m4s sencilla. Sabemos por Célculo I que

_ _ [ uz(20) u,(20)
o)== (75 UG )
y si denotamos por z — 29 = & + iy, entonces
df (20) (2 — 20) = Tt (20) - ( T ) _ ( zuy, (20) + Yy, (20) )
/ y zvg (20) +yvy (20) /-
Por otro lado
f'(20) - (z=20) = (Ref (20)+iIm [ (20))(z +iy)
= zRef (20) —yIm f'(20) + i [zIm f’ (20) + yRe f’ (20)]
De esta forma de la igualdad Df (20) (z — 20) = f’ (20) - (z — 20) obten-
emos que
zuy (20) +yuy (20) = xRef (20) —yIm f’ (20)
v, (20) + yvy (20) zIm f' (20) + yRe f' (20)
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Tomando ahora z = 1y y = 0 obtenemos
Uy (20) = Ref'(20)

vz (20) = Imf'(2)
y tomando ahoraz =0y y =1
uy, (20) = —Imf (2)

'u; (0) = Ref (z0)
de donde se obtienen las ecuaciones
up (20) = vy (20) y  uy(20)=-v;(20)

conocidas con el nombre de ecuaciones de Cauchy Rieman. Ademds, en tal
caso

[ (20) = %f(m) = u, (%o, o) + vz (o, Y0) -

Ejemplo 5 Estudiar la derivabilidad de la funcién f (2) = z° + y2.

2.3.3. Funciones holomorfas

Diremos que f es holomorfa (o analitica) en 2 si existe r > 0 tal que
f |Du(z) €s derivable. Diremos que f es holomorfa (o analftica) en un
subconjunto 2 de C, y lo denotaremos por f € H(f), si f es holomorfa
en todo punto de 2. Al subconjunto abierto maximal donde f es holomorfa
lo llamaremos dominio de holomorfia de f.

Ejemplo 8 Determinar el dominio de holomorfta de las funciones f(z) =
2y f(2) =2

Cada punto del complementario (en C) del dominio de holomorffa de
una funcién recibe el nombre de singularidad. Cuando una funcién no
admite singularidades, es decir, el dominio de holomorffa es C, diremos que
la funcién es entera.

Ejemplo 7 La funcién f(2) = 22 es entera y cualquier punto de C es una
singularidad de la funcién f (2) = |2|2.
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2.3.4. Funciones arménicas

Supongamos que f es holomorfa en un dominio  C C. Entonces,
u(z,y) =Re f(z +1iy), v{z,y) =Im f (z + iy)
son dos funciones diferenciables en §2 que verifican
u,=v, v,=-—u (2.2)
en ).

Supongamos ahora que tanto u como v son funciones de clase C* (£2)
(més tarde veremos como las condiciones anteriores implican que la funcién
es de clase C*°). Entonces, derivando la primera ecuacién de (2.2) respecto

de z
" 0odu O0dv
U =E—_———-— =1
*®  fxdx Oxdy VT

intercambiando el orden de derivacién, derivando la segunda respecto de y

" g ov 9 Ou p
Vi) = —_——— e —u’
W Jydx dy Oy vy
y, en funcién del Teorema de Schwarz se obtienel,
14

Viu = uj, +uy, =0

en . Andlogamente, pero esta vez derivando la primera ecuacién de (2.2)
respecto de y, y la segunda respecto de x, obtenemos que

Viu =l +ff, =0,
en {2,
Llamaremos ecuacién de Laplace de una funcién w a la ecuacién
Viw =0.

Las soluciones de la ecuacién de Laplace que tienen derivadas parciales de
segundo orden continuas se denominan funciones arménicas y su teorfa
se denomina teorfa del potencial.

La ecuacién de Laplace, es una de las ecuaciones diferenciales fundamen-
tales de la ciencia y la técnica; esencialmente por aparecer involucrada en
la formulacién matem4tica de todo tipo de sistemas reales, desde problemas

1¥2 se lee nabla al cuadrado o nabla cuadrada
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de transporte de energfa en medios continuos, hasta problemas de dindmica
de poblaciones y de formacién de turbulencias en dindmica de fluidos.

Utilizando esta terminologfa, acabamos de probar que las partes real e
imaginaria de una funcién holomorfa deben ser funciones arménicas. Ademds
es posible demostrar el recfproco de este hecho. A saber, que toda funcién
arménica 4 es (localmente) la parte real de alguna funcién holomorfa, es
decir, existe v € C%(Q2) tal que

f(z+iy) = u(z,y) +iv(z,y)

es holomorfa. A la funcién v se le llama funcién arménica conjugada de
u.

Teorema 2.3.2 Armdnica conjugada y funciones holomorfas
Una funcién f (2) = u(=z,y) +iv(z,y) es holomorfa en un dominio Q si
y sdlo si v es una armdnica conjugada de u.

El siguiente ejemplo muestra que si v es arménica conjugada de u en
algin dominio, no es cierto en general, que u sea arménica conjugada de v
en él.

Ejemplo 8 Verificar que la funcién v (x,y) = 2zy es armdnica conjugada
de u(zx,y) = 22 — y? y u no es armdnica conjugada de v.

Ejemplo 9 Método para determinar una funcién armdnica conju-
gada

Verificar que la funcion u(z,y) = 2 — y®> — y es arménica en todo el
plano complejo y encontrar una funcién ermdnica conjugade v de u.

2.4. Funciones complejas elementales

En las secciones restantes de este capftulo se analizaran las funciones
complejas elementales m4s importantes. Tales funciones se definirdén de modo
que para 2 = z real se reduzcan a las funciones conocidas del célculo.
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2.4.1. Funciones polinémicas y racionales

Tanto lo polinomios como las funciones racionales desempefian un pa-
pel central en la teorfa de funciones de variable compleja, como tendremos
ocasién de comprobar a lo largo del texto.

Para cada mimero no negativo n se llama funcién polinémica de grado
n a toda funcién de la forma

n
P(z):= Ecjzj =co+c1z+cpz% + ... +caz" con z € C,
=0

donde c¢; € C, con ¢, # 0 si n > 1. Los funciones polinémicas son funciones
enteras.

Se llama funcién racional a cualquier cociente de dos polinomios cuyo
denominador no es el polinomio cero. El dominio de holomorffa de una fun-
cién racional es el complementario del conjunto de rafces del polinomio de-
nominador, es decir, las singularidades de una funcién racional son las rafces
del polinomio denominador. No obstante (algunas de) estas singularidades
podrfan evitarse considerando la extensién continua de la funcién de partida.

Ejemplo 10 Extensién de une funcion
Extender continuamente la funcion

22—
2

f(2)= zconz;é(]

Las funciones simples
c

(z = z)™

donde ¢,zp € C y m € N, son funciones racionales especiales: son holomorfas
en todo el plano complejo excepto en zg. En dlgebra se demuestra que toda
funcién racional puede expresarse como una suma de un polinomio y un
nimero finito de funciones simples.



2.4 FUNCIONES COMPLEJAS ELEMENTALES 9

2.4.2. La funcién exponencial

Para todo z = z + iy € C definimos ¢* como

Te'V = e (cosy + iseny),

e =e

donde e es la exponencial real del nimero e al exponente = y
eV = cosy + iseny

es la denominada fé6rmula de Euler.

La exponencial compleja es una extensién de la exponencial real
Por definicién,

e =¢*
cuando y = 0 y, por consiguiente la funcién exponencial
z+— e

es una extensién al plano complejo de la exponencial real z +— e*.

Propiedades de la funcién exponencial
Sean z = z + iy y w = u + iv dos niimeros complejos arbitrarios. Se
verifica:

(i) e
(ii) (e*)"! =€
i)
)

24w — ezew.

(iii) (e*)* = e** para todo k € Z.

(iv) |e*| = €* > 0. En particular, |e?¥| = 1.

Por definicién e¥ = cosy + iseny para todo y € R y, por lo tanto,
|e®| = 1. Consideremos ahora z € C, entonces

le*| = €% |e?| = €”.

(v) € =1siy sblosi z = 2kni para todo k € Z.

Supongamos que e* = 1. Aplicando ahora (i), e* = 1 y, consecuente-
mente, £ = 0. Por lo tanto,

1 =€t = ¢ = cosy + iseny,
de donde se deduce que y = 27k con k € Z. Por consiguiente,
z =1y =2nik con k € Z.

Recfprocamente, por la propia definicién, si z = 2wik con k € Z,
e =1.
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Periodicidad de la funcién exponencial

En resumen muchas de las propiedades de e® son semejantes a las de e®.
Claramente la tltima propiedad determina la periodicidad de la funcién e*
con periodo 274,

ez+2‘m = ez

Es decir, todos los valores que puede asumir la funcién exponencial ya han
sido asumidos en la banda horizontal de ancho 27,

—T<Yy< 7.
Esta banda infinita se llama regién fundamental de €*.

La funcién exponencial es entera
La funcién exponencial f(z) = €® es entera. En efecto, si z = z + iy,
entonces

f(z) =€ cosy +ie®seny

u(z,y) = Re f (2) = e®cosy, v(z,y) =Im f (z) = " seny.

Es obvio que u y v tienen derivadas parciales de todos los 6rdenes. Ademss,

Uz (z,y) = €” cosy = vj, (z,y) ¥ v (z,y) = €"seny = —u, (z,y) .

Por consiguiente las ecuaciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todo
el plano complejo y la exponencial es una funcién entera. Ademd4s,

asi;ez = u; (m1 y) +i’U; (x, y) = em cosy +iem Seny — ez.

2.4.3. El logaritmo complejo

Recordar que, para cada = > 0,

u=Ilnr < e* =1.

Para definir correctamente el logaritmo complejo tomemos una situacién
similar, es decir, dado z € C\ {0} determinemos el conjunto de soluciones
w = u + iv de la ecuacién e¥ = z. Para ello observar que dicha ecuacién
e¥ = z puede escribirse

ee’ = |z| el ¥8%, (2.3)

Por lo tanto tomando médulos en ambos miembros

e =z (2.4)
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de donde se concluye que
u=In(|2|).

A partir de (2.3), dividiendo por |2| y teniendo en cuenta (2.4) obtenemos

ew = el 6]‘52’

que se verifica si y s6lo si

v=argz = Argz+2krw con k € Z.

Por consiguiente:

Inz = {w=ut+iveC|e¥ =2}
= {w=In(|z|) +i(Argz + 2kn) | k € Z},

es decir,
Inz=In(|2]) +iargz = w.

De esta forma podemos concluir que el logaritmo complejo no es una fun-
cién propiamente dicha, sino una correspondencia multivoca, a menos que
fijemos una determinacién del argumento, en cuyo caso, efectivamente nos
proporciona una funcién. Llamaremos logaritmo principal y lo denotare-
mos por Ln, a la determinacién del logaritmo complejo que nos proporciona
la determinacién principal del argumento

Lnz=In(|z|) +iArgz, z #0.

Ejemplo 11 Determinar Ini, In(-1), Lni y Ln(-1)

El logaritmo principal es una extensién del logaritmo real
Observar que para todo z € R, con z > 0, Argz = 0 y Lnz es el
logaritmo conocido por célculo real

Lnz =Inz,

por consiguiente, la funcién logaritmo principal, Ln, es una extensién a
C \ {0} del logaritmo real In. Gracias a esta igualdad, a partir de ahora
escribiremos Ln en vez de In. Es decir,

Inz =Ln|z| +iargz con 2 # 0.
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Si 2 es un mimero real negativo (de modo que no est4d definido el logaritmo
natural real de célculo), entonces Argz=7wy

Lnz=Ln|z| + i

Propiedades de los logaritmos
Para todo 2z, w € C\ {0} se verifica

(i) In(2w) =Inz + Inw.

(ii) InZ =Ilnz—Inw.

Ejemplo 12 Verificar que

Ini% # 2Ini.

2.4.4. Funciones trigonométricas

Asf como e* extiende € a los complejos, se desea que las funciones
trigonométricas complejas extiendan las funciones trigonométricas reales
conocidas. La idea para establecer esta conexién es la férmula de Euler.
Para todo z € R se verifica

e’ =cosz +isenzc e ' =cosz —isenz

y consecuentemente
e*+e ¥ =2cosxr y €T—e ¥ =2senr.
De esta manera es posible definir el coseno y seno reales
eiz + e—ix eiz _ e—i:c

CoOST = —— y senzx = -
2¢

2
y es bastante natural definir el coseno y seno complejos como

ei: + e—t’z eiz _ e—iz
Co§$ 2 = ——— senz = ——————
2 y 2i
funciones que reciben el nombre de coseno y seno complejos, respectiva-

mente.
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De esta forma
2cosz=€%+e# y  Zisenz=e? —e @
y sumando ambas expresiones
2cos z + 2isen z = 2e,

es decir, la férmula de Euler es vélida para cualquier complejo 2

e* =cosz+isenz

Otras funciones trigonométricas

Al igual que en el caso real, a partir del seno y coseno complejos se
pueden definir la tangente, la secante, la cotangente y la cosecante,
que son extensiones a su dominio de definicién en el plano complejo de sus
versiones de variable real. En concreto,

sen 2 cos 2
tanz = s cotz = .
cos 2 sen z
1
secz = ———, cscz = .
Ccos 2 senz

Ejemplo 13 Determinar los ceros de cos z y sin z.

Estas funciones de variable compleja satisfacen algunas de las relaciones
trigonométricas de sus restricciones al eje real. Entre ellas, las siguientes:

Propiedades del coseno y seno.
Sea z,w € C. Se verifica:

(i) cos(—z) =cosz y sen(—z)= —senz.
(ii) cos®z+sen?z=1.
(iii) sen (z + w) = sen zcosw + cos zsenw.

(iv) cos(z + w) = cos z cosw — sen z senw.
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Dominio de holomorfia de las funciones trigonométricas
Las funciones cos z y sin z son enteras y

d . .
'(ECOSZ— —Ssmz y d—zsmz =cosz,
Ademds tanz = 502 eH(C\{(k+3)m|keZ})y
cos z 2

2

d
- tan z = sec” 2.

dz

También se pueden definir sus correspondencias inversas asociadas: ar-
coseno, arcocoseno, arcotangente, arcocotangente, arcosecante y
arcocosecante.

Ejemplo 14 Determinar el arcsin 2.

2.4.5. Funciones hiperbélicas

El coseno y el seno hiperbélicos, que denotaremos respectivamente por
cosh y sinh, son las funciones definidas por
e +e”? et —e”?

coshz = — y sinhz = 5

para todo z € C.

Otras funciones hiperbélicas

A partir de estas dos funciones se definen las restantes funciones hiper-
bélicas: tangente hiperbdélica, cotangente hiperbdélica, secante
hiperbdlica y cosecante hiperbdlica

senh 2z cosh z
tanhz = , cothz = .
cosz2 senh z
1 1
sechz = , eschz = .
cosh 2z senh 2

Propiedades de las funciones hiperbélicas
Sean z,w € C. Se verifica:

(i) cosh(—2)=coshz y  sinh(-z)= —sinhz.

cosh(iz) =cosz y  senh(iz) =isenz
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(ii) cosh®z —sinh®z=1
(iii) sen(z + w) = sinh 2 cosh z + cosh zsinhw.

(iv) cosh(z + w) = cosh z coshw + sinh zsinh w.

Dominio de holomorfia de las funciones hiperbélicas
Las funciones hiperbélicas cosh z y sinh z son enteras y

d . d
e coshz =sinhz y o sinh z = cosh z.

sinh z
cosh 2

Ademss tanh z = eH(C\{(k+3)ni|keZ})y

4 tanh z = sech? 2.
dz

También se pueden definir sus correspondencias inversas asociadas: ar-
gumento seno hiperbélico, argumento coseno hiperbélico,...



