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1 — La fransformada de Laplace

Funciones continuas a trozos. Funcion de Heaviside

Definicion 1.1
Dados a,b € R, con a < b. Diremos que f : [a,b] — C es una funcién continua a trozos <
Existe una particién del intervalo [a,b], & ={a =1ty <t} < --- < t, = b}, de forma que:
1. f es continua en cada subintervalo abierto de la particién:

fecg(]tkatk-ﬁ-l[); k:()a’nil
2. Existen y son finitos los limites laterales de f en los extremos de cada subintervalo

lim (1), lim f(r) € R.

1=t +

La definicién es equivalente a decir que f () es continua en [a, b], salvo quizds en un nimero
finito de puntos donde la funcién puede presentar una discontinuidad de primera especie finita.

Ejemplo 1.1

Como ejemplo de funcién continua a trozos definida sobre un intervalo cerrado y acotado
tenemos a la funcion de Haar (figura 1.1) definida de [0, 1] en R como:

1 0<r<4%

—1 L <1 <1

(S]]

La definicion 1.1 se puede extender a intervalos no acotados.
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ﬁ’(t)

Figura 1.1: Funcién de Haar.

Definicion 1.2
Diremos que f : |—oco,00[ — C es una funcién continua a trozos en | —eo, o[ < Va,b € R, con
a < b, se verifica que f : [a,b] — C es continua a trozos.

Ejemplo 1.2

Un ejemplo de funcién continua a trozos en un intervalo no acotado es la funcién parte entera
f(t)=E(t), definida de |0, o[ en R como

)=k vt € [k,k+1],

cuya representacién grafica viene dada por la figura 1.2.

Figura 1.2: Funcién continua a trozos en intervalo no acotado.
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Una funcién continua a trozos en un intervalo acotado [a, b] puede extenderse a la recta real
asignando el valor 0 a los puntos que estén fuera del intervalo.

f(t) =0;Vt & [a,b]

Definicion 1.3
Una de las funciones continuas trozos mds conocidas y usadas en la teorfa de transformada de
Laplace es la llamada funcion de Heaviside de pardmetro a € R definida como

hg @ ]—o0,00] — C

0 t<a
ha(t) =
1 t>a

y cuya representacion estd dada en la figura 1.3.
El caso a = 0 se denomina funcién escaldn unitario y se denota como u(t) = hy(t). Notar que
se cumple

halt) = holt — a).

ha(t)

Figura 1.3: Funcién de Heaviside de parametro a > 0.

La funcién de Heaviside actia como un interruptor, de forma que si f : |—oo,00[ — C es una funcion
cualquiera, (h,f) (t) es la funcion

0 t<a
(haf) (1) = :
flo)  1>a
De esta forma h, “enciende” a f en el instante t = a.

Si consideramos ahora 0 < a < b, la funcion

ha—hb:}—oo,oo[—MC
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tiene la forma
0 t¢]a,b)

(ha—hb) =
1 t€]a,b)

En este caso la funcion hy, tiene el efecto de “apagar” la sefial o funcion sobre la que se aplique a

partir del instante b

(ha —hp) f () = (haf) (t) = (o f) (1) = § f(1) a<t<b

Definicion 1.4
La funcion (h, — hy) (t) a veces se suele representar mediante la funcion caracteristica de
intervalo X, (t) definida para cualquier conjunto de niimeros reales I C R como

0 ¢l
X1 (t) = )
1 tel
de este modo

(ha = hy) () = Ky (1) -

Con esta interpretacion fisica de ser un interruptor, la funcion de Heaviside es muy iitil para describir
funciones continuas a trozos que sean continuas a la derecha, por ejemplo la funcion

t 0<r<1
fty=4q t—1 1<t<3

sent t>3
puede escribirse en una sola linea como
f@)=Tho(t)—hi(t)]t+[h (t) —h3(t)] (t —1)+h3(t)sent,
o también

f(t)y=t-ho(t)—hy(t)+ [sent —(t —1)]hs3(z).

La transformada de Laplace estard definida mediante una integral, de este modo la condicion
de ser la funcion continua por la derecha (o por la izquierda) serd irrelevante.

Definicion de Transformada de Laplace
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Definicion 1.5
Se define la transformada de Laplace de f : [0,00] — C en z € C como:

2010 = [ *f 0 (1)
0

o abreviadamente

La existencia de la integral impropia dentro de la definicion implica que la integral
T

[e@rwar,

0

existe y es finita para cualquier valor de T > 0y ademds

T o

Iim [e ¥ f(t)dt = /e*”f (t)dt.

T —oo
0 0
@ Una condicion necesaria para que la integral 1.1 exista es

| —
tlgl;|e f@)|=o.

Definicion 1.6
Definimos dominio o region de convergencia (ROC) de la transformada de Laplace de una

funcion f (t) al conjunto D de niimeros complejos donde estd definida la transformada de
Laplace de f (t):

Dy ={z2€ C: Z|f](2) existey es finita} .

Diremos que f (t) estd definida en el dominio temporal, mientras que F (z) estd definida en

el plano z o plano de Laplace que algunas veces se denomina de dominio de frecuencias
complejas.

Existe un tipo de funciones para las que es posible calcular la transformada de Laplace.
Definicion 1.7
Una funcion compleja f : [0,00] — C se dice que es de orden exponencial y< 3IM >0,y R

de forma que se cumple

|f ()] <Me" t>0.

Esta definicion indica que si f (t) es de orden exponencial, entonces crece mds lento que una funcion
exponencial de la forma Me".
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La funcion f (t) = e> sen2t es de orden exponencial y = 3, puesto que
‘est sen2s| < e,

luego podemos tomar y=5 M =1y T > 0.

La funcion f (t) = cosht es de orden exponencial Y = 1, puesto que

e +e!
2

! —t ! !
e +te e +te
= S :et’
2 2

|cosht| =

luego podemos tomar y=1, M =1y T > 0.

. 2 .
La funcion f (t) = €' no es de orden exponencial, ya que

12

. e 7 —_— .
lim —= lim 'Y = oo, para cualquier valor de 7,
oo f—voo

2 z z . . .,
luego €' crece mds rdpidamente que e para cualquier eleccion de .

La funcion f (t) = senbt es de orden exponencial, puesto que
senbr| < 1=¢"
luegoy=0M=1yT >0.
Definicion 1.8

Denotaremos por &y al conjunto de las funciones continuas a trozos de orden exponencial 7, y
por & al conjunto de las funciones continuas a trozos de orden exponencial para algiin y € R,

& = {f es continua a trozos de orden exponencial 'y}

& = {f:EIYER,talquefEé"y},
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en cierto modo se puede decir que

Sea f : [0,00] — C se cumple

fe&=32[fl(z); VRe(z)>7.

Demostracion: La demostracion es bastante sencilla y comprobaremos que la integral de e~ f (1)
es absolutamente convergente en un cierto conjunto.

oo

/e‘”f(t)dtﬁ/oo‘ £ (1) |dt = / Re(a) | £ ()| dt.
0

0 0

oo

Como f (t) es de orden exponencial, existirin M > 0y v tal que

/e Re(@) | £(1)|dt g/ @ MeVdr = M/ Re@=Nrgr = p ———
/ J Re(z) =7 _

M M
— " (1—-lime Re@-nry - "~
Re(z)—7y ( Pt ) Re(z) -7

siempre que Re (z—7y) > 0, que es lo que queriamos probar.
Con la demostracion anterior hemos probado que la transformada de Laplace existe al menos en el
semiplano a la derecha de yy por tanto ocurre

Dy={ze€C:Rez> v} C %,

siendo 9Dy la region de convergencia de £ [f](z).
Si ahora definimos

=inf{yeR:3M > 01al que |f(1)] < Me"; Vi>0},

Dy ={z€C:Rez>p},
estd claro que

D < 7y.

Calculo de algunas transformadas de Laplace

En esta seccion vamos a calcular la transformada de Laplace de algunas funciones notables.
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FUNCION DE HEAVISIDE
Vamos a calcular la transformada de Laplace de la funcion de Heaviside de pardmetro a > 0

f(t):ha(t); a>0,

Para ello utilizaremos la definicion directa de transformada de Laplace

F@) =26 = [e7f@0ydi= [eh()di = [ha(0edr+ [hae)ean,
0 0 0 a
como h, (t) =0, Vt < a; la primera integral es nula. Mientras que para la segunda y suponiendo
7#0
F@) = [h@ea= [ea,

=

F(z)=——e " =- (e’“z — lim e”z> )

Z t—a Z t—ro0

Se puede demostrar que el limite sdlo existe si Re (z) > 0y en ese caso su valor es cero, asi

1

—az

F(z)= ez . Re(z)>0.

En particular sia =0

Llho (1)) (z) = -, Re(z) > 0.

1
4
Nos queda saber qué ocurre en 7 =0

.Lﬂ[f](O):/me‘o’f(t)dt:/mha(t)dt:/mldt:h’mt—a:oo.

t—ro0
0 0

Yy por tanto no existe.
Si a =0, entonces la transformada de la funcion escalon unitario ho (t) = u(t) es

Lu®)(z) =-, Re(z) > 0.

@ Vamos a calcular el limite
lime "%,
300

teniendo en cuenta que t € R, que z = x+ iy y la definicion de €*
e = ) — o7 — o 71¥ (costy — isenty).

Si ahora t — oo, entonces por una parte tanto costy, como senty son periédicas y por tanto no
tienen limite en oo, sin embargo, estdn acotadas. Para e™™ tendremos

x > 0=lime ™ =0,
t—>o0

x < 0=lime ™ =oo,
t—yo0

luego sdlo existe el limite si Re (z) =x > 0.
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FUNCION EXPONENCIAL

Vamos a calcular la transformada de Laplace de la funcion exponencial

ft)=e;, weC.

Utilizando directamente la definicion de transformada de Laplace

oo oo oo

F(z)= /e_af (t)dr = /e_z’e“”dt = /e’(“’_z)dt.

0 0 0

Suponiendo que z # ® obtenemos

[=oc0

Flz)= L el@)

=0 0—2z

- (tim @) 1),

y el limite existe siempre que Re (@0 — z) < 0 (en ese caso su valor serd cero):

1
F(z)= , R >Re(m).
=1, Re(d)>Re(0)
Notar en particular que si @ = 0, entonces F (z) = %

Para el caso 7=

F (o) = /e_w’ew’dt = /dt = oo,
0 0

y la integral seria divergente.

FUNCION POTENCIA

como era de esperar.

Vamos a calcular la transformada de Laplace para f, (t) =1t", con n € N.

F@ =21 = [fined= [rea,
0 0

Si llamamos

oo

I, = /t”e‘”dt,
0

y utilizamos integracion por partes, suponiendo z # 0

u = "= du=n""'dt,
-zt 1 —zt
dv = e“dt=>v=——e7,
Z
se obtiene
t=oo0 bt t=00
mno_ n o "
I,=——e*¢ —l—f/t" Lo ddt = —— ¢ @
z t=0 ZO < t=0

0 =1lim

<

o0

(

n
_l
<

n
> + *Infl-
Z
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El iinico valor real para el limite es cero y siempre que Rez > 0, para ese caso se obtiene la siguiente
ecuacion de recurrencia
n
Iy =—I.
<

Repetimos el proceso una y otra vez

n nn—1 nn—1 1 n!
In:*ln_lz— In_zz-.-:— ...710:7107
Z Z Z Z Z Z Z

siendo en este caso I

Io= / O dr — / eIt = Llho(t)] ()= Re(s) >0,
Z
0 0

y por tanto

n!
ZnJrl ’

Z1t" (z) = Re(z) > 0.

Para el caso 7 =0, la integral es divergente, ya que

oo oo

F(0)= 2[£,](0) = / folt)e %di = / #"dt = oo,

0 0

FUNCIONES PERIODICAS
Sea f : [0,00] — o0 una funcion periédica de periodo T > 0, es decir f (t+T) = f(t)Vt >0,y
supongamos que f (t) tiene transformada de Laplace, entonces podemos poner

©o S

F(z) = Z|[f] (z):/f(t)e*”dtzlfm f(t)e ?dt,

s—ro0
0 0

o de forma equivalente

s
z -zt _ —Zl
tim [ £(0ye = ,}E;/f a.
0

Utilizando la aditividad de la integral dentro del limite reescribimos la expresion anterior como

nT

lim [ f(t)edt = lim /f Ye ddt+ -+ /f Ye @dt |,

n—yoo
0 (n—1)T

0 en forma de sumatorio

nT n—1 (k+1)T
lim [ f(t)edt =1im ¥ / Fl)edi
nree k=0
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Para cada una de las integrales dentro del sumatorio hacemos el cambio de variable t = s + kT (o
s=t—kT)

(k+1)T

/ Fl)e@di = / Fs+kT) eS0T gy — / Fls+kT)e P HT g,

y al ser f periddica se cumple f (s+kT) = f (s) y cada integral queda

(k+1)T

T
/ f —tht /f S—|—kT _ZdeSZB_ZkT/f(S)e_ZSdS,
0

sustituyendo en el sumatorio podemos sacar factor comiin el correspondiente a la integral

n—1 r r n—1
Z eiZkT/f (s)e ¥ds = /f (s)e “ds (Z eZkT> .
k=0 0 0 k=0

El sumatorio es la suma de los n primeros términos de una progresion geométrica de razon e "

n—1 B n—1 B s 1— e—znT
Ze sz:Z(e ZT) — <1€ZT>7

k=0 k=0

por tanto

nT T l—e_Z”T
/f (t) eitht = /f(s) eizsds <1_eZT> .
0 0

Sustituyendo en el limite

oo nT

T
0

1— efznT

n—oo 1 _ e*ZT

0 0

—znT

T
1
= /f (s)e “ds | lim e
0

n—eo 1 —e=2T°

Y este limite sélo existe cuando e ™ tiende hacia 0, o de forma equivalente cuando Re (z) > 0, de
donde
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Ejemplo 1.7

Vamos a calcular la transformada de Laplace de la funcion periddica de periodo 2 definida
en [0,2] como:

t  te]0,1]
f) = :
0 re]l,2]

Para ello utilizaremos la expresion obtenida, siendo en este caso T =2

2
2110 = 1= [ £ 2ds,
0

y el valor de la integral serd

1 1

2 1 2 2
/f(s)e_zsds: /f(s) e_zsds+/f(s) e “ds= /te_zsds—I—/Oe_“ds: /te_zsds.
0 0 1 1

0 0
Integrando por partes tomando u =t y dv = e~ %dt, de formar que du = dt y v = —%e*Z’
1 1
=1 =1 _
. r 1 _ 1 _ 1 _ 1 . 1 e* 1
/te Yds=—-e —I—/fe Pds=—e "+ —5e?| =—et5-——F=>
Z =0 b4 b4 Z (=0 Z Al Z
0 0

Finalmente la transformada de Laplace de f (t) serd

216 == (12 (1—e) - 1) |

% %

Propiedades de la tranformada de Laplace
LINEALIDAD

Sean f,g: 0,00l — Cy o, € C. Supongamos que existen £ f](z) para z € Dy y £ [g] (z) para
Z € Dy, entonces

ZLaf+Bgl(z) =aZ|[fl(z)+BLg](z); paraz e DfND;.

La demostracion es directa por la linealidad de la integral.

Ejemplo 1.8

Aplicaremos la propiedad para el cdlculo de la transformada de Laplace de las funciones
trigonométricas e hiperbdlicas.
= Funcion caracteristica de intervalo: Para calcular la transformada de Laplace de la
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Juncion %, (1), utilizamos su expresion en términos de la funcion de Heaviside

Xlap( (1) = ha(t) —hy (1),

aplicamos la propiedad de linealidad
2 X (0] (@) = 2 [ha (1) = 1 (0] (2) = 2 [ha (0] (@) = 2 [ (1)] (2),

y utilizamos que £ [h, (t)] (z) = e~ % /z para obtener

e % bt gmar_ bz

L)@~ L O] = - =

En este caso la transformada si estd definida para z =0, ya que

= b
2 [t 0] © = [ 20y 0 = [ 1d =0,
que coincide con

—az __ ,—bz —qe %4 p —bz
lim . [%[a B (z)} (@) =ltm*——¢ — — (L’Hopital) =1im —2— %€ " _p_4
z—0 ? z—0 Z z—0 1

Funciones trigonométricas: Aunque podemos realizar la transformada de Laplace de

las funciones trigonométricas elementales cost y sent de forma directa

ZLlcos(1)](z) = /Ow e ¥ cos(t)dt,

utilizando integracion por partes, es mds rdpido utilizar su definicion en términos de la

funcion exponencial
el +e 1. 1
I = _— = — it —
cos (1) 7 ~€ + 5

—it
e ",

et —e 1 . 1 _,
t — - - i - it
sen () 2 2° 2
y aplicar la propiedad de linealidad

Pleos ()] (1) = & Be” + ;e”} (2) = %g "] (2) + %éf ] (2).

Sabemos que para @ € C, £ [e”"] (z) = zfico conRez > Rew, por tanto si © =i

3 1
g[ezt] (2) = ;enD1={z€C:Rez>Rei:O},

ySio=—i

: 1
£ e (z):?enDzz{z€C:Rez>Re—i:0},
z
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luego

2leos(0](0) =52 ] Q)+ 5.2 [e] ()

LIRS U S
C2z—i 2z+i 241’

con D ={z € C:Rez > 0}. Del mismo modo obtenemos

L= 52 10~ 32 [0 = 5.~ 5= 74

en el conjunto D = {z € C:Rez > 0}.
= Funciones Hiperbolicas: Teniendo en cuenta que

e+et 1 1
h = oty Z
cosh () > 5e + =7
e—et 1 1
h t = = — 4 R =t
senh (¢) > 7€ =3¢
volvemos a utilizar la transformada de Laplace de la funcion exponencial para el caso
o=1
1
g[el](z): 1€HD1={ZE(C:Rez>Re1:1}’
Z —
yelcaso ®=—1

1
g[eit] (Z):Z-l-l enDy={z€C:Rez>Re—1=—-1},

y por tanto
1 1 1 Z
z—1+§z—i—l 21

1 1 1 1 1
— _ _
Z[e ](Z)_Ez—l_zz—i—l_zz—l

Z [coshi] (z) = %f [¢'] (z)-l—%,,? [e7] (z) = enD={z€C:Rez> 1}

N =

% [senht] (z) = %X [¢'] (z)—

el

Calcularemos la transformada de Laplace de la funcion

f&)=e"ho(t)+e ho(t) = fi (1) + f2 (1)
por linealidad:

enD={z€C:Rez> 1}

2 e ho (1) +e 2 ho (1)] (2) = £ [ ho (1)) (2) + 2 [e o ()] (2) = HLI 4 z%z

En este caso

Dy, (z) ={z€ C:Re(z) > -1},
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Dy, (z) = {z€ C:Re(z) > -2},

luego

Dy =Dy NDy ={z€C:Re(z) > —1}.

CAMBIO DE ESCALA

Dada
f: [0700[ —C
y sea a > 0. Si existe £ [f](z) para z € Dy C C y definimos la funcion g (t) como

g(t) = fat); Vi € (0,0,

entonces

210 =-211(Z) para X € ;.

La funcion g (t) se obtiene mediante un cambio de escala en f (t), esto implica bien una contraccion
hacia 0 si a < 1 o expandirla si a > 1.
Demostracion: Aplicamos la definicion de transformada de Laplace sobre la funcion g (t)

Zgl(z) = /0 wg(t)e‘”dt: / ) f(at) e .

Hacemos el cambio de variable at = s = dt = ids y como a > 0 los extremos de integracion no

varian
/ flat)e #dt = / f(s)e’z(s/“)lds — 1/ £(s) e D3 g
a 0 a a Jo
es decir

21g)(2) = -2 f](z/a) Yz € aD

Ejemplo 1.10
Sabiendo que

Z[sent](z) = ; Rez >0,
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entonces si a > (0

1 1 1 42 a
< t = — == = ; Rez > 0.
[Sena ] (Z) a 1 + (Z/a)2 a a2 +Z2 a2 _|_Z2 eZ

también se cumple

%

Z|cosat](z) = L

Rez > 0.

TEOREMAS DE TRASLACION

Teorema 1.2 Primer teorema de traslacion

Dada f : [0,00[ — C y supongamos que existe £ [f] (z) para z € Dy C C, entonces si @ € C
entonces

<z [ewtf(t)] (z) = Z[f](z— @) para (z— )+ Dy.
Demostracion: Utilizando la definicion de la transformada de Laplace
L] @)= [ e s e,
agrupamos exponenciales
/ e f(t)e Pdt = /f —(o=2) gy,
que es equivalente a evaluar la transformada de Laplace de f en ® —z
| roeoa— 210 o).
Ademds 7 — @ debe estar en la ROC de £ [f](z), luego
7z— o € Dy,
o de forma equivalente

= a)+Df.

Para calcular la transformada de Laplace de la funcion
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utilizamos el primer teorema de traslacion para obtener
L) ()=21[*)(z-3); z-3€Dy,

por otra parte sabemos que

" n!

Lt ](Z):F; Re(z) >0,

por tanto
2!
L] (2) =L [*] (z-3) = =3 Re(z) >3.
(z=3)
En general si a € C, se cumple
n!
ZL[e"1"] (z) = ——— 7 para Re(z) > Re(a)
(z—a)"

Para calcular la transformada de Laplace de la funcion
f(t) = e cost,

utilizamos el primer teroema de traslacion y obtenemos:
£ [e cost] (z) = L[cost] (z—5);  z—5€Dy,

Y por otra parte sabemos que

Z [cost] (Z):zz-i-l; Re(z) >0
Por tanto
@ [eSICost] (z) = Zcost] (z—5) = ﬁ; Re(z) > 5.

Utilizando las propiedades de cambio de escala y este primer teorema de traslacion obtenemos

£ e cosbt] (z) = (Z_Za;;:_bz; Re(z) > Re(a),
at b
L [e"senbt] (z) = Caf i Re(z) > Re(a).
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Dada f : [0,00] — C, supongamos que existe £ |f](z) para z € Dy C C, entonces sia >0y
definimos la funcion f, (t) como

{f(ta) t € (a,o0)

0 t €10,a]

entonces

ZL[fal (@) = Z[ha(0) f (t — )] (2) = e “Z[f](2); Vz € D.

La funcion f, (t) es una version trasladada de la funcion f (t).

ha(t)

Figura 1.4: Ejemplo de traslacion.
Demostracion:
o oo b
Llfd(2) = / fa(t)e %dt = / ft—a)e " dt = 11’m1H°°/ f(t—a)e "dt
0 a a
Hacemos el cambio t —a = s = dt = ds

/abf(t —a)e dt = /Ob_af(s) e dats) gy — o /Ob_af(s) e “ds

es decir

ZLfa(z) = “ZLf](z) Vz€D
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Ejemplo 1.13

Para calcular la transformada de Laplace de la funcion

f@t)=h3(t)sen(t—3),

utilizamos directamente el segundo teorema de traslacion

Zhs3(t)sen(t —3)] (z) = e ¥.ZL[sent] (z) = ; Re(z) > 0.

Ejemplo 1.14

Para calcular la transformada de Laplace de la funcion

f(#) = ha(t)cos(r),

en este caso para poder utilizar el segundo teorema de traslacion, se deben relizar unas
modificaciones previas. Por una parte estd claro que a = 4, asi que sumamos 'y restamos 4 al
argumento de la funcion que acomparia a la funcion de Heaviside

L hy(t)cos ()] (z) = L [ha(t)cos (t —4+4)](z),
apliquemos ahora las razones trigonométricas correspondientes para el coseno de una suma
Lha(t)cos((t—4)+4)](z) = L [ha(t) (cos (t —4)cos (4) —sen (t —4)sen (4))] (z) -
y utilizando linealidad
2 [ha (1) cos ((t —4) +4)] (z) = cos (4) £ [ha (¢) cos (t — 4)] (z) —send.L [y (1) sen (1 = 4)] (2),
de esta forma si estamos en condiciones de aplicar el 2 teorema de traslacion
z—4 1

L |hs(t)cos((t—4)+4)](z) =cos(4) m —sen (4)

DERIVADA TEMPORAL
Definicion 1.9

Sea f € &, diremos que f (t) es derivable a trozos si es continua, existen las derivadas
laterales en t € [0, y en cada subintervalo [a,b] C [0,o[ existe a lo sumo una cantidad
finita de puntos donde f no es derivable.
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Sea f € & derivable a trozos y supongamos que f' € &. Si existe Z [f (t)](z) para z € Dy; se
cumple:

Zf 0] @) =z2[f®)](z)—f(0); ze€Dy.

Demostracion: La demostracion se obtiene aplicando la definicion de transformada de Laplace

sobre ' (1)

e integracion por partes

u = e ¥ =du=—ze ¥dt,

dv = fl(t)ydt=v=Ff(t),

siendo
/ Foedd = f)ed] 7+ / F(t)ze @ dt
0 0

t—vo0

= limf(t)e ¥ —£(0) —|—z/f (t)e ¥dt
0

= limf(t)e ¥ —f(0)+zZ[f ()] (z).

t—roo

Vamos a comprobar que el valor del limite es 0 ya que de otro modo no existiria £ [f (t)] (z). Como
f es de orden exponencial para algiin valor de v, existirdn una constante positiva M tal que si
tomamos t — oo

‘e_Z’f (l‘)‘ _ e—Re(z)t |f(t)| < Me—Re(z)teyt _ Me—(Rez—y)t
y puesto que Re (z) >y

lim e~ (Rez=7) —
t—oo

Se entiende el valor de f (0) como el valor del limite a la derecha, es decir

f(0) = lim f(z).

t—0t

Si la funcion tiene derivadas de orden superior, la transformada de Laplace se calcula de forma
iterativa, por ejemplo para la derivada segunda se tiene en cuenta que " (t) es la derivada de
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la derivada primera. Si llamamos g (t) = f (t), entonces g' (t) = f" (t) y si aplicamos el teorema
tendremos

es decir

Z[f"(1)] (@) =22 [f ()] (z) = £'(0);
y por tanto

L[] @) = 2@Z[f(0)](2)-f(0)-f(0)

= 2Z[f0)] () —zf(0)=f(0).

Para las derivadas de orden superior tendremos la siguiente formula de cdlculo

2 (1 0] @ =221 )@ -7 (0) =221 (0) =+~ £V (0),

o0 en forma mds compacta

n—1

L0 @ =221 0@ - L 27 10 (0),

k=0

considerando

y que todas las funciones y derivadas estdn en &, es decir son de orden exponencial.

Ejemplo 1.15

Sabiendo que para a > 0

a
= v
podemos calcular el valor de £ [cosat] (z). Estd claro que si f (t) = sen (at), entonces

f'(t) = acos (at)

por tanto utilizando la propiedad de derivacion y por linealidad

Z[senat](z) Rez > 0.

ZLcosat] (z) =% Lllacosat] (2)=%¢ [clzf/ (I)} (z2)= %3 [f’ (t)] (z) = ézéf Lf ()] (z) - f(0),
es decir
1 a z
Z|cosat](z) = ey Rl Rez >0,
puesto que

f(0)=sena-0=sen0=0.
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DERIVADA EN EL PLANO DE LAPLACE
Si consideramos la transformada de Laplace como una funcion compleja de variable compleja

dentro de su dominio de definicion, nos preguntamos si dicha funcién es holomorfa dentro de dicho
dominio.

Sea f : [0,00] — C y supongamos que f es de orden exponencial y y existe la transformada
de Laplace de f en z € Dy. Entonces para n € N, la funcion t" f (t) tiene transformada de
Laplace y se cumple

nd

2100 = (-1 o

(Zf0l@);  z€Dy.

Demostracion: La demostracion del teorema se obtiene diferenciando bajo la integral directamente
en la definicion de transformada de Laplace.

L)) = /wa(t)e*“dt = jzg[f (1)) (2) = jz/omf(’)eﬂd’v

y asumiendo las propiedades sobre convergencia de la integral impropia implicada podremos
intercambiar las operaciones de integracion y derivacion

i)y rOea= [T GO == [T et = -2 i)

Si derivamos repetidamente obtendremos el resultado indicado en el teorema.

Ejemplo 1.16

Para calcular la transformada de Laplace de la funcion:

f(t)=tsen(3t),

se utiliza directamente el teorema anterior
d
Zltsen(31)](z) = —d—éf [sen3t] (z).
Z
La transformada de sen (3t) se obtiene utilizando la propiedad de cambio de escala

Z[sen3t](z) = %Z [sent] (%)

y teniendo en cuenta que

1

T2+

9

Z [sent](z) =719

= £ [sent] (g)

obtenemos el resultado buscado

d (1 9 d 3 —6z 62
ZLltsen(31)](z) = & <3Z2+9> =" <Z2+9) = —(Z2+9)2 = (Z2+9)2; Re(z) >0
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Ejemplo 1.17

Para calcular la transformada de Laplace de la funcion:

f@)=r,
se utiliza directamente el teroema
) d?
g [tzet] (Z) = (—1) dizzg [el] (Z) 5

La transformada de €' es tomando ® = 1 en la exponencial

1

Z[e] (@) = 2_717; Re(z) > 1

(1 d -1 2
Z (2 z—<>— = 0 Re(z) > 1.
] @) dz2 \z—1 dz \ (z—1)* (z—1)* (2)
Encontramos el mismo valor si aplicamos el primer teorema de traslacién sobre la funcion t*

21
(z—1)>

2!
23

£ (2) = L[] () =L ] z-1) =

INTEGRACION EN EL DOMINIO TEMPORAL

Sea f:[0,00] — C y supongamos que existe la transformada de Laplace de f en z € Dy.
Supongamos que f (t) admite primitiva

8= [ 1)

entonces g (t) tiene transformada de Laplace y se cumple

Ll0)]E) = iz[m)] (2); conzeD;N{Re(z)> 0},

Demostracion: La demostracion se obtiene considerando f (1) = g’ (t) y teniendo en cuenta que
g(0)=0.
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CONVOLUCION

Definicién 1.10
Dadas dos funciones f,g : R — R, se define su producto de convolucién como

(f*g)(1) Z/:of(s)g(t—s)ds.

Se puede comprobar con un simple cambio de variable que el producto de convolucion asi
definido tiene la propiedad conmutativa

(fxg) (1) =(g*f) ().

En el caso de que las funciones estén definidas en [0, 0|, siendo nulas fuera de ese intervalo,
el producto de convolucion se transforma en

(f+2)( /f (t—s)d

Sean dos funciones f,g : [0,00] — R. Se cumple

SiF(z)=2|f(t)|(z); paraz€ Dy

y — Z[(f*8) ()] (z) =F (2)G(2);X2(s) z€DsNDy.

SiG(z)=2Lg(t)](z); paraze D,

El teorema indica que: «La transformada de Laplace del producto de convolucion de dos
funciones es el producto habitual de las transformadas de Laplace de esas dos funciones».

Demostracion: En este caso la demostracion requiere un poco mds de esfuerzo pero se obtiene

sencillamente aplicando el teorema de Fubini de intercambio de integrales.

La region de convergencia del producto contiene a la interseccion de las dos regiones pero puede
ser un conjunto mayor; por ejemplo, si F (z) = ZH con ROC el conjunto {z € C| Re(z) > -2}y
G(z) = ?ﬁ con ROC el conjunto {z € C| Re(z ) —1} el producto F (z) G (z) = 1 estd definido

para cualquier valor de z.

Ejemplo 1.18
|

Ilustramos el teorema anterior con un ejemplo. Tomamos f (t) =t y g (t) = t*. Por una parte
tendremos la transformadas de cada una de las funciones
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Ahora vamos a calcular el producto de convolucion de ambas funciones

(fxg)() = /Otf(s)g(t—s)ds:/Ots(t—s)zds:/Ots(tz—l—sz—Zst)ds:/Ot(st2—|—s3—2s2t)dS:
2,2

s=t
s°t 283

IR A = B U

+
0 2 4 312

2+4 3

y si calculamos su transformada de Laplace

L[(fr) 0] =2 [1‘24 @ =155 =2

que podemos comprobar coincide con el producto de las transformadas de Laplace de fy g

20O ZEOIO =5 5=

mientras que difiere obviamente de la transformada de Laplace del producto usual

L@ =2L]=2["]0=5=7
Por tanto

Z[(fx8))](2) =2[f ()] (2)-Z[g(1](2) #ZL[(f8) (1] (2)-

Teoremas inicial y final

En esta seccion se incluyen dos resultados que relacionan las funciones f € & con su correspondiente
transformada de Laplace.

Sea f € & entonces se cumple

lim Z[f(t)](z) =0.
Rez—+o
Este teorema afecta a las transformadas de Laplace de funciones continuas a trozos de orden
exponencial, al principio del tema se ha indicado que el dominio de este tipo de funciones
es un semiplano a la derecha, este teorema nos indica que dichas transformadas tienden a 0
cuando Rez tiende a o. Este resultado sirve por ejemplo para determinar que no hay ninguna
funcion f continua a trozos de orden exponencial cuya transformada de Laplace sea F (z) = 1,
ya que para este caso
Iim F(z)=1#0.
g im, Flz)=1#
Esto no quiere decir que no exista otro tipo de funcion que tenga por transformada a F (z) =1,
lo que indica el teorema es que esa funcion no puede ser una funcion continua a trozos de
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orden exponencial, de hecho vamos a ver que para la llamada funcion delta de Dirac O (t) si

ocurre

L[5 (=) =1,

aungque esta funcion, 8 (t), no es una funcion en sentido formal, sino una distribucion, de ahi

que no esté en el conjunto &.

La funcion delta de Dirac

Dado A > 0, definimos la funcion impulso cuadrado de amplitud % y duracion A a la funcion

Sa(t) =

1
A

0

t € [0,A]

t¢10,1]

cuya representacion viene dada en la figura 1.5.

Notar que

1A

LA

Figura 1.5: Funcion 0, (1).

1) Al
KmSA(t)dt:/o Kdt: 1.

que en términos de la funcion de Heaviside se escribird como

6A (l) =

B —

(ho (t) —ha(2))-

La transformada de Laplace de O (1) es

zwamwzz[

1

A

<mm—mmﬂ@=
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La funcion delta de Dirac (aunque no es una funcion en sentido usual sino una distribucion) se
obtiene al hacer A — 07, la duracion del pulso disminuye pero crece en intensidad, formalmente

0 t#0
o(r)= oo r=0
J5. 8 ()dr=1

y su transformada de Laplace se obtiene del mismo modo tomando limites en £ [84 (t)] (z) cuando
A—0F

Az —Az

. . . e
218(0](0)= Jig 21850100 = iy = Jim %

1—e™

=1,

donde hemos empleado la regla de L’Hopital para el cdlculo del limite, luego

Z6()](z)=1.

Sea f € & derivable, de forma que f' € &. Entonces se cumple

lim z2Z[f ()] (z) = f(0).

Rez— o0

Demostracion: Como f, f' € &, entonces se cumple

Zf 0] () =22[f (1)](z) - £(0).
Pero aplicando el teorema anterior para f’

lim 2 [f'(1)] (z) =0,

Rez— o0

Y por tanto

lim Z[f'(0]()=_lim (2Z[f()]()-f(0))=0,

Rez——+o0 Rez—+o0
y el teorema queda demostrado.

De nuevo el teorema es vdlido cuando la funcion f (t) es continua a trozos de orden exponencial
y por tanto no puede tener impulsos, deltas o derivadas de deltas en el origen. La funcion F (z)
debe ser una funcion racional propia F (z) = N (z) /D (z) con deg(N) < deg (D).

Sea f € & derivable, de forma que 0 € Py. Entonces si existe y es finito el tgn}r f(@),
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entonces

lim z2Z[f(1)](z) = lim f(z).

Rez—0 t——>+oo

Demostracion: Utilizando la propiedad de la derivada

Z[f 0] (@) =22[f()]() - £(0),

o utilizando la definicion de £

|7 wetan=2215 0] -1 ),

y tomando limites cuando z tiende a 0

z—0

tim | (e = Jim (<2 [f (1)) (2)— £0)),

intercambiando limite e integral (suponiendo convergencia)

| dim 0 = lim <2 1£(0))(2) - £ (0)).

z—0

es decir

|7 wa = 1im 27 0] @)~ £(0).

z—0

e integrando

lim (1)~ £ (0) = lim 22 [£ (1)] (z) — £ (0),

t——+o0 z—0

y como f(0) no depende ni de z, ni de t

lim_f(r) = Jim <2 [/ (1] ().

t—>-o0

Este teorema es vdlido cuando F (z) no tiene polos en el semiplano derecho, ni en el eje

imaginario.

Transformada inversa de Laplace

La transformada de Laplace es un operador integral que transforma una funcion f (t) definida en el

espacio temporal en una funcion F (z) en el espacio de Laplace. En esta seccion nos ocuparemos del

problema de encontrar la funcion f (t) cuya transformada de Laplace nos conduce a una funcion

compleja F (z) de variable compleja conocida, es decir una transformada inversa de la transformada

de Laplace.
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Definicion 1.11

Sea F (z), diremos que f (t) es la transformada inversa de Laplace, o una transformada
inversa de F (z) y escribimos:

fO=2""F@I0),

St ocurre

Notar que como la transformada de Laplace estd definida mediante una integral:
F@= [ fiean,
0

se puede deducir de inmediato que la transformada inversa no es iuinica, por ejemplo, las funciones
dadas por

e t#1
a)f(ty=e  b)g(n)= ;
0 r=1
verifican que
2010 = L0160 = .

y sin embargo son funciones distintas.

Ejemplo 1.19

|
Puesto que

se deduce que

7! [ : ](z) oo,

z—o

En sentido estricto deberiamos decir que
w1 L

z—0

] (1) =e®hy (1),

ya que estamos definiendo la transformada de Laplace para t > 0.




36 La transformada de Laplace

Puesto que

()

f[sena)t] (Z) = m,

se deduce que

z! [%} (t) =sencwr, [t>0].
z

1.7 Propiedades de la transformada inversa

Como en el caso de la transformada directa, la transformada inversa de Laplace tiene algunas
propiedades que nos va a permitir su cdlculo de forma mds fdcil.

LINEALIDAD

Para cualquier par de complejos o, 3 € C, se cumple:

L7 aF (2)+BG ()] (1) = 0 [F (2)] (1) + BL T [G(2)] (1)

Para calcular

el ©

descomponemos la funcion en fracciones simples

| —

1 —
(z+3)(z—2) z+3

1
5
+Z—2,

y aplicamos la propiedad de linealidad
1 1 1

L o o LU [l OB El Fene] [0

1 1
— _ge—3t+ geZt_
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Para calcular

descomponemos la funcion en fracciones simples

_zHl g5 lztd
2 (249) z 2 92249
B $+5_1 z 1.3
oz 2 972432 27243
y aplicamos linealidad
+1 1 1 1 1 1 __ Z 1
|2 Ly = 1|l g _ 1| < _
[12(12—1—9)]() 9 ®) 9 z? ®) 9 72432 (®) 27
1 1 1
§ho (1) + ! ~gcos 3t — 77 sen3r.
TRASLACION

Teorema 1.11 Primer teorema de traslacion para !
Sea w € C, entonces

LT Fe-w)@)=e" 27 [F@)(1).

Para calcular

!
(z+2)°

K7 (1),

se tiene en cuenta que

g—l

y el primer teorema de traslacion nos conduce a

o
(z+2)°

-1 -2t

(t)=te
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Para calcular

" zrerm)
buscamos en primer lugar las raices del denominador de la funcion
P46z+13=0<z7=—3+2i,
y por tanto
Z46z+13=(z+3)*+22.
De esta forma

2

crarez)

—1 2 _ —1
< [z2+6s+ 3| 0=~

y aplicando la propiedad de traslacion

2
(z+3)*+22

2

g—l (t) :€_3t$_1 [W] (t) :€_3tSCH2f.
Z

Para encontrar la transformada inversa

5 6z 3
7 — t
[Z—é z2+9+2z2+8z+10]()’

aplicamos linealidad y transformamos el denominador de la tiltima fraccion

1
(2+2)*+1

5971 [z—%] () —627! [_zzj—9] (t)-i—%,?*l

3
(t) =5e% —6cos 3t + Eefzt sent.

Teorema 1.12 Segundo teorema de traslacion para . !

Sea a > 0, entonces

L e “F ()] (1) =ha(t) f(t—a).
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Para calcular

-6732-

g—l
| <

_e_3z_

Dg/pfl

entonces
-1

Z —3] (1) =

de esta forma

f_l

CONVOLUCION

| (),

empleamos el segundo teorema de traslacion

1

| (t)=2"" [e3zz—3] (t) =h3(t) 2! [—3] (t—3)

Teorema 1.13

Se cumple

L F@GRIO)=2L""[FRI0)*ZL[GRI0).

Calcularemos

! !

1

7
2(z+2)?

2(z+2)?

(1)

(1),

haciendo uso de la convolucion
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siendo en este caso

0 = 275 0=
_ -1 1 _ e—lt
s = 27| o =

luego

Integrando obtenemos el valor de la funcion buscada

—1 1
prg= 20, D) o

FUNCIONES RACIONALES

t t t t
f*g:g*f:/g(s)f(t—s)ds:/ se_zs(t—s)ds:t/ se_zsds—/ s2e 2ds,
0 0 0 0

Cuando F (z) = P(z) /Q (2) es una funcion racional con coeficientes reales con deg (P) < deg(Q),
entonces el cdlculo de su transformada inversa pasa por descomponer la funcion en fracciones
simples y calcular la inversa de cada una de las fracciones teniendo en cuenta, entre otros, los

siguientes resultados
1. SiaeCyn>0

r 1 tnfleat
-1 .
a e A P T
2. Sia,BER,

z! (Z_Za_)ZO:_ﬁZ (1) =e*cosPft,  t>0.

7 ( [;2 5 (1) = e* sen B, t>0.
z—a) +

Ejemplo 1.28

Calcularemos la transformada inversa de Laplace de

1
F(z)= 7Z2 (Z+1)2.

mediante la descomposicion en fracciones simples

1 A, B C D
2E@+1)? z 22 (+1) (+1)¥
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v la aplicacion de la propiedad de linealidad a las fracciones correspondientes

1

A B C D
2(z+1)?

+=+

z! = +
z 22 (z+1)  (z+1)?

) = 27!

(1) =

1 1 1
A7V -l +BL S| ()+Cce ! | ——
[z] ) 2 ®) (z+1)
= A+Bt+Ce ' +Dte.
Quedan por determinar los coeficientes A, B, Cy D

A B C D Azz+1)*+B@+1)°+C2@+1)+D2 1

] (t)+DZL~

—+o+ + =

Az(z+1)?+B(z+1)*+CP(z+1)+DZ = 1

A7 +(2A+B+C+D)*+(A+2B)z+B = 1

de donde
A+C =
2A+B+C+D =

A+2B
B =

- o O O

con solucion A= -2, B=1,C=2, D=1y la transformada inversa serd

1

L7 —
2(z+1)?

(t)=—-2+t+2¢"+te”’

Calcularemos la transformada inversa de Laplace de

7z—1
(z+1)(z+2)(z—3)

F(2)=

mediante su descomposicion en fracciones simples

72— 1 _ A B C
(z+1)(z+2)(z—3) z+1 z+2 z-3’

z 22 (z+1)  (z+1)? 2(z+1) 2(z+1)
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ahora usando linealidad y los resultados correspondientes

— 7Z—1 - A B C
2 omee|© = 27 [Ft et )0

1 1 1
azt| | o+reet | Sloree | L
| 0ese | | orez | o
= Ae ' +Be ¥ 4Ce¥.

Quedan por determinar los coeficientes A, B, y C; que hacemos de forma usual

A B N C A(z+2)(z—3)+B(z+1)(z—3)+C(z+1)(z+2) Tz—1

+ )
z+1 z+2  z-3 2(z+1)? (z+1)(z+2)(z—3)

A(z+2)(z=3)+B(z+1)(z2=3)+C(z+1)(z+2)=Tz—-1

y ddndole valores a 7

. 8
Siz = —1:>A(—1+2)(—1—3):—8:>A:(1)(_4>:2
Siz = —2;»3(—2+1)(—2—3)_—15:»B_(_1_)1(5_5)_—3
. 20

Siz = 3:>C(3+1)(3+2):20:C:m:1

y la transformada inversa serd

1 Tz—1
(z+1)(z+2)(z—3)

(t) =2¢ ' —3Be % + ¢

Exercise 1 Calcula la transformada inversa de Laplace de

Z2+9742

PO = ey

Exercise 2 Calcula la transformada inversa de Laplace de

272+ 10z
(2=2z+5)(z+1)°

F(z) =

Férmula de inversion compleja

El modo mds general para calcular la transformada inversa de Laplace de una funcion compleja de
variable compleja es mediante la siguiente integral

=2 @0 =5 [ F@Ea 120
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siendo 'y un niimero real tal que las singularidades de F (z) queden todas a su izquierda, es decir,
Re (z) < 7. La integral es conocida como integral de Bromwich o integral de Fourier-Mellin.

Sea F(z) una funcion analitica, salvo en un niimero finito de polos que se encuentran a la
izquierda de cierta vertical Re (z) < V. Y supongamos que existen m, R, k > 0 tal que para
todo s del semiplano Re(z) < vy |z| > R, tenemos que

m
IF ()] <=,
z

entonces sit >0

L7V (2)] () :]iRes (e7F (2)),

=1

siendo z1,. ..,z los polos de la funcion F (z) .
En particular, el teorema es vilido y se puede aplicar para

P(z
0(2)
siendo P(z) y Q(z) dos polinomios complejos de grado p y q respectivamente, con q > p.

Aplicaciones a las Ecuaciones Diferenciales

La transformada de Laplace se utiliza para resolver los llamados Problemas de Valor Inicial (P.V.1.)
que implican ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes de la forma

anx™ () + -+ a1x (1) +apx (1) = u(r)
x(0) =x0,0
X (0)=xi10

x("_l) (O) =Xp—1,0

k
siendo a; € Ry x® (1) = d d’;ﬁ” es la derivada k-ésima de la funcion respuesta del sistema x (t), los

valores xi o € R son las llamadas condiciones iniciales del modelo. Este tipo de problemas aparecen,
por ejemplo, al modelizar un tipico circuito LRC.

El problema se resuelve usando la transformada de Laplace sobre la ecuacion y utilizando las
propiedades de linealidad y derivacion de la transformada y finalmente utilizando la transformada
inversa. Veamos un ejemplo.
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Vamos a resolver el problema de valor inicial siguiente
V(1) =29/ (1) + 5y (1) = —8e™
Jjunto con las condiciones iniciales

y(0) = 2

Y(0) = 12

Vamos a resolver el sistema utilizando la transformada de Laplace sobre la ecuacion. Por una
parte tenemos que x(t) = —8e~" y por tanto

X@=2k0)E) ==

Si aplicamos la Transformada de Laplace a la ecuacion

2L (1) -2/ (1) +5y(1)] (2) = L x(1)] 2),

por linealidad
2 0] @22 0)] @+5LP)](2) =2Lx1)(z)

y utilizando la propiedad de derivacion temporal

L0z = Y(2)
Zy®)]() = & (2)-y0)=2¥(z)-2

ZY' 1)@ = 2Y(@)—w(0)—y(0)=7Y(z)-2z—12

8
{ZZY(Z)_ZZ_IZ}_Z{ZY(Z)—2}+52Y(Z)=—Z+—1
Agrupando
8 222+ 10z
({7 =245} = —— + 2248 ==~
y despejando Y (2)
222 +1
Y(2) = z-+10z

(z+1)(2—2z+5)

Teniendo en cuenta que

2—2z+5=(z—1)*+4,
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vamos a realizar la descomposicion en fracciones simples de la forma

222+ 10z Az+B C 3z+5 1

= =
(z+1)(2=2z+5) (z—1)2+22 z+1 (z—1)*+4 z-—1

y entonces
_ 272410z _ 3z+5 1
0 = 2 ey 0= —1ra =1| 9=
B | 32-3+8 1 _ g z—1 ~1 |
B [(Z_1)2+4 Z_ll(t) 3.7 [—(Z_1)2+4 (1) +4% [(Z_12+4 (t) [Z+1](t,

= 3e'cos2t+4e'sen2t —e !

y podemos comprobar que
y(0) =3e%c0s2-0+4e’sen2-0—e =3 -1=2,
mientras que para y' (t) = 11e' cos2t —2¢' sen2t +e~!, tenemos

¥ (0) =11e%cos2-0—2e%sen2-04+¢ 0 =11-0+1=12.

Sea el sistema
Y' () +3Y (1) +2y () =2
Jjunto con las condiciones iniciales

y(©0) = 3

y(©0) =5

Vamos a resolver el sistema utilizando la transformada de Laplace sobre la ecuacion. Por una
parte tenemos que x (t) =2 y por tanto

Si aplicamos la Transformada de Laplace a la ecuacion

LY O+3 ) +20)] (@) =Lk (),

por linealidad

Z' 0] @+32 [ (0] @) +22 1)) () =L [x(1)] (2)
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y utilizando la propiedad de derivacion temporal

L0l = Y(2)
L O]k = ¥ (@)-y0)

LY 0@ = 2Y(@)-2(0)-Y(0)

{ZZY (z) —zy(0) =y (0)} +3{z¥ (z) —y(0)} +22¥ (z) = z

Agrupando
2 322+ 14z+2
Y (z) {zz+3z+2} — E_|_3Z_|_14: %
y despejando Y (2)
32+ 14z+2 19 7

Y (z) = =—+ —
@) 2(224+3z+2) z z+1 z+2

donde hemos descompuesto en fracciones simples y entonces
yO) =L 'Y @] (t) =149 —Te ™

y podemos comprobar que
y(0) =149 -7 =14+9-7=3,

mientras que para y' (t) = —9e ™" + 14e~%, tenemos

¥ (0)=—9¢"+14¢" = -9+ 14 =5.

Ejemplo 1.32

Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales utilizando la transformada de
Laplace.

Funcién de transferencia.

Dada la ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes
apx™ (£) + -+ arx (t) + apx (t) = byuu™ (£) + -+ byu (t) + bou (1),

siendo x (t) la respuesta del sistema y u(t) la entrada al mismo, entonces se define la funcion de
transferencia como la razon entre la transformada de Laplace de la respuesta y la transformda de
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Laplace de la entrada

X (z)

T(Z):W

Estabilidad

Bdsicamente un sistema serd estable si a entrada acotada el sistema responde con una entrada
acotada, o equivalentemente, si el sistema no excitado por ninguna entrada, entonces la respuesta
del sistema decae a cero cuando t tiende a infinito.

En el caso de los sistemas descritos por ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes
constante, la estabilidad se explica en términos de los polos de la funcion de transferencia.

Ejemplos resueltos
1. Halla la transformada de Laplace de

5 si 0<t< 3

f)=

Solucion:

LI 0))(2) = /0 T f()e Tdi = /0 se-adr + /3 T0etdr = 2| =2
2. Halla la transformada de Laplace de
f(t) =cos <t+237r) .
Solucion: Usando el coseno de una suma tendremos:

COS l‘-l—2l —COSZCOSZI—SCDISCHZJ——lCOSt—ﬁsenl‘
3 ) 3 3 2 2

21016 = 2 oos(145 ) |01 = -3 Zkeosi0](0) - V3 % sent] ()

1z V3 1  1z-3
22241 2 2+1 2 722+1
3. Halla la transformada de Laplace de

f(t) =e ¥ (Tcos2t +4sen5t)
Solucion: Por linealidad:

L (1)](z) =L [e ¥ (Tcos2t +4sen5t)] (z) =7.% [e ¥ cos2t] (z) +4.% [e ¥ sen5t] (z).
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Por el primer teorema de traslacion
1% [e ¥ cos2t] (z) +4.Z [e ¥ sen5t] (z) = 7% [cos 2] (z+4) + 4.2 [sen5t] (z+4)

y por la propiedad de cambio de escala

Z

Z [COSQJ‘} (Z) = m,

Lleosst](z) = o

CoS Z = Zz+25

por tanto
z+4 5
j[f(t)](z) = D) +4 2
(z+4)"+4  (z+4)°+25

7z+28 20

- .
(z+4)7+4  (z+4)°+25

. Halla la transformada de Laplace de

f (1) =cos’t.

Solucion: El cdlculo de esta transformada requiere la transformacion de la funcion mediante
la formula

2 1 +cos2t
cos“t = —

luego

Z [coszt] (2)=%¢ [WOSZI] (2),

2
y por linealidad
1 2t] 1 1
Kz “% (2) = 32 [11() + 5.2 [cos21)2),

y mediante la propiedad de cambio de escala

[1+4cos2t] 1 1 z 244
D 0= gt 7 — ey
2] 2z 272244 (2 +4)

<z

. Calcula la transformada inversa en cada caso

WF@)=3% bF@Q)=25 oF@Q)=257

Solucion:

c).;s,ﬂfl[ S }(r):.,%*l [(L] (x):.,s,ﬂ*l[ ] }(t):e’COSZI.

(z—1)*422



