Capitulo 2

Funciones de Variable Compleja

Se estudian en este tema las relaciones que se puedan establecer entre conjuntos de
nuimeros complejos, extendiendo a C el concepto de funcién, como aplicacién entre conjun-
tos. Se definird el concepto de funcién de variable compleja, su continuidad, su derivabilidad
y su relacién con las funciones reales de variable real que el alumno ha realizado en cursos
anteriores.

2.1. Introduccién

Definicién 2.1 Se define funcion real de variable compleja a toda aplicacion de un sub-
conjunto de nimeros complejos A C C en R, y representamos como

f: ACC—R

2~ f(z)
donde
f(z) eR
Ejemplo 2.1 Funciones reales de variable compleja son:
a) f(z) =Re(z) (Funcion parte real)

b) f(2) =Im(z) (Funcion parte imaginaria)

c) f(z)=|z| (Funcion médulo )

Definicién 2.2 Se define funcion compleja de variable compleja a una aplicacion de un
subconjunto de nimeros complejos A C (¢ en C, y representamos como
f:rACC — C
z ~ f(2)
donde
f(z)eC



2 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

En ambos casos el conjunto A es el dominio de definicion de la funcién f.

Ejemplo 2.2 Funciones complejas de variable compleja son:

a) Ij(z) =z (Funcion Identidad)

b) T (z) =2+ 2 (Traslacion)

¢) R(z) = ze' (Rotacion de dngulo 6)
d)C(z)=% (Reflezion o conjugacion)
e) f(z) =2

f) f(z)=1 (Inverso, con z #0)

Puesto que tanto z como f (z) son nimeros complejos, ambos elementos tendran parte
real e imaginaria

z = Re(z)+ilm(z)

f(z) = Re(f(2)+ilm(f(2))

por otra parte y teniendo en cuenta la equivalencia entre C y R?, es posible considerar
este tipo de funciones como aplicaciones de R? en R?; tomando z = x + iy, entonces

f(z)=f(x+iy) = f(z,y)

y podemos definir dos funciones reales de dos variables reales de la siguiente forma

u(z,y) = Re(f(z,y)) =Re(f(2))

v(z,y) = Im(f(z,y)) =Im(f(2))

es decir, expresamos la parte real e imaginaria de f(z) en términos de la parte real e
imaginaria de z: Una funcién compleja de variable compleja es equivalente a una funcién
vectorial real de dos variables.

Ejemplo 2.3 Como ejemplo de funcion compleja de variable compleja estin los poli-
nomios y aunque posteriormente se verdn algunas propiedades adicionales, un polinomio
complejo de grado n € ZT U {0} y coeficientes ag, . ..,a, € C, con a, # 0 es una funcion
definida como

P(z) =anz" + 12"+ -+ a1z +ao

donde sdlo se utilizan operaciones elementales de suma y productos de nimeros complejos.
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2.1. Introduccién 3

Para obtener la parte real e imaginaria de un polinomio complejo sélo hay que sustituir
la variable z por su correspondiente expresion en forma bindmica,z = x + 1y, y realizar
las operaciones correspondientes:

P(2)=Pz+iy) =an(@+i)" +an_1(z+iy)" '+ +a (¢ +iy) + ao,
Ejemplo 2.4 Calcula u (z,y) = Re (f (2)) y v (x,y) = Im (f (2)) para f (z) = 2*
Solucién: Tomando z en forma binémica como
z=x+1y
entonces sustituyendo z en f (z) y operando
f@+iy) = (z+iy)* = (27 — %) +i2ay
de donde

u(z,y) = 2" —y

v(z,y) = 2wy
Ejemplo 2.5 Ezxpresa en términos de z = x + iy la funcion

) T —1y
T,Y) =20+ 1y + —5->
f(z,y) vt ET

Solucién: Sabiendo que

x = Re(z)zz+z
2
z2—Z
= I =
y m(z) = —

podemos sustituir estos valores en la expresién de f (z), no obstante, en este caso podemos
emplear el hecho de que

zZ = x—1y
para poner
de donde
_ z Z z
f(z) = (Z+Z)+<§_§>+ﬁ
_ 3% %, %
o311
2 2 P
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4 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Ejercicio 2.1 Calcula Re (f (2)) e Im (f (2)) para
a) g(z) = b)h(z) =z+1

c) k(z) = = d) 1 (z) = £iz=lti

2244

[SEENY|

Ejercicio 2.2 Ezpresa la funcion
fzy) =2 =y = 2y +i (22 — 2ay)
en términos de z.

Observacién 2.1 Al ser f (z) en esencia una funcion de R? en R?, no es posible obtener
una representacion grifica en sentido usual, ya que transformaria conjuntos de R? en
conjuntos de R?, no obstante es posible representar de forma independiente los conjuntos
Ay f(A), es por ello que a las funciones complejas de variable compleja también se las
llama transformaciones.

Definicién 2.3 Dada f : A C C — C una funcion compleja de variable compleja, diremos
que f (z) es multivaluada en A < asigna a un nimero complejo mds de un valor, no es
una funcion en el sentido estricto de la palabra.

Ejemplo 2.6 La funcion
fz)=vz zeC

es una funcién multivaluada. Sabiendo que si z = re®

2 = g Jrei02)

, entonces

donde
0 € arg (z2)

2.2. Limites y continuidad

En esta seccién se introducen los conceptos de limites y continuidad de funciones
complejas de variable compleja y puesto que C es en esencia R?, estos conceptos no son
muy diferentes de los vistos para funciones de R? en R2.

Definicién 2.4 Dada f : A C C— C con zyg € C, diremos que tiene como limite a
wop € C cuando z — 2y o también que el limite de f (z) cuando z tiende a zy es wo y lo
ETPTESATEMOS COMO

lim f(z) = wo
z—20

st se cumple
Ve>0= 30>0: |z—2|<d= |[f(z)—wo|<e

o en términos topoldgicos mediante el uso de discos abiertos:

Ve>0= 30 >0: z€ B(20,0) = f(2) € B(wo,e).
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Teorema 2.1 FEl limite de una funcion compleja de variable compleja en un punto, si
existe, es unico.

Observacién 2.2 La interpretacion del limite de una funcion de variable compleja es
idéntico al de una funcion de variable real, seria el punto del plano al que se .%cercan”los
valores de una funcion de variable compleja en puntos que se .%cercan.®l punto donde
queremos calcular el limite, la unica diferencia es que mientras que para el caso real ese
acercamiento se puede hacer por dos direcciones (izquierda y derecha) en el caso complejo
el nimero de direcciones es infinito.

Utilizando el concepto de punto del infinito co que se introdujo al final del capitulo
anterior, definimos los llamados limites infinitos y limites en el infinito.

Definicién 2.5 Sea f: A C C — C, entonces:

» Diremos que f (z) tiene limite oo cuando z tiende zg € C si ocurre

lim f(z) =co= VM >0,30 >0: |z— 2| <d= |f(2)] > M (limite infinito)

Z—20

» Diremos que f (z) tiene limite wy € C cuando z tiende co si ocurre

lim f(2) =wo < Ve >0,IN >0:|z| >N = |f(z) —wy <e.

Z—00

» Diremos que f (z) tiene limite co cuando z tiende oo si ocurre

lfm f(z) =00 VM >0,3N >0:|z|>N= |f(z)|>M

Z—00

El resultado méds importante sobre limites de funciones complejas de variable compleja
es el siguiente, ya que relaciona los lfmites en C con los limites de funciones de R? en R2.

Teorema 2.2 Sea f: A C C — C, con zy € C¥#. Se cumple:

3 lim Re (f (2)) = Re (wo)

z2—20

Jlim f(2) =w € C&

e 3 lim Im (f (2)) = Im (wo)
Z—20

Es decir el limite una funcion compleja de variable compleja existe siempre que existan
los correspondientes limites de las partes real e imaginaria y reciprocamente.

Con el teorema anterior se garantiza que todas las operaciones conocidas para los
limites de funciones de dos variables reales se cumplen para los limites de funciones de
variable compleja.
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6 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Ejemplo 2.7 Por ejemplo, algunos limites se calculan directamente sustituyendo el valor

como en el siguiente:
z 1

S+1 2

Otras veces nos encontraremos con una indeterminacion como en el siguiente limite:

lim
z—1

L Z4i22 0

lim ——— = -

IV E

Podemos solventar esta indeterminacion si expresamos la funcidn en su parte real e imag-
waria, tomando z = T + iy

Z+iz?  (x—iy) +i(e+iy)?  (@—iy)+i(e—y?+i2ey)  x-22y 22—y’ -y

= = +1
|2] VT 4y VvVt +y? Varr4y? o a2 +y?

Si tenemos en cuenta el teorema anterior, si existiera el limite entonces deben existir los
de la parte real e imaginaria y se debe cumplir:

o ZH i y T2y o T oYy
m——=lim ————+i lim ——
=0 /|7] (y)—00) /z2 +1y2  (2y)—(00) /22 + y>?

Los dos limites dobles se resuelven haciendo un cambio a coordenadas polares (x = rcosf,y = rsen @)

, x — 2xy _ rcosf — 2r2senfcos 6 ,
O S T S

22—y —y _ i r2cos2 @ —r?sen?6 — rsend

(m%&o renwr = lim 7 = lli%\/fﬂ(rcos% —senf) =0
de donde: o,
1m 2% _04i.0=0
z—0 |Z|

Ejercicio 1 Prueba que no existe el siguiente limite

. Z4i2?
lfim =— =
=0 |z]

Ejercicio 2 Calcula los siguientes limites:

; .9 / 12+3 : sen z
a) Zh_)n21i (2:]5 + 1y ) b) ZIEE1 F1 c) l{% senh(iz)

’ ; s 2241
c) lim (z — e™/3) = lim
) ysein/3 ( ) Z+1 2000 21

A partir de la definicién de limite se puede desarrollar el concepto de continuidad de
una funcién compleja de variable compleja:
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2.2. Limites v continuidad 7

Definicién 2.6 Sea f: A C C — C, con zy € A. Diremos que f(z) es continua en 2

&
i) 3f (20) € C

i) 3 1im [ () = f (x0)
z2—20
La funcion f(z) se dice continua en A < f(z) es continua en Vz € A.

Teniendo en cuenta lo visto antes sobre los limites estd claro que se cumple el siguiente
resultado:

Teorema 2.3 Sea f: AC C — C, con zy € C. Entonces:

Elzh;nzl Re(f (2)) =Re(f (20)) = u(z,y) es continua en (zo,yo)

f(2) es continua en zp € C <
I 1lim Im (f(2)) =Im(f (20)) = v (z,y) es continua en (zo,Yyo)

z—20

Es decir una funcién compleja de variable compleja es continua, si y solo si son con-
tinuas en (xo,y0) las funciones u (z,y) = Re (f (2)) yv(x,y) =Im (f (2)) como funciones
de R? en R, siendo zy = xq + 1yo.

Ejemplo 2.8 Con este resultado podemos comprobar de forma directa la continuidad de
las siguientes funciones: f(z) = 2z, g(2) = Z y h(2) = 22, sin mds que calcular sus

respectivas partes reales e imaginarias.

_ Re(f(2)) =z . Re(g(2))
f(z)_Zj{Im(f(z)):y g(z)—z:>{

y vemos que todas las funciones reales implicadas son continuas.

X

Re (h (2))

El comportamiento de la continuidad respecto a las operaciones bésicas con funciones
complejas es el mismo que se obtiene para funciones de variable real:

Proposicién 2.4 Si f,g: A C C — C son continuas en zg € A entonces son continuas
en zg las siguientes funciones:

1 (f+9)(2) y (f —9)(2)

2. (f9)(2)

3. (5) (2) siempre que g (z0) # 0
4 f(2)

5. 1f (2)]

Teorema 2.5 (Funcion Compuesta) Sea f : A C C—-Cyg: B C C—C con
20 € A ywo = f(z0) € B. Entonces, si f(z)es continua en zo y g(z) es continua en
wo = (g o f)(2) es continua en 2.
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8 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

2.3. Derivacién Compleja

La derivabilidad de una funcién compleja de variable compleja se describe en los mismo
términos que la correspondiente a una funcién real de variable real:

Definicién 2.7 Sea f: ACC — C y 29 € A, entonces

f(2) es derivable en zy <= 3 lim [ ()~ f (=)
zZ—20 z — ZO

= f’ (Z()) c C,

también se puede expresar

7o) =T ().

Si tomamos h = z — 29 € C, entonces

La funcion f (z) es derivable en A < f(2) es derivable en z, Vz € A.

Teorema 2.6 Sea f: A C C — C, sea zp € A, entonces si f (z) es derivable en z9 = f (2)
es continua en zg.

Ejemplo 2.9 Calcula usando la definicion, las derivadas de las siguientes funciones:

a) f(z)=z2
b) f(z) =2
c) flz)=2"

Solucién: Tomamos 2y € C un nimero complejo cualquiera. Para cada caso utilizamos
la definicién de derivada mediante el cédlculo de limite correspondiente:

_ m £E=FG0) o s g 1 =

a) f(z)=z = zh_}rgo - zh_}rgo P zlirglo 1=1
_ 2 _ .2 B
b f()=22 = 1w I@TIE) g T ma g, ) ER) oy
2—20 Z— 20 2—=20 2 — 20 z2—20 2 — 20 z2—20

_ , f(2)=f(z0) _ 14 P S (Z*Zo)(Zn_l+zn_220+~--+zz"72+zn71)

o) flz)=2" = Jim FEELERl = lm 28 = i T
= lim (2" 42" 20+ 2y Py ) = (e T ) =g

z—20

Con estos ejemplos se ilustra el hecho de que derivar una funcién f (z) respecto a z
equivale a considerar la funcién como de una sola variable y utilizar los métodos usuales
de derivacién para este tipo de funcién, esto serd cierto siempre que esta derivada exista.
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2.3. Derivaciéon Compleja 9

Con esta equivalencia los conceptos de derivadas de orden superior se definen de forma
natural:

f @) = di (£ )

Definicién 2.8 Sea f : C— C, f(z) se dice que es una funcion entera si f(z)es
derivable Vz € C.

Las propiedades que se extraen con esta definicién son, como era de esperar, las mismas
que para funciones reales de variable real.

Proposicién 2.7 Si f,g: A C C — C son derivables en zy € A entonces son derivables
en zg las siguientes funciones:

L (f+9)(2) y (f —9) (2), ademds

(f+£9) (20) = ' (20) £ ¢ (20)

2. (f-9)(2) y ademds

(f +9) (20) = ' (20) g (20) + [ (20) ¢’ (20)

3. St g(z0) # 0 entonces <§) (z) y ademds

1\ _ f'(20) g (20) = f (20) ¢’ (20)
(5) o= 4 ()

Proposicién 2.8 (Funcion compuesta) Sea f : A C C—-Cyg: BC C—C con

20 € A ywy = f(z0) € B. Entonces, si f(z)es derivable en zy y g(z) es derivable en
wo = (g o f)(2) es derivable en zy y ademds

(90 f) (20) = ¢’ (wo) f' (20) = ¢’ (f (20)) [ (20)
También podemos emplear las derivadas en el cdlculo de limites:
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10 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Teorema 2.9 (Regla de L’Hopital) Sea f,g: ACC —C conzyp€ A. Si f(2) yg(z)
son derivables en zy y se cumple f(z0) = g (z0) =0 con ¢’ (20) # 0, entonces
!/
tim L&) _ pi L)
e T

Y en general si g(20) = ¢’ (20) =+~ =g" " (20) =0y f(20) = ' (0) = -+ = [" " (20) =
0, con g™ (z0) # 0 entonces también:
f(z) _ " (20)
=2 g(z) g (=)

Demostracién: Como f (zp) = g (20) =0

lim f(2) = lim M

z—z20 g(z) 2=z g(2) — g (20)

Ahora dividimos en numerador y denominador por z — zg

2 — (2 i f(z)=f(20)
Cf) = flw) A lim e
lim —————~—2 = lim =
z—z0 g(2) —g(20) 2>z 9(z)—9(20) lim 2(z)—9(20)
zZ—20 Z2—20

z—20

y como las funciones f y g son derivables en z

. f(z)=f(20)
zh~>n;0 Z—20 . 20
lim 4&)=9G0) ¢’ ()
z—zg TR0

Observacién 2.3 La regla también es vdlida si ocurre:

lim f(z) = lim g (z) = o0
2—20 z—20

Teorema 2.10 (Funcidon inversa) Sea f: A C C — C holomorfa en A. Sea zy € A, y
supongamos que f' (z9) # 0 = Ewiste Uy, entorno de zy, y Vi, entorno de wo = f (z0) tal
que la aplicacion

U=V
es biyectiva y
flav-u
es analitica en wy, ademads
af! 1 1

— (1Y (wn) = _
Az (WO)—(f ) ( 0) f’(ZO) f’(f_l (wo))

Ejemplo 2.10 Por lo visto en los ejemplos anteriores, estd claro que un polinomio de
grado n, P, (z), es una funcién derivable, ya que estd construida por sumas y productos
de funciones que son derivables, de hecho un polinomio de grado n es una funcion entera,
ya que es deriwable en cualquier z € C:

P, (z) = anz"+an_12"" 4+ 4arz+ag = Pl (2)= annz" 1 +a, 1 (n—1) 224 tay.
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2.3. Derivaciéon Compleja 11

2.3.1. Ecuaciones de Cauchy-Riemann

En la seccién anterior se ha comprobado que desde el punto de vista formal la derivada
de una funcién compleja de variable compleja que sea derivable sigue las mismas reglas
que la correspondiente derivada de una funcién real de variable real, lo tinico que debemos
hacer es cambiar la variable utilizada. Se podria pensar que, tal y como ocurre con el caso
de la continuidad, el hecho de que las funciones real e imaginaria de una funcién compleja
sean derivables conducird al hecho de que la funcién compleja es derivable, sin embargo,
esto no sucede asf y lo comprobamos con un ejemplo. Consideremos la funcién

f(z)=7%,
es decir
[z +iy) =2 —1iy,
de donde
u(r,y) =,
v (QT, y) =Y.

Claramente, tanto u como v son funciones derivables respecto de sus dos variables

Uy = 1 uy =0

vy =0 vy = —1

asi que podriamos pensar que la funcién de conjugacién f (z) = Z, deberia ser derivable.
Sin embargo, si quisiéramos encontrar la derivada de f (2) en zp = ¢ + iyp mediante la
definicién, tendriamos

i L& =) o) m o) o @—20)til —y)
) (@y)—(zo0) (T +1iy) — (w0 +iyo)  (zy)—(zow0) ( — o) +7 (¥ — Yo)

si este limite existiese, los limites iterados deberfan existir y ser iguales:

lim lim (z = zo) +Z,(y0 —Y) — lfm lm (z —z0) + ! (Yo —y)
T—T0 Y—,Y0 (37 — x()) +1 (y — yO) Y—,Yo T—T0 (x — 330) +1 (y — yo)

Y

sin embargo, por una parte el limite de la izquierda es

lm lim B0 F i@ —y) g @m0 gy
T—T0 Y—,Y0 (;1: — 1‘0) —+ 1 (y — yo) T—T0o (1‘ — xo) T—T0o

mientras que el de la derecha

T T ) e € ) R A€ el ) R PN S
y—yor—z0 (. —x0) +4(y —y0) v—=woi(y—1yo) v—wo ’

y se comprueba que la derivabilidad de u y v no garantiza la derivabilidad de f = u +
1v, como funcién compleja, ademds de este requisito, es fundamental que se cumpla uno
adicional: las ecuaciones de Cauchy-Riemann.
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12 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Teorema 2.11 Si f : A C C — C es derivable en zg € A y si f(x+1iy) = u(x,y) +
v (z,y), entonces las funciones parte real, u(x,y) y parte imaginaria, v(x,y), tienen
derivadas parciales en (xo,yo) y se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en ese
punto
Uz (20, Y0) = vy (To,Yo)
(2.1)
uy (20, Y0) = —vz (T0,Yo)

Ademds se puede obtener el valor de la derivada como:
f"(20) = uaz (20, Y0) + vz (20, Y0) = vz (%0, Y0) — uy (20, Yo) -

Notar que las ecuaciones de Cauchy-Riemann se pueden reducir a una ecuaciéon com-
pleja ya que

of 0 i ou OJv Ov Ju . [(10v OJu . Ov  Ou [ .0v
— = — (u+iv) + = =1 =i|l—i——— ) =—i za—+
Y

or Ox ~ or z%_ay_zﬁ_y_ 10y Oy oy 0Oy
de forma que

of . of

Oz + Z@y =0.

Ejemplo 2.11 Encuentra los complejos para los que la funcion f(z) = \z[Q es derivable.
Solucién: Expresamos la funcién f (z) en términos de z e y

f)=l =2+ ="+ +i-0

por tanto
Uy = 2T
u(z,y) = 2°+y> =
Uy = 2y
vy =0
v(z,y) = 0=
vy =0

y el sistema dado por 2.1 serd

Uy = Vy < 22 =10

Uy =~V & 2y =0

cuya tnica solucién es el punto (0,0) y por tanto es el unico punto donde la funcién
f(2) = |2|? sers derivable, el valor de la derivada en ese punto sers

F0+1i-0)=uy (0,0) +ivy (0,0)=2-0+7-0=0

Para que el reciproco del teorema sea cierto se deben cumplir ciertas hipétesis sobre u
y v
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2.3. Derivaciéon Compleja 13

Proposicién 2.12 Sea f : ACC—C con f =u+iv y sea z9 = x9 +iyg € A. Si
ezisten las derivadas uy, Uy, vy, vy, son continuas en el punto (xg,yo) y se cumplen las
ecuaciones de Cauchy-Riemann (ecuacion 2.1) en ese punto; entonces f (z) es derivable
en zg = o + 1Yo-

2.3.2. Holomorfia: ceros y singularidades

Un concepto més fuerte que la derivabilidad en un punto es el concepto de holomorfia
ya que ademds de exigir que la funcién sea derivable en ese punto, también lo debe ser en
un cierto conjunto que contenga a ese punto.

Definicién 2.9 Sea f: A C C — C con zp € A. Diremos f (z) es holomorfa en zy o que
f(2) € H(z0), si y solo si existe un r > 0, tal que f(z) es derivable en todos los puntos
del conjunto B (zg,r).

La funcion f(z) serd holomorfa en A si lo es en cada uno de sus punto y se indica
como

f(z) e H(A).

Por ejemplo, se ha visto que la funcién |z|2 es derivable en el punto zp = 0, pero no
serd holomorfa en ese punto, puesto que la funcién no es derivable en ningin otro punto
mas.

Definicién 2.10 (Ceros de una funcion) Sea f(z) € H (B (zo,7)), con zy € C,
flz)=f () == fED(z)=0

F® (20) #0

2o es un cero o raiz de orden k € N de f (z) <

Proposicién 2.13 Sea 2o € C, r >0y f(2) € H (B (z0,7))

f(2)=(z=2)"g(2)

2o es un cero o raiz de orden k € N de f (z) & g(20) #0

g(z) € H(B (z0,1)) -

Definicién 2.11 Sea f : A— C , z9 € A. Diremos que zy es una singularidad de f (z),

si:
1)  f(2) no es derivable en zy

2) N¥r>0= 3z € B(z0,7): f(2) es derivable en z.

La definicion implica que f(z) es no derivable en zy, pero es derivable en algin punto
dentro de cualquier bola que contenga a zgy, es decir, cerca de zg siempre hay puntos donde
f(z) st que es derivable.
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14 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Ejemplo 2.12 Hemos visto que la funcion f(z) = |z|2 es derivable en zg = 0, pero
no holomorfa, en el resto de puntos, donde la funcion no es derivable, no hay ninguna

singularidad.

Ejemplo 2.13 Dada la funcion f (z) = 22 + iy?, vamos a ver los puntos en los que es
derivable. Utilizamos las ecuaciones de Cauchy-Riemann con u = x° y v = 3>

Uy = 2T
uy =0
v, =0
vy = 2y

El sistema formado por las ecuaciones de Cauchy-Riemann es

Uy =Vy > 20 =2y=x=y

Uy =—V; = 0=0

que tiene por solucion a todos los puntos de la forma (x,x), luego la funcion f(z) es
derivable en todos los puntos de la forma z = x + ix. En ninguno de esos puntos la
funcion es holomorfa y no hay ninguna singularidad.

Definicién 2.12 Sea f: A— C , zg € A. Diremos que zy es una singularidad aislada de
f(2), si

1)  f(2) no es derivable en z

2) Ir>0= f(z) € H(B*(20,7)).
En este caso, la definicion implica que f (z) es no derivable en zy, pero es derivable en

todos los puntos dentro de una bola reducida que contiene a zg.

Definicién 2.13 Sea zy € C una singularidad aislada de f (z), es decir, f (z) € H (B* (20,7))
para algin r > 0, entonces se dice:

1. zp es una singularidad evitable < 3 lim f(z) < Jlim,,,, (z —20) f(2) = 0, en

z—20

este caso la funcidon f(z) definida por

f(2) z € H (B* (20,0))
f(z) =

lim,_,., f(2) z = 2
es dertvable en zg.

2. zp es una singularidad tipo polo < lim f (z) = oo
z2—20
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2.3. Derivaciéon Compleja 15

3. zy es una singularidad esencial < 3 lim f (2).
z—20

Definicién 2.14 Sea zy una singularidad aislada tipo polo de f (z), entonces:

20 es de orden k € N 3 lim (2 — 20)" f (2) # 0

z—20
Ademds
Sim<k= lim (z —20)" f(2) =
z—20

Sim>k= lim (2 —20)" f(2) =0
z—20

Proposicién 2.14 Sea f(z) € H(B*(20,7)), con zy una singularidad aislada de f(z),
entonces se cumple:

(g_(—iyc y g(2) € H(B(20,7)) siendo g (z0) # 0.

Proposicién 2.15 Sea f(z) € H (B (z0,7)), entonces se cumple:

2o es un polo de orden k e N & f(z) =

2o es un cero de orden k de f(z) < zp es un polo de orden k de g (z) = Bk

z
Proposicién 2.16 Si f (z) = 58 siendo p (z) y q (z) dos funciones holomorfas en zy € C,
con p(zp) # 0=

f(z)= % tiene un polo de orden m < q(z) tiene un cero de orden m en z
q(z
Proposicién 2.17 Si f (z) = Zgzg siendo p (z) y q (z) dos funciones holomorfas en zy € C,
st zp es un cero de orden n de p(z) y un cero de orden m de q(z), entonces

1. Sin <m = zy es un polo de orden m —n def(z):gl(%.

2. Sin>m = zy es un cero de orden n —m de f(z):z’gg.

3. Sin=m= 2y es una singularidad evitable de f (z) = p(z;'

Singularidades en el punto del infinito

Consideremos el punto del infinito co, nos preguntamos si este punto puede ser visto
como una singularidad aislada para una determinada funcién f (z).Para estudiar este
1

hecho se estudia la funcién g (z) = f (;) en el punto 0.

Definicién 2.15 Diremos que una funcion f (z) es continua en el punto del infinito oo <
La funcion g (z) = f (%) es continua en el punto 0.

Con esta definicion el punto del infinito, oo, puede ser una singularidad evitable, polo
de orden k o singularidad esencial, segun el punto 0 sea una singularidad evitable, polo de

orden k o singularidad esencial de g (z) = f (%) respectivamente.
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16 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

2.4. Funciones Elementales

Polinomios complejos

Como resultado adicional a los introducidos previamente para los polinomios complejos
de grado n, P (z) = apz™ + An_12""1 + -+ a1z + ag, se incluye aqui el llamado Teorema
Fundamental del Algebra:

Teorema 2.18 (Fundamental del Algebra) Sea P, (z) polinomio complejo de grado
n = 3z1,...,2, € C tales que P(zx) =0, para k=1,...,n.

FE's decir un polinomio complejo de grado n tiene n ceros complejos, no necesariamente
distintos. El polinomio P (z) puede factorizarse como:

P,(z)=apn(z—21)(z—21) (2 — zn)
Y si se tiene en cuenta la multiplicidad de las raices la factorizacion serd de la forma

P, (2) = an (Z — Zl)ml (z — zQ)mQ e (Z _ Zk)mk

siendo {z1, ..., 2} las raices distintas de Py, (z) y ma,...,my sus correspondientes multi-
plicidades.
En el caso de que ay € R, k =0,...,n, es decir P (z) es un polinomio con coeficientes

reales, entonces se puede comprobar que si zx es un cero de P, (2), entonces su conjugado
Zr también lo seré.

Funciones racionales complejas

Una funcién racional compleja es un cociente entre dos polinomios, es decir, si P (z) y
@ (z) son dos polinomios complejos de grados deg (P) = n y deg (Q)) = m respectivamente,
entonces se define la funcién racional compleja R (z) como:

P(z)  apz"+ an 12"V 4+ arz +ag
Q(2)  bmz™ + by 12m - bz + by

R(Z): ak,kaC

que estard definida y serd y continua y derivable en para todos los complejos z € C
salvo para los ceros del polinomio del denominador @ (z).

Conocemos por el teorema fundamental del dlgebra que, salvo multiplicidades, existen
m valores zj, tales de @ (z;) = 0, por tanto

R(z) e H(C—{z1,...,2m}) -

Supongamos ahora que deg (P) < deg (@), en caso contrario podemos hacer la divisién
euclidea entre polinomios

P(z)=C(2)Q(2)+ R(z) con deg(R) < deg (P),
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es posible expresar cualquier la funcién racional R (z) = P (z) /Q (z) como suma de frac-
ciones simples de la forma
Ak,mk
(2 — z)™*
donde zj, es una de las raices del denominador, my, su multiplicidad y Ay, ,,, € C. Si by, =1,
la descomposicién efectiva seria de la forma:

P A A Al A A Apom
() A 1my k1 Ak2 ey,

R(Z):Q(z)_(Z—m) (z—=z1)® T lrmz)™ T () (—z)? T ()™

para ciertos valores de A;; € C. Para el caso en que b,, # 1, dividimos numerador y
denominador por by,

P(z)  apz"+ an-12""1 4+ a1z +ag
Q(2)  bm2™ + by_12m L+ bz + by

Gn ,n y Gn-1,n—-1 4 a1 ag
A ey b e i e il
bm .m bm—1 m—1 b1 Yo
pr 2™+ =z Tt gzt

m

anzn +an7]_zn_1 + - +a]_Z +ao

2 4 by 12 bz + by

Ejemplo 2.14 Encuentra la descomposicion en fracciones simples de

z+1
fG) = (z4+1)(22+1)
9(z) = -

(z4+1)*(z2-2)

2.4.1. Funcién exponencial compleja
Definimos la funcién exponencial compleja como

e ="t = e cosy + e’ seny
Comprobaremos que €* definido de esta forma es una funcién entera. Derivando cada
funcién respecto de las dos variables:

Uy (z,y) = €” cosy
u(z,y) = €“cosy= )
uy (x,y) = —e“seny

vy (z,y) = e"seny
v(z,y) = e’seny= )
vy (z,y) = e"cosy
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18 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

y se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemman en todos los puntos:

Uy = Uy,

Yy = —Ug.

Como ademas estas derivadas parciales son continuas en todos los puntos (z, y), la funcién
€* es entera y su derivada es

(€*) = ug (z,y) + v, (z,y) = e* cosy + e seny = €,

manteniendo la propiedad que tenia la exponencial real de tener por derivada a ella misma,

ademds si evaluamos e® en los reales t = x +4-0
(0 — % co50 4 je® sen 0 = €,

es decir coincide con el valor de la exponencial real.
Si ahora tomamos un nimero imaginario puro, es decir Re (z) = 0, z = iy. se obtiene
la famosa férmula de Euler:

¢ =W = e = cosy + iseny

Esta definicién es la esperada, ya que si tenemos en cuenta que z = = + iy y se utilizan
las propiedades de la exponencial real:

eF = "W = ¢%e = % (cosy + iseny) = e* cosy + ie” seny.
Proposiciéon 2.19 La funcion exponencial compleja e* cumple las siguientes propiedades:

21 —
a) Vz1,20 € C= 1172 = efle® gy S5 = P17 22

b)e* #0 VzeC

Re(z) _

c)le*| =e ="

d) € = cosO +isen@ (Formula de Euler)
e) [e?] =1
z+2mi

e) e* es periddica de periodo 2wi, es decir, e* = e

Observacién 2.4 Utilizando la férmula de Euler obtenemos las famosas relaciones de
Euler que contienen algunos de los nimeros mas caracteristicos de las matemdticas:

™+l = 0

6@2# -1
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2.4.2. Funciénes trigonométricas complejas

Se utiliza la exponencial compleja, e?, para definir otro tipo de funciones complejas,
entre ellas las trigonométricas:

Definicién 2.16 Definimos

%1 —iz

a) Seno Trigonométrico Complejo: sen (z) = € _2>€
i

eiz + e—iz

b) Coseno Trigonométrico Complejo: cos (z) = ——

2

Proposiciéon 2.20 Las funciones trigonométricas complejas cumplen las siguientes propiedades
1. sen(z),cos(z) € C(C)
2. sen(z),cos (z) € H(C), es decir, son funciones enteras. Ademds

senz' = COsZz
[ ]
COSZ, = —Ssenz
[ ]

3. Relacion trigonométrica fundamental

sen?z +cos? 2z =1

4. Paridad
a) El seno es impar: sen(—z) = —senz

b) El coseno es par: cos (—z) = cosz
5. Los ceros de sen (z) y cos(z) son numeros reales

sen(z) = 0 z=knr kelZ

cos(z) = 0&z2=(2k+1) kelZ

v 3

6. senz y cosz son funciones periddicas de periodo 2.
7. No estin acotados en mddulo. A diferencia de las funciones sen (x) y cos(x) que

estan acotadas por 1, cuando el argumento empleado, x, es un niumero real. Las
funciones complejas no lo estdn.
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20 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Definicién 2.17 A partir de las funciones trigonométricas complejas, podemos definir las
funciones tangente, cotangente, secante y cosecante:

a) Tangente Trigonométrica Compleja: tanz = EZI:j
b) Cotangente Trigonométrica Compleja: cot z = :;z
¢) Secante Trigonométrica Compleja: secz = o3
d) Cosecante Trigonométrica Compleja: cscy = —=

sen z

Estas funciones serdn derivables en todos los puntos de C, salvo para aquellos que anulan
el denominador y que vienen dados por la propiedad 5.

2.4.3. Funciénes hiperbdlicas complejas

De forma similiar a las funciones trigonométricas complejas, se definen las funciones
hiperbdlicas:

Definicién 2.18 Definimos

a) Seno Hiperbdlico Complejo: senh (z) =

b) Coseno Hiperbolico Complejo: cosh (z) =

Proposicién 2.21 Las funciones trigonométricas complejas cumplen las siguientes propiedades
1. senh (z),cosh(z) € C(C)
2. senh (z),cosh (z) € H (C), es decir, son funciones enteras. Ademds

[senhz]’ = coshz

[coshz] = senhz

3. Relacion hiperbdlica fundamental

cosh? 2z —senh?z =1

4. Paridad

a) El seno hiperbdlico es impar: senh (—z) = —senh z

b) El coseno hiperbdlico es par: cosh (—z) = cosh z
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5. No estdan acotados en mddulo.

62 — 672

2

2 _ o2
= ~ 3.62686 041 > 3

|senh 2| =

6. Relacion con las funciones trigonométricas
senh (iz) = isenz
cosh (iz) = cosz

7. Son funciones periddicas de periodo 27i.
8. Los ceros de senh (z) y cosh (z) son nimeros imaginarios puros

senh(z) = 0 z=kmi kel

cos(z) = O<:>z=(2k‘+1)gi keZ

Definicién 2.19 Como antes, a partir de las funciones hiperbdlicas, podemos definir las
funciones tangente y cotangente hiperbdlicas:

a) Tangente Hiperbolica Compleja: tanh z = senz
Cos z
. . . Cos z

b) Cotangente Hiperbdlica Compleja: coth z =
sen z

Estas funciones serdn derivables en todos los puntos de C, salvo para aquellos que anulan
el denominador y que vienen dados por la propiedad 8.

2.4.4. Funcién logaritmo complejo

Vamos a definir y estudiar la funcién inversa de la exponencial compleja: el logaritmo
complejo. Recordemos que para el caso real, la funcién

flz)=e”
es una biyeccién entre R y (0, 00) cuya inversa es el logaritmo natural real:
f(z)=Inz

de forma que
@) = id(z) =z

Sin embargo en C, la exponencial no es inyectiva ya que es periédica de periodo 27i, de
hecho
el = 1T =1 & 21 — 29 = 2kmi

con k € Z, luego la definicién de una funcién inversa "no es unica".
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22 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Definicién 2.20 Dado z € C— {0} se llama conjunto de los logaritmos o logaritmo de z
al conjunto definido por
logz={weC:e" =z}

Por la periodicidad de e® estd claro que si w € log z, entonces también w4+ 2kni € log z
para cualquier valor de k € Z, luego podemos describir el conjunto de los logaritmos como

log(z) ={w+2kmieC:e" =2y kelZ}

Por definicién de e¥ tendremos:

w Re(w)+i Im(w)

eV =e = eRe(®) (cosTmw + isen Imw) = 2

Como los complejos e* y |z| son iguales, los médulos deben coincidir

] = |2 & &™) = 2],

y como ahora ambos son nidmeros reales positivos se pueden tomar logaritmos naturales
In () = Re (w) = In|z| .

Como ademaés: ‘
z = |z|€? con 6 € arg (2)

entonces debe ocurrir
Im (w) € arg(z)

y por tanto
Im (w) = 60 + 2k7m

para algiin k € Z. Se obtiene asi la expresiéon para los miembros de la familia de los
logaritmos complejos de un nimero complejo z # 0

logz =1In|z| +iarg(2) = In|z| + i (0 + 2kn)
Ejemplo 2.15 Calcula log (i), log (1 + 1)

Solucién: Expresamos los complejos en forma polar y aplicamos la definicién anterior

i = 16”/2:>log(i):1n1+i<g+2k7r>:i(g+2k7r)

~ 1
14+i = \/56”/4z>log(1+i):ln\/§+i<%+2k7r> :§ln2+i<£+2km)

La funcién log (z) es multivaluada, cada complejo distinto de cero tiene una cantidad
infinita de logaritmos; para construir una funcién univaluada tendremos que elegir uno sélo
de los argumentos de z, por ejemplo, podriamos tomar el argumento principal y definir
una funcién logaritmo como

f(z)=1Inl|z| +iArg(z).
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Como f (z) es una suma de dos funciones In|z| y Arg(z), podemos establecer continuidad
y/o derivabilidad en términos de estas.

Sabemos que In |z| es continua en su dominio, asi que solamente queda por ver qué
ocurre con Arg(z). Sin embargo, podemos ver graficamente que no hay continuidad en
aquellos complejos situados en el eje real negativo, ya que si tomamos una sucesién en el
segundo cuadrante sus argumentos convergen a m, mientras que si la sucesién estd en el
tercer cuadrante sus argumentos convergerdan a —m. Si quitamos estos nimeros entonces
habré continuidad.

Para definir el logaritmo como inversa de e*, tenemos que reducir el cédlculo de log z a
tomar argumentos en un intervalo de longitud 27 pero sin incluir los extremos, general-
mente (—m,7) o (0,27).

Definicién 2.21 Dado 6 € R, definimos el rayo o rama de centro 0 y direccion 6 al
conjunto definido como

Hy = {—rew > O} = {rei(ﬂ’r) > 0}

grificamente:

Definicién 2.22 VD C C — {0}, definimos una Determinacién o Rama Continua del
Logaritmo (D.C.L.) a toda funcién

f:D—C
tal que: f(z) es continua en D y f (z) € log (z) Vz € D.
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24 Capitulo 2. Funciones de Variable Compleja

Como f (z) € log(z), la funcién debe ser de la forma
f(z)=In|z| +iA(2)

de donde
A(z) € arg (2)

es llamada Determinacion Continua del Argumento (D.C.A.) y es una funcién que asigna
de forma continua nidmeros complejos a sus argumentos, evitando el problema que ha
aparecido antes.

Teorema 2.22 Dado 6 € R, definimos la funcion

f(2)=Lg(2):C—Hy — R

stendo
Lo (z) =1In|z| +i4p (2)
con
Ag(z) = arg (2) N (0 — 7,0+ 1),
entonces

1. f(Z) GH(C—HQ).
2. f'(z)=1.
Ejemplo 2.16 Calcula Lo (i), Lr (—1), Lo (—1)

Solucién: Para el cilculo de Lg (i) tenemos en cuenta que # = 0, y por tanto los
argumentos deben elegirse en (—, )

arg (1) N (—m,m) = {z <g + 2k7r>} N(—mm) = g
luego
Lo (i) = Ini +¢g = zg

Para el cdlculo de L, (—1) tenemos en cuenta que § = 7, y por tanto los argumentos deben
elegirse en (0, 27)

arg (—1) N (0,27) = {i (7 + 2km)} N (0,27) ==

luego
L (1) =In|-1|+im = im.

Para el cdlculo de Ly (—1) tenemos en cuenta que § = 0, y por tanto los argumentos deben
elegirse en (—m,7)

arg (—=1)N(0,27) = {i (7 + 2km)} N (=7, m) =0

luego Lo (—1) no existe, notar que en este caso —1 € Hy, que es justo el conjunto excluido
para Lg (2).
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2.4.5. Funciones Armodnicas

Definicién 2.23 Dada una funcion ¢ (z,y) : D € R? — R, con D un dominio y ¢ (x,y) €
C? (D), diremos que ¢ (x,y) es arménica en D < Se cumple la ecuacion

V¢ = ¢y + ¢y =0 V(z,y) € D (Ecuacion de Laplace)
El operador V es el llamado operador Laplaciano.

Observacién 2.5 Se ha utilizado la notacion simplificada para las derivadas parciales de
¢, es decir,

0%¢
e = 922
0%¢
w = p

Ejemplo 2.17 Discute si son o no armdnicas las siguientes funciones:
o) u(z,y) =2 =y b)v(z,y)=ecosy o) w(ry)=a?+y?

Solucién: Podemos comprobar que todas las funciones del ejercicio son de clase
C? (]RQ). Comprobaremos si son 0 no son armaénicas

Uy =20 =  Ugy = 2

u(z,y) = 2*~y* = = Ugp+Uyy = 2+(—2) = 0 = u es armonica
Uy = =2y = Uy = —2
Uy =€ Ccosy = Uy =€e%cosy
v(z,y) = e"cosy = = Upg+Uyy = € cosy+(—e® cosy) = 0 = v es armd
vy = —e'seny = vy, = —€e’cosy

Up =20 = Ugy = 2
w(z,y) = 2°+y* = = Ugp+Uyy = 242 =4 # 0 = w no es armonica
Uy =2y = Uyy =2
Teorema 2.23 Sea z9p € C, r > 0 y sea f : B(z0,7) CC — C con f(z2) =u+ivy
u,v € C%(B (20,7)). Entonces
f(z) € H(D) = u,v son armdnicas en B (zg,)

Definicién 2.24 Si u,v son armdnicas en B (zo,7) y sus derivadas cumplen las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann en B (zo,r), entonces se dice que v es arménica conjugada de
u.

Teorema 2.24 La funcidn f = u+iv es holomorfa en B (z9,r) < v es armdnica conju-
gada de u.

Observacién 2.6 En general no ocurre que si v es armdnica conjugada de u, entonces u
sea armonica conjugada de v.

Teorema 2.25 Si v es armdnica conjugada de u y u es armonica conjugada de v = u Yy
v son constantes.
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Cailculo de la funcién armonica conjugada

El objetivo de esta seccién es determinar si, dada una funcién ¢ (x,y) , derivable dentro
de un disco abierto, seria posible encontrar una funcién f (z) holomorfa tal que ¢ sea su
parte real o su parte imaginaria, es decir, que f (z) sea de la forma

fz)=¢+iv
para alguna funcién v = v (z,y) o de la forma
f(z) =u+i¢

para alguna funcién v = u (x,y).

Por establecer un procedimiento inicial, supongamos que estamos en el primer caso, es
decir, supongamos que tenemos una funcién u (z,y) y queremos saber si podria ser la parte
real de una funcién holomorfa. En primer lugar tendremos que comprobar si © es arménica,
en caso contrario serd imposible encontrar su arménica conjugada, después haremos uso
de las ecuaciones de Cauchy-Riemann que son las expresiones que relacionan a u(x,y)
con su arménica conjugada v (x,y) para construir la funcién holomorfa correspondiente.
Veamos el procedimiento problema a través del siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.18 ;FExiste f = u+ iv tal que u = y> — 32%y?
Solucién: Comprobemos en primer lugar si u es armdénica:

Uy = —6xy = Upy = —6Y
u(xvy):y3_3$2y:> éum—i-uyy:—ﬁy—i-Gy:O
uy = 3y* — 322 = uy, = 6y
luego u cumple la ecuacién de Laplace, es armdnica y va a ser posible encontrar su arménica

conjugada v que hallaremos utilizando las ecuaciones de Cauchy-Riemann. De la primera
ecuacién obtenemos el valor de v,

Uy = Vy = vy = —6xy

e integrando respecto a y

2
v(z,y) = /—G:Bydx = _63:2y + C (z) = =3z + C ()

donde C'(z) es la constante de integracién respecto a la variable y, pero puede depender
de la variable x. Para encontrar el valor de C (x) se utiliza la segunda ecuacién de Cauchy-
Riemann

Uy = —Vg
El valor de uy se obtiene directamente derivando la funcién dada u, mientra que v, se
obtiene de la expresiéon de v que acabamos de obtener:

3y? — 322 = —(—3y2 +C' (2)) & 3y? — 322 = 3% — C' (2)
—_———

Uy Vg
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Despejamos el valor de C’ ()
C' (z) = 322

que como podemos observar sélo depende de x, se obtiene la expresién para C'(x) inte-

grando respecto de x :
Cx)=a+K

siendo K la constante de integracién respecto de x. Finalmente la funcién v serd
v(z,y) = =3xy> +C(z) = —3x° + 23 + K
y la funcién analitica f seria:
f=u+iv=(y*—32%) +i(-3zy® +2° + K)
También podemos expresar f (z) en términos de z = x + iy como:

f(z) =iz +iK
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