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Introduccion

'V amos a desarrollar un tema sobre la Transformada de Laplace y su aplicacién a la resolu-
cién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Estas ecuaciones surgen de manera natural en el contexto de los circuitos eléctricos.

Consideremos por ejemplo el tipico circuito LRC de la figura

donde la inductancia L, la resistencia R y la capacidad de condensador C' se consideran
constantes. Se tiene entonces que la carga ¢(t) que circula por el circuito esta dada por la

ecuacion

Lq"(t) + Rq'(t) + q(t)/C = V (1),
y dado que la intensidad I(t) es la derivada de la carga, ésta puede calcularse por la ecuacién
LI'(t)+ RI(t) + /Otl(s)ds/C =V (t),
o equivalentemente con la ecuacién diferencial
LI"(t) + RI'(t) + I(t)/C = V'(¢t),
en el caso en que V(t) sea una funcién derivable.
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INTRODUCCION

De forma similar, si tenemos un circuito con varias ramas y méds elementos, como por

ejemplo

NG | &

- Cl
R %
L
Y
R, | B
L

podemos deducir a partir de las leyes de Kirchoff que las intensidades que circulan por los

hilos eléctricos del circuito vienen dadas por

0= [1 - [2 - [37
V(t) = I{1R1 + I, /C1 + L3Ry,
0 - _IéRQ —|— Ié’L —|— 13/02,

Si suponemos los elementos del circuito constantes, salvo a lo mejor el voltaje V (t), que
supondremos una funcién derivable, tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales lineales

con coeficientes constantes.

La Transformada de Laplace es una herramienta que permite transformar los problemas
anteriores en problemas algebraicos y, una vez resuelto este problema algebraico mas facil
a priori de resolver, calcular a partir de la solucién del problema algebraico la solucién del

problema de ecuaciones diferenciales.

Esta es la forma en que los ingenieros abordan el estudio de estos problemas, como pone
de manifiesto las referencias [Ogal], [Sen| o [Jam]. Ademds este método es explicado en

algunos libros de ecuaciones diferenciales como [BoPr], [Bra], [Jef] o [MCZ].

Sin embargo, para entender en su justa dimensién la Transformada de Laplace hay que
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dominar contenidos bésicos de variable compleja que nuestros alumnos ya han estudiado du-
rante el curso (ver por ejemplo [Mur]). Asi, vamos a presentar la Transformada de Laplace
en un primer lugar usando los conocimientos que el alumno tiene de funciones de variable
compleja y una vez explicada ésta, procederemos a indicar algunas aplicaciones a las ecuacio-
nes y sistemas citadas anteriormente. Nuestros alumnos también deben conocer y dominar
contenidos relativos a integrales impropias que fueron explicados en la asignatura de primer

curso fundamentos matemdticos de la ingenieria.

A modo de introduccién histérica, diremos que la expresion

Fo= [ e

e}

fué acunada en primer lugar por Pierre-Simon Laplace en 1782. Su utilizacién dentro de
la técnica se debe en su forma rigurosa a Thomas Bromwich, el cual formalizé utilizando
las funciones de variable compleja y la Transformada de Laplace un cédlculo operacional

inventado por Oliver Heaviside para la resolucién de circuitos eléctricos.



INTRODUCCION




Capitulo 1

Transformada de Laplace

1.1 Funciones continuas a trozos. Funcion de Heavisi-
de

Previamente a introducir la Transformada de Laplace, hemos de concretar qué tipo de
funciones vamos a considerar para nuestros problemas. Las funciones que van a ser de im-
portancia dentro de la ingenierfa son aquellas llamadas continuas a trozos, que a continuacién

definimos.

Dados los mimeros reales a < b, se dice que la funcién f : [a,b] — C es continua a trozos
si existe una particiéon de [a,b], a = tg < t; < ... < t, = b, de manera que f es continua
en (t;,t;11), 0 <1 < n,y existen y son finitos los limites laterales de f en cada uno de los

puntos ¢;, 0 <7 < mn.

Una funcién f : [0,+00) — C se dice que es continua a trozos si para cada intervalo

compacto [a, b] C [0,+00) se verifica que f : [a,b] — C es continua a trozos.
Uno de los primeros ejemplos de funcién continua a trozos es
hy : [0, 4+00) — C,

donde a es un nimero real mayor o igual que cero. Esta funcién estd definida por

ha(t) = 0 sit<a,
U1 sit>a,

y se conoce en ingenierfa con el nombre de funcion de Heaviside.
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Fisicamente, la funcién de Heaviside realiza la funcién de interruptor, de manera que si

f:]0,+00) — C es una funcién continua se tiene que h, - f es la funcién

0 sit<a,
f(t) sit>a,

(haf)(t> :{

lo que representa que la funcién h, “enciende” a la funcién o senal f en el instante de tiempo
t = a. Adicionalmente, si consideramos 0 < a < by la funcién h, — hy, : [0, +00) — C, ésta

tiene la forma
0 sit¢la,b),
(he — o)ty =4 O S TELD
1 sitela,b).

Asi, si tomamos ahora la funcién h, - f — hy - f, la funcién hy tiene el efecto fisico de “apagar”

la funcién f, ya que

0 sit<a,
(ha - f—hy-f)t) =< f(t) sia<t<b,
0 sib<t.

Ademss de estas interpretaciones fisicas, la funcién de Heaviside es ttil para describir
funciones continuas a trozos que a su vez sean continuas por la derecha. Por ejemplo, la

funcién
t si0<t<1,

f(H=<t—-1 si1<t<3,
sint  si3 <t

puede escribirse como
f(t) =t- [ho(t) - hl(t)] + (t - 1) . [hl(t) — h3(t>] + sint - h3(t)

Esta forma de describir funciones continuas a trozos sera 1til en los siguientes apartados del
tema debido a las propiedades de la Transformada de Laplace que posteriormente estudia-
remos. Por otra parte hemos de comentar que al venir la Transformada de Laplace definida
como una integral, la condicién de ser la funcién continua por la derecha es irrelevante y

todas las funciones pueden tomarse de esta forma.

1.2 Definicion de Transformada de Laplace

1.2.1 Definicién y primeros ejemplos

Sea f : [0,400) — C una funcién localmente integrable, esto es, existe la integral de

Riemann de f en todo intervalo compacto [0,a] C [0,400). Se define la Transformada de

6
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Laplace de f en z € C como

Lif)(z) = / e p (), (L1)

siempre que tal integral impropia exista. Como el alumno debe conocer, la convergencia de

+o00
/ e £ (1) dt
0

implica la convergencia de la integral (1.1). Denotaremos por Dy el dominio de L[f], es

la integral

decir, el subconjunto del plano complejo donde la expresién (1.1) tiene sentido.

A continuacién vamos a ver ejemplos de Transformadas de Laplace de algunas funciones

elementales.

e Funcién de Heaviside. Sea a > 0 y consideremos la funcién de Heaviside h, definida

anteriormente. Entonces para todo z € C tal que Re z > 0 se verifica

L[he)(z) = /0 +ooe*”‘tha(t)dt: / +Ooe’2tdt

= lim e ?ldt = lim <e _ >:e )

r——+00 a Tr—-+00 A A

En particular, cuando a = 0 obtenemos
Llhl(2) = -
zZ)=-—.
0 z

e Funcién exponencial. Sea w € C y consideremos la funcién exponencial f(t) = e“".

Se verifica entonces para todo z € C tal que Rez > Rew

+oo “+o0o
Lifl(z) = /0 eZte“’tdt:/O e~ gt

T 1 —(z—w)z 1
= lim e~ (9t — lim < _ £ >:

r—+o0 [q r—+oo \ 2 — W zZ—Ww Z—w

En particular, si w = 0 se verifica que f(¢) = 1, con lo que nuevamente

1
L[h,](z) = ~ para todo z € C tal que Rez > 0.

e Potencias. Sea n un nimero natural y consideremos la funcién f,(¢) = ™. Vamos
ver que la Transformada de Laplace de f,, viene dada por la expresién

|

L(fal(z) = z:“ para todo z € C tal que Rez > 0.
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Para ver esto procedemos por induccién calculando en primer lugar la Transformada

de f;. Integrando por partes obtenemos

+oo x
L[fi](z) = / e "tdt = lim e tdt
0

T——+00 0
. re ¥ 1 —e % 1
= lim + 5 =—,
T—+00 z V4 z

A continuacién, por la hipétesis de induccién supongamos que L[f,](z) = n!/z"T! y

calculemos la Transformada de f,, 1. Consideremos

+oo x
Llfa(2) = / it = Tm [ et (12)
0 r=ree Jo
Tomando partes en la expresién anterior
T xn—&—le—xz n +1 T
/ e tdt = + / e Pt dt. (1.3)
0 -z <z Jo

Combinando (1.2) y (1.3) concluimos que

n+1 (n+1)!

Lfn](z) = L{fn](z) = e

z

e Funciones periédicas. Las funciones periddicas son bastante importantes en inge-
nierfa debido a que su periodicidad las hace controlables. Sea f : [0,4+00) — C una

funcién periédica con periodo T'. Entonces

nT n—1 (G+1)T nl . T
/ e P f(t)dt =) / e P f(t)dt =) e / e P f(t)dt
0 "0 JaT o 0
realizando cambios de variable en las integrales y usando que la funcién es periédica

de periodo T'. Tomando limites cuando n — 400, se verifica para todo z € C tal que

Re z > 0 la relacién

L) = == | e Ao

1.2.2 Dominio de definiciéon de la Transformada de Laplace

T os ejemplos que anteriormente hemos explicado ponen de manifiesto que la funcién Trans-
formada de Laplace de una funcién f : [0, +00) — C no tiene porque estar definida en todo
el plano complejo. Vamos a estudiar con precision cémo es el dominio de definicién de estas
funciones, pero consideraremos una clase especial de funciones que tienen lo que llamaremos

orden exponencial.
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Una funcién f : [0,4+00) — C se dice que tiene orden exponencial si existen constantes

A >0y B € R de manera que para todo ¢ > 0 se satisface la condicién
()] < Act®. (1.4)

Denotaremos por £ el conjunto de funciones continuas a trozos con orden exponencial, que
seran las funciones con las que trabajaremos a partir de ahora. El siguiente resultado ofrece
una primera aproximacion sobre el dominio de definicién de la Transformada de Laplace de

funciones con orden exponencial.

Proposition 1 Sea f : [0,+00) — C una funcion continua a trozos cumpliendo la condicion

(1.4). Entonces L[f]|(z) estd definida para todo nimero complejo z tal que Re z > B.

Proof. Vamos a ver que la funcién e *! f(¢) es absolutamente integrable para todo complejo

z tal que Re z > B. Para ello consideramos

+oo “+o0o
/ e (H)ldt = / e R (1) dt
0 0
+00
S A/ 6_(ReZ_B)tdt
0

— lim A / e~ (Rez=B)t 1y
0

T——+00
—z(Rez—B)
= A lim L _ £ = L ,
z—+o0o \ B— Rez B —Rez B —Rez

con lo que la Transformada de Laplace existe en el subconjunto {z € C: Rez > B}. B

Este resultado prueba que {z € C: Rez > B} C Dy. Si definimos
p=inf{B € R:3A >0 con |f(t)| < AeP" para todo t > 0},

y denotamos por
D} = {2z € C:Rez > p}.

La Proposicién 1 nos asegura que D} C Dy.

1.3 Propiedades de la Transformada de Laplace

Una vez estudiada la definicién de Transformada de Laplace y caracterizadas algunas con-
diciones para que una funcién f tenga Transformada de Laplace £[f] definida en un dominio
del plano complejo Dy, pasamos a estudiar algunas propiedades bdsicas de esta transformada

integral. La primera propiedad que vamos a estudiar es la linealidad.

9
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1.3.1 Linealidad

Jista propiedad serd muy titil para resolver ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes

constantes, a la vez que permitird el célculo de la transformada de algunas funciones.

Theorem 2 Sean f,g € £ ya,b € C. Entonces para todo z € Dy NDy, se verifica que

Llaf

+bg](2) = aL[f](2) + bL[g](2).

Proof. La demostracién se sigue inmediatamente de la linealidad de la integral. Conside-

remos

Llaf + bg)(z)

lo que concluye la prueba. B

/ et af (1) + bg(t)) e

x

11r+n e *(af(t) + bg(t))dt
T—1T00 0
a lir}rl e P f(t)dt +b hrf e Fg(t)dt

0

aL[f](2) + bLlg](2),

A partir de la linealidad de la Transformada de Laplace podemos obtener nuevas Trans-

formadas de funciones elementales, como muestran los siguientes ejemplos.

e Funcién seno. Sea w € R y consideremos la funcién

Entonces

Lf1(2)

siempre que Re z > 0.

wt —iwt

F(t) = sin(wt) = < _2;

1 itw —itw
= L (e - L))

1 1 1 w
Y (z—z’w B z+iw) - 22+ w?

e Funcién coseno. Sea w € R y consideremos la funcién

euut + e—zwt

f(t) = cos(wt) = 5

De forma andloga a la anterior se obtiene que

siempre que Re z > 0.

z
22 + w?

LIfl(z) =

10
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e Funcién seno hiperbdlico. Sea w € R y consideremos la funcién

£(t) = sinh(wt) = ‘;m
Entonces
L) = 5 (L)) — £e)(2)
1 1 1 w
) (z—w a z+w) T 2w
si Rez > |w|.

e Funcién coseno hiperbdlico. Sea w € R y consideremos la funcién

wt —wt
f(t) = cosh(wt) = %
De forma andloga a la anterior se obtiene que
z
L) ==

siempre que Rez > |w|.

1.3.2 Transformada de la derivada

Se dice que la funcién f € £ es derivable a trozos si es continua, existen las derivadas
laterales de f en cada punto de [0, +00) y en cada subintervalo [a,b] C [0,+00) existen a
lo sumo una cantidad finita de puntos donde f no es derivable. Si f es derivable a trozos,
definimos f : [0, +00) — C como f'(z) = f (x) para todo xz € [0,400). Es claro entonces
que f’ es una funcién continua a trozos, que coincidird en casi todos los puntos con la derivada

ordinaria. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Theorem 3 Bajo las condiciones anteriores se verifica para todo z € D;Z
L[f)(z) = 2L[f](z) = f(0). (1.5)
Proof. Sean z € D} y x > 0 y consideremos

O<ri << ...<xTp1 <

11
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los puntos de discontinuidad de f’ en el intervalo (0, z) y fijemos xy = 0 y z,, = x. Entonces,

dividiendo el intervalo de integracién y utilizando la férmula de integracién por partes

/ xe_ztf’(t)dt = %1: /m xl e A (t)dt

0

= Sl ) e fa )] 2 Y / e f (1)t

=1

— e () — F(0) + 2 / " et (1)t

0

Tomando limites cuando x — +00, y teniendo en cuenta que z € D;i y que por tanto existen
A, BeR, A>0,Rez > B, tales que

|f(x)e | < AeBRe2® 0 6i o — 400,

obtenemos inmediatamente (1.5). B

Procediendo por induccién a partir de la férmula (1.5) se prueba una férmula general
para la derivada k—ésima de la funcién f en el caso de que ¥~ sea derivable a trozos para

k € N. Esta férmula viene dada para todo z € D} por

LIfP)(z) = 2°L[f](2) = 251 F(0) = 272 f/(0) — .. = 2f*72(0) — £71(0), (1.6)

donde las derivadas sucesivas de f en 0 se entienden como derivadas por la derecha.

Las féormulas 1.5 y 1.6 serdn claves para resolver ecuaciones y sistemas diferenciales
lineales con coeficientes constantes, como veremos en el apartado de aplicaciones de este

tema.

1.3.3 Transformada de la integral

Sea f € £ y definamos la funcién

o) = [ 1Goyis

que obviamente estd bien definida y es continua para todo t € [0,+00). La relacién entre

las Transformadas de Laplace de ambas funciones viene dada por el siguiente resultado.

Theorem 4 En las condiciones anteriores, para todo z € D;N{z € C: Rez > 0} se verifica

(1.7)
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Proof. Sea z > 0 y consideremos
O=zp<1 < .. <zxp1<Tp =2

de manera que f no es continua en z; para 1< i < n. Obviamente g es derivable en (x;, z;1)

para 1 <17 < n. Entonces

z nolooegiy
/ e Fg(t)dt = Z/ e Fg(t)dt
0 i=0 JTi
n—l e T e Tt 1L pria .,
= 3 (st s ) e 1 X [ e

= —g(z) ¢ + 1 /x e P f(t)dt,

z z Jo

teniendo en cuenta la continuidad de g y g(0) = 0. Vamos a comprobar que

I - =),

Para ello y dado que f € &, existirdn reales B y A > 0 de manera que |f(t)] < AeB! para
todo ¢t > 0. Sea

’g<x)e—zx| S / e—za:f(t)dt S A/ eBt—:c Rez
0 0

—xzRez eB:l? 1 :
= Ae 5 3 — 0six— +oo.

Entonces tomando limites en la expresién anterior obtenemos (77). B

1.3.4 Transformada de la convolucién

Sean f,g € £ y definamos f(t) = g(t) = 0 para todo t < 0. Se define la convolucién de f y

g como la funcién
“+o0o t
(f*g)(t) = fwﬂmww:AowM@m

0

Puede verse con el cambio de variable y =t — s que f *x g = g * f. El principal interés de la

convolucién respecto a la Transformada de Laplace se concreta en el siguiente resultado.
Theorem 5 En las condiciones anteriores, para todo z € D} N'D; se verifica la formula
L[f * gl(z) = L[f](2)L]g](2).

13
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Proof. En primer lugar, existen nimeros reales By A; > 0, ¢ = 1,2, de manera que para

todo t > 0 se verifica
1f(@)] < Are®' y [g(t)] < Ase”.

sA|ﬂwwmmﬂw

t
S AlAgeBt/ ds :AlAgteBt,
0

Entonces para todo t > 0

((f+9)®)] = (t —s)g(s)ds

con lo que se ve facilmente que e *(f x g)(t) es absolutamente integrable para todo Re z >
B, con lo que L[f * g](z) existe para todo z con Rez > B. Por otra parte, como las
funciones e * f(t) y e *'g(t) también son absolutamente integrables para todo Rez > B,

por el Teorema de Fubini (ver [PiZa, pag. 187]) se tiene que

L[f*g)(z) = / [/ft—s ds]dt
/0 s)e” ()ds] dt

/

/

e

t— s)dt} e~ g(s)ds

2(t S)f
+oo

e—z(t—s
+oo

e (t—s
+oo

(t
1t e gle)it] s
5
)

: / e f(u du} e~ g(s)ds

= E[f](Z)e_”g(S)dS = Lf1(2)£]g](2),

con lo que termina la prueba. B

La demostracién de este resultado no la haremos a los alumnos, debido a que pensamos
que sus conocimientos le impedirdan comprenderla completamente. No obstante la férmula

serd bastante 1til en las aplicaciones.

1.3.5 Primer Teorema de Traslacion

Flijemos un nimero complejo a y consideremos f € €. El primer teorema de desplazamiento

hace referencia a la transformada de la funcién e® f(t) y afirma lo siguiente.

Theorem 6 Bajo las condiciones anteriores
Ll f(t)](2) = LIf](z — a) (1.8)

14
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para todo z € Dy + Rea := {w+ Rea:w € Dy}.

Proof. Sea

“+00 x —+00
/ e e f(t)dt = lim e~ GO (1) dt = / e~ T F(1)dl,
0 0

T—+00 0

de donde se deduce inmediatamente (1.8). B

A partir de este resultado podemos obtener las Transformadas de las funciones siguientes:

o f(t) = e“sin(wt), w € R, cuya Transformada de Laplace para todo nimero complejo

z tal que Rez > Rea es
w

z—a)? 4+ w?
( )

LIfl(z) =

o f(t) =e“cos(wt), w € R, cuya Transformada de Laplace para todo nimero complejo

z tal que Rez > Rea es
zZ—a

(z —a)?+w?

L[f1(z) =
e f(t) = e™sinh(wt), w € R. Si Rez > |w| + Rea, entonces

LIfl(z) =

W
(2 —a)? —w?

o f(t) =e"cosh(wt), w € R. Si Rez > |w| + Rea, entonces

LIfl(z) =

Zz—a
(2 —a)? —w?

e f(t) =e"t"™ con n € N. Entonces

siempre que Re z > Rea.

1.3.6 Segundo Teorema de Traslacién

Sea ahora a > 0 un nimero real y supongamos que f € £ estd definida por f(t) = 0 para

todo t < 0. Recordemos que h, es la funcién de Heaviside. Entonces tenemos el siguiente

resultado.

Theorem 7 Bajo las anteriores condiciones se verifica para todo z € Dy
Llha(t)f(t = a)](z) = e"L[f](2). (1.9)

15
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Proof. Tomamos

/ +Oo e ha(t)f(t —a)dt = lim e ' ha(t) f(t — a)dt
0

= lim e 7?79 f(5)ds

r—00 0

+oo
= eza/ e ** f(s)ds,
0

haciendo el cambio de variable s = ¢ — a. De aqui se obtiene inmediatamente (1.9). B

Este resultado es 1itil para obtener la Transformada de Laplace de funciones continuas a

trozos. Por ejemplo consideremos la funcién

ft) =

t si0<t<l,
0 sit>1.

Esta funcién puede describirse como

f(t) = tlho(t) = ha(t)]-

Entonces

LIfl(z) = Llho()tl(z) — LIM()t](2) = L]t](2) — e L]t + 1](2)
(AL

para todo z € C tal que Rez > 0.

1.4 Propiedades de la funcién Transformada de Lapla-

ce

Fon esta seccion estudiamos la propiedades de la funcién Transformada de Laplace conside-
randola como una funcién de variable compleja definida en un semiplano {z € C: Rez > z},

z € R. Dividimos la seccién en tres subsecciones.

1.4.1 Derivabilidad de la Transformada de Laplace
(Consideremos una funcién f € £ y su Transformada de Laplace

L[f]:{z€C:Rez>p} — C.

16



TRANSFORMADA DE LAPLACE

Theorem 8 Bajo la notacion anterior, la funcion L[f] es holomorfa para todo z € C tal

que Rez > p y ademds se verifica

d

Lo - [ et gt

En las condiciones del resultado anterior, obtenemos por induccién la férmula para la

derivada n—ésima de la Transformada de Laplace

elAE = [ e o

Claramente la demostracion de este resultado no es apropiada para hacerla en clase, pues
presupone muchos contenidos que no hemos explicado en la misma. Nos centraremos en que
el alumno entienda el resultado y sepa aplicarlo. Por ejemplo, calculando las Transformadas

de las siguientes funciones.

o f(t) =t"sin(at), n € Ny a € R. Se tiene siempre que Re z > 0 la relacién

£1AE) = (1) Llsnfat) ) = (-1 (s )

22 + a2

o f(t) =t"cos(at), n € Ny a € R. Se tiene andlogamente siempre que Rez > 0

dzm 22 + a?

£171(e) = (1) o Lleos(anl(:) = (1" 5 (i )

De forma similar se obtienen férmulas equivalentes para el coseno y seno hiperbdlicos.

1.4.2 Teoremas del valor inicial

Fstos resultados hacen alusién a aspectos cualitativos de la Transformada de Laplace de

funciones de la clase £.

Theorem 9 Sea f € £. Entonces

lim L[f](z) = 0. (1.10)

Re z—+00

Proof. Sea z € Dj. Existen nimeros reales A > 0y B de manera que |f(t)| < AeP* para
todo ¢t > 0. Entonces

IL[fl(z)] < lim / le #f(t)|dt < A lim (H(B—Rez) gy
z=+o0 Jo z—+oo Jq
gy, A1) A
= r——400 B_ReZ _ReZ_B7

17
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de donde claramente obtenemos (1.10) al hacer Re z — +oc0. B

Continuamos esta seccién con otro resultado que estudia cuestiones cualitativas de la

Transformada de Laplace.

Theorem 10 Asumamos que f € £ es derivable a trozos y que f' € €. Entonces

lim  2L[f](2) = f(0). (1.11)

Re z—+4o0

Proof. Sea z € Dj}. Por el Teorema 3 tenemos que

2L[f)(z) = f(0) + L[] (2). (1.12)

Aplicando el Teorema 9 a (1.12) se tiene que limge.— 100 L£[f'](2) = 0, de donde se deduce

inmediatamente (1.11).

Los resultados anteriores muestran que no todas las funciones de variable compleja pueden
ser Transformadas de Laplace de funciones de £. Por ejemplo, la funcién 1/4/z no puede
serlo al tenerse que

lim

V4
— = OQ.
Rez—+o00 \/E

1.4.3 Teorema del valor final

Al igual que los resultados de la seccién anterior el Teorema del valor final aporta informa-
cién cualitativa de la Transformada de Laplace en conexién directa con la funcién de la cual

es transformada.

Theorem 11 Sea f € £ una funcion derivable a trozos tal que f' € £. Supongamos que

0 € D} y que existe y es finito lim;_, o f(t). Entonces

lim 2L[f](z) = lim f(¢).

z—0 t——+o0

Proof. Por el Teorema 3,

2LIf1(2) - F(0) = Lf)(z) = / et br,

Por el Teorema 8, L[f’](z) es derivable y por lo tanto continua. Entonces
+o0

lim L[f'](z) = L[f')(0) = f'(t)dt = lim f(t) — f(0),

2—0 0 t——+o00

lo cual concluye la demostracion. B

18
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1.5 Transformada de Laplace inversa

1.5.1 Inyectividad de la Transformada de Laplace

Al intervenir en la definicién de Transformada de Laplace la integracion, estd claro que
puede haber infinitas funciones en &£ teniendo la misma Transformada, por lo que la ésta
no serd inyectiva. Sin embargo este problema puede paliarse en parte para asi poder hablar
de la Transformada inversa de una funcién holomorfa definida en un semiplano complejo.

Como veremos en las aplicaciones del tema, este punto serd de vital importancia.

Consideremos f : [0,400) — C una funcién localmente integrable. Diremos que f es

nula o nula casi por todas partes si para todo = € (0,400) se verifica que

/0 1 F@)de = 0.

Dos funciones f, g : [0, +00) — C localmente integrables se dirdn iguales casi por todas partes

si f — g es nula. Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposition 12 Sean f,g € & iguales casi por todas partes. Entonces L|f](z) = L[g](z2)
para todo z € Dy N'D,.

Proof. Seaxz > 0y 2z € Dy ND,. Por el Teorema del Valor Medio del Célculo Integral
existe p € (0, z) tal que

/ e f(t) — e g (b)]dt = PR / () — g()ldt = 0.

Asi
i =2 = |7 si- / e“g(t)dt\

lo que termina la demostracién. B

El siguiente resultado establece una especie de reciproco para el resultado anterior.

Theorem 13 (Lerch) Sean f,g € £ tales que L[f|(z) = L[g](z) para todo z € Dy N D,.
Entonces f y g son iguales salvo a lo mejor en los puntos de discontinuidad de ambas, con
lo que ademds Dy = D,.

La demostracién de este resultado no la haremos en clase y no lo hemos incluido en la

leccién ya que no puede obtenerse de forma autocontenida con las técnicas que tenemos a

nuestra disposicion.
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1.5.2 Transformada de Laplace inversa

(Consideremos la funcién

L:E— L(E).

El Teorema 13 permite definir clases de equivalencia en £ del siguiente modo. Dadas f,g € £
se dird que ambas estdn relacionadas, f ~ ¢ si y sélo si son iguales salvo a lo sumo en los
puntos de discontinuidad de ambas. Podemos definir entonces la Transformada de Laplace

mversa

L LE)—E~

para F € L(E) como L7YF] = [f] donde [f] denota la clase de f € & de manera que
L[f] = F. En general con nuestros alumnos tenderemos a identificar clases con funciones
que normalmente podran ser calculadas. Asi diremos que dada F' € £(£) su Transformada
inversa es una funcién £7[F|(t) = f(t) de forma que L[f] = F, aunque est4 perfectamente

claro que tal f no es unica.

En este contexto, destacamos las siguiente propiedades de Transformada inversa que

seran especialmente interesantes a la hora de las aplicaciones.

e Linealidad. Dadas F,G € L(E) y «a, 8 € C se verifica

L aF + BG](t) = aL M [F](t) + BLTG](1).

e Traslacién. Dada F' € £(£) y a > 0 se cumple la relacién

L7 e F(2)](t) = ha(t) L' [F](t — a).

e Convolucién. Dadas F,G € L(€) se cumple

LTFG)(t) = (L7F] = L7G)().

Estas propiedades son particularmente interesantes a la hora de obtener Transformadas

inversas de Laplace una vez conocidas las Transformadas directas.

1.5.3 Férmula de inversiéon compleja

A parte de las técnicas estudiadas en el apartado anterior para hallar Transformadas inver-

sas, estudiaremos la siguiente férmula de inversién compleja.
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Theorem 14 Supongamos que F(z) es holomorfa en C\ {21, 22, ..., 2, }, y que existe 0 € R
tal que F' es holomorfa en {z € C: Rez > o}. Supongamos ademds que existen constantes

positivas M, R y [ tales que

M
|F(2)] < e si |z > R. (1.13)

Parat > 0 sea
F(£) = Res(e”F(2), ).
=1

Entonces

L[f](z) = F(z) si Rez > 0.

Proof. Sea o > o y consideremos el rectangulo I' de la figura, suficientemente grande para
que las singularidades de F' estén contenidas en su interior y ademds todo z € I'" cumpla la
condicién |z| > R. Separamos I' en la suma de dos caminos cerrados 7y, y 7, divididos por
la recta Re z = a.

[

Como las singularidades de F' estdn contenidas en el interior de v,, por definicién de f
tenemos que

/ e F(2)dz = 2mif(t).

Y1
Entonces
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= lim [/ e(“’z)tF(w)dt} dw,
71 LJO

T——+00

aplicando el Teorema de Fubini. Por integracién directa

Flw)

w—z

2miL[f](z) = lim (e(“’_z)’” —1)

ztoo 71

dw.

Para z fijo en el semiplano Rez > a, el término e“~*)? converge uniformemente a 0 si

r — 400 y el integrando converge a —F(w)/(w — z) en ;. Asi

omil[f](z) = —/71 F(“)dw:L F(w)dw—/FF(w)dw

W —2z w—z Ww—2z

= 2miF(z) — /F F@) 4,

w—z

Por otra parte, sea 7(t) = pe®, t € [0,2n] una circunferencia de radio p > Ry conteniendo

dw| < ————=27mp — 0 si p — 4o00.
/Tw—z p1°(p — R)

/F<_w)dw20

y como « era arbitrario, la férmula L[f](z) = F(z) es vélida para todo Rez > o. R

a I'. Entonces

de donde

Remarquemos aqui que la condicién (1.13) del resultado anterior se cumple para funciones
de la forma F(z) = P(2)/Q(z) donde P y @ son polinomios tales que deg ) > 1 + deg P,

donde deg P denota el grado de P. Asi por ejemplo, la Transformada inversa de la funcién

z

F(2) =
(2) 21

puede calcularse como

LTUF]() = f(1)
= Res‘(etzF(z), z) + Res(e”* F(z), —i)

L
= et~ L e — cost.
21 + —27
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Capitulo 2

Aplicaciones

2.1 Una primera aproximacién al problema

ILa Transformada de Laplace es una herramienta 1itil para resolver ecuaciones y sistemas
de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Como comentamos en la
introduccién del tema, estas ecuaciones aparecen de forma natural en la teorfa de circuitos

eléctricos. Para ilustrar el método, consideremos el siguiente ejemplo: la ecuacién
y"' +y = cost (2.1)
junto con las condiciones iniciales
y(0) =0; y'(0) = 1. (2.2)

Bésicamente se trata de aplicar la Transformada de Laplace y sus propiedades a (2.1) de

manera que teniendo en cuenta (2.2), nuestro problema se convierte en el problema algebraico

2L[Y)(2) — 2y(0) — ' (0) + L[y](2) = z2j— 1’
de donde 24241
£ =

Una vez obtenida L[y|, hemos de usar la Transformada inversa para volver atrés y recuperar
la solucién del problema y. En este caso, L[y] satisface las condiciones del Teorema 14, por
lo que
2 2
_ w2 tz+1 2 tz+1
y(t) = Res (e 3W72> + Res (e zm, —1
= (1+1t/2)sint,

una vez realizados los cdlculos.
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2.2 Uso de la convolucion

(Otra forma de abordar el problema anterior, sin necesidad de tener que calcular la Trans-
formada de Laplace de la funcién coseno es la siguiente. Consideremos los célculos realizados

anteriormente, pero sin obtener £[f](z) donde f(t) = cost. Nos quedard entonces la ecuacién

algebraica
2L[Y)(2) = 1+ L[yl(2) = LIf](2),
de donde
1 1
Llyl2) = 7 + g ElA)
Entonces
y(t) = L1/

2+ DI + L7LIf(2)/ (2" + D))
LTLIA)] = L7 1/ (2 + D))

t
sin(t — s) cos sds

(
= sint+ (

= sint+

S—

t

-

= sint+ |:—(COS(2S —t) + 2ssint
0
t
= sint+§sint:(1+t/2)sint,

que era la solucién obtenida anteriormente.

Asi, el uso del producto de convolucién presenta una via alternativa para la resolucién
de estos problemas, aunque a veces el cdlculo de las integrales que aparecen en el producto

de convolucién pueden ser bastante complicado.

2.3 Sistemas de ecuaciones

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones lineales de la forma
y'(t)=A-y@t)+f(t) (2.3)

donde A es una matriz cuadrada de n filas por n columnas con coeficientes reales, f =
(f1, f2y .-, fn)" donde f; son funciones dadas e y = (y1,¥2,...,yn)" es la funcién vectorial

incégnita. Supongamos ademds las condiciones iniciales

y(0) =yo (2.4)
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donde yo = (32,49, ...,42)! con g nimeros reales para 1 <i < n. Sea

Lyl(2) = (Lln](2), L[y2] (2), -, Llynl (2))"-

Entonces, tomando la Transformada de Laplace en (2.3) y teniendo en cuenta (2.4) obtene-

mos que
2L[y](2) = yo = A - L[yl(z) + L[f] (),

de donde, si I,, denota la matriz identidad,

(2L, — A) - LIy](2) = yo + L[f] (),

y de aquf
Llyl(z) = (2L, = A)7" - (yo + LIf] (2)). (2.5)

Una vez calculada de este modo L[y](z) obtendremos y tomando la Transformada inversa.

Por ejemplo consideremos el sistema

()02 ) ()

junto con las condiciones iniciales

De (2.5)

B 1 z—2 =3 2241
22— 42413 3 2—9 _1
2222
_ z(22—42+13)
o < —22+82+3 ) )
2(22—42+13)
Entonces la solucién del problema viene dada por
22—
yi(t) _ L l[z z22 4z-2u3 J(2)
o — —z2 Z
y2(t> L l[z 22 Zi—l:?’;)“w
1 [ 28e* cos(3t) + 16e* sin(3t) — 2
13 \ 28¢*sin(3t) — 16e* cos(3t) +3 |
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2.4 Problemas con funciones discontinuas

Supongamos que el problema
Y +y = f(b);
y(0) =0, ¥(0) = 1;

viene dada ahora con la funcién discontinua

f<t):{t Si0<t<m,

cos(2t) sit > .

Podemos escribir ahora

(=" + DL (2) = 1+ L[f)(2).

Por otra parte

con lo que

L[f1(2) = Lltho(t)](2) + L[th()](2) + L]hx(t) cos(2t)](2).

Desarrollando cada sumando por separado, obtenemos

Ltho(t)](z) = 1/2>.

Llth=()](z) = L[t = mh(£)l(2) + 7L (2)](2)

e—’?’l’z e—’?’l’z

z z

L[h(t)cos(2t)](z) = L[h(t)cos(2(t —m))](2)
22+4

Combinando estas expresiones tenemos

22z 2244

(Z2+1DL[f](2) +1= +e ™ <i+f+ : )

Entonces

e ( I S - )
C22(22 4 1) 22(2241)  2(22+41) (2244 (:2+1))°
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v asf
y(t) = £ [%] (6) + £ {eﬁ] (£) + L lem] ®)
L7 [em Z+ 4)z(z2 n 1)1 ®)

= t+ filt = m)ha(t) + 7 fot — 7)ha(t) + f3(t — 7)ha(t),

donde las funciones fi, fo v f3 se determinan de la siguiente manera.

fi(t) = £ [m] (t) = £ [%} (t)— £ [22 - 1} (t) =t — sint.

falt) = £ [ﬁ] (t) = £ H (t) — £ [ 2 } (£) = 1 — cost.

2241 z 2241

filt) = £ [(ZQ +4)Z(z2 + 1)] (®)
1

I | z 1l z 1 1
B 3£ l22—|—1} (*) 3£ [22+4] (t>—3008t 3cos(2t),

Entonces
y(t) = t+h(O)[(t—7m)—sin(t—m)+7—mcos(t —m) + % cos(t —m) — % cos(2t — 27)]
= (1= hg(t))t+ ha(t)[2t +sint + (37 — 1)/3 cost — cos(2t)/3],
o equivalentemente

t si0<t<m,
2t +sint — (3w — 1)/3cost — cos(2t)/3 sit > .

2.5 Funciones de impulso

A continuacién hacemos de estudio formal de las funciones generalizadas por su papel
modelizador dentro de la teoria de circuitos. Estas “funciones” se utilizan para modelizar
fenémenos en los que la transferencia del momento es tan rapida que sélo pueden observar-
se los instantes anterior y posterior. Por ejemplo cuando excitamos instantdneamente un

determinado sistema.

Este tipo de fenémenos se modelizan con la llamada delta de Dirac. Si a > 0, definimos

la “funcién” delta de Dirac por

§ut) = 400 s%t:a;
0 sit#a.
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Esta “funcién” puede obtenerse a partir del limite funcional obtenido a partir de la sucesién

A () — { 1/(2n) si|t—al <1/n;

0 si|t—al>1/n.

Nétese que

+o0o
/ A (f)dt = 1,

—0o0

por lo que se conviene formalmente que

“+o0o +oo +oo
/ @@ﬁ:/ lim_ AS(t)dt = lim AS(B)dt = 1.

—00

Ademss, si f € £ es una funcién continua en a, se tiene que

+o0o

f(t)da(t)dt = f(a), (2.6)

cuya justificacién formal puede hacerse a partir del Teorema del Valor Medio del Célculo

Integral. De (2.6) obtenemos que para todo z € C se verifica

+oo
L[6.](2) = / e o, (t)dt = e
0
y en particular si denotamos ¢ por 6, entonces
L[6](z) = 1.

La “funcién” delta tiene su aplicacién en el contexto de las ecuaciones diferenciales lineales
con coeficientes constantes. Consideremos por ejemplo el problema formal de condiciones
iniciales

y' +y=0(t);
{ y(0) =0, ¥/'(0) = 0.

Aplicando formalmente la Transformada de Laplace obtenemos que

1
de donde la soluciéon
ys(t) = sint

recibe el nombre de respuesta al impulso 6. Nétese que ys no satisface las condiciones iniciales

del problema. Sin embargo esta solucién es titil ya que si f € £, la solucién de

{ y' 4y = f(t);
y(0) =0, ¥'(0) = 0;
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es de la forma
y(t) = (f * ys)(t).

Por ejemplo, si f(t) = cost la solucién del problema seria
L .
y(t) = §tsmt,

que como vemos si satisface las condiciones iniciales.

2.6 Una aplicaciéon concreta

En la referencia [DoSv, pag. 754] se propone el siguiente problema. “El transbordador
Atlantis, de Estados Unidos, se acoplé con la cosmonave Mir, de Rusia, el 28 de junio de 1995.
Para activarse y abrir una puerta de carga del transbordador estadounidense, el electroiman
consume 0.1 A antes de activarse. El diagrama eléctrico del circuito del electroimén se ve

en la siguiente figura, donde la bobina del imén se representa con L.

40 L 1=0 1H
—o;:o—fvv\,—fvm . o* s s g

v @ %FT W =

La corriente de activacion es i;(t). El intervalo en el que 4, llega a 0.1 A debe ser menor que

3 segundos. Comprobar L =1 H es un valor adecuado para conseguir este objetivo.”

Inicialmente el circuito estaba segtin el diagrama

[o]

por lo que inicialmente i1 (0) = i2(0) =0 A y vo(0) = 1 V. Una vez que se cierran los dos
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interruptores el circuito pasa a ser de la forma

L

40 1H
m
-uI:WC;) :(;) %F_[I‘_’%;} gaﬂ

y las ecuaciones del mismo son

{1:me+ﬁ@+wam+zﬂmww4x@m&
0 = dia(t) + 5(t) — ve(0) — 2 [ (i1(s) — ia(s))ds,

de donde teniendo en cuenta las condiciones iniciales y tomando la Transformada de Laplace

obtenemos
{ 0= Lir](2) (4 + 2 + 2) — 2L[is](2) /2,
1)z = =2L[i](2)/z + Llia)(2)(4 + z + %)

Despejando L[iz] en funcién de L[i1] en la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda

tenemos que
2

Llnl(z) = 2(z+4)(z +2)?’

por lo que tomando la Transformada de Laplace inversa

1 1
——e M —_teT® A t>0.

, 1
nlt) =35 -3 9

Observamos que la funcion i; es creciente si t > 0 y que i1(2) ~ 0.106 A, por lo que el valor

L =1 H es perfectamente vdlido en el diseno del circuito.

2.7 Funciones de transferencia. Estabilidad y control

de sistemas eléctricos
Supongamos un sistema dado por la ecuacién
any™ + an 1y 4 o+ @y + agy = b f™ b1 fD A A b + bof, (2.7)

donde m < n,a; e Rpara0 <i<nyb € Rpara0 <i < m . f esuna senal entrada

del sistema e y es la respuesta que produce en sistema a la excitacién que f representa.
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Aplicando formalmente la transformada de Laplace a (2.7) con todas las condiciones iniciales

nulas obtenemos
Qu(2)Ly)(2) = P LIf1(2),

donde @,, es un polinomio de grado n y P,, es un polinomio de grado m. La funcidn de

transferencia del sistema, se define como

T(z) =

La estabilidad del sistema puede estudiarse a partir de los polos de la funcién de trans-
ferencia, entendiendo por estabilidad de un sistema lo siguiente. El sistema serd asintdti-
camente estable si en ausencia de excitacién (f = 0) y para cualquier condicién inicial que
consideremos se verifica que |y(t)| — 0 si ¢ — 4o00. Serd estable si existen K >0y t, > 0
tales que |y(t)| < K sit > to. Finalmente es sistema es inestable si lim;, o |y(t)| = +o0.

Se tiene entonces el siguiente resultado.
Theorem 15 Sea Q,(z) = [[;_; an(z — B;)™, >.i_, n; = n. Entonces el sistema (2.7) es

(a) Asintdticamente estable si Re 3; < 0 para todo i = 1,2, ...,7.
(b) Estable si Re 3; <0 y Ref; = 0 implica que la multiplicidad de (3; es 1.

(c) Inestable si no se cumplen algunas de las condiciones (a) o (b) anteriores.

Proof. Sean 3;, 1 < j < r las raices de Q,(z) con multiplicidades n;. Para 1 < j <,

consideremos los polinomios

P(2) = (e =) [ =), 1< by <my.
(]

Es fécil comprobar que B = {Pfj (2) :1 <7 <r; 1<k; <n;} es una base del conjunto de

polinomios con coeficientes en el cuerpo de los niimeros complejos de grado a lo sumo n — 1.
Consideremos el problema de condiciones iniciales
any™ + an_1y" Y + .+ ay + agy =0, (2.8)

y(0) = y1, ¥'(0) = ya, ... y"(0) = y, (2.9)

donde 1, yo, ..., ¥, son nimeros reales arbitrarios.
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Supongamos en primer lugar que Re8; < 0 para todo j = 1,2,...,7. Entonces, sean

cuales fueran las condiciones (2.9) se tiene que la solucién del problema es de la forma

r

u) = S5 AL - 8y

j=1 k;=1

r nj kj tkj_l 5,
RN A

j=1 k;j=1

donde los coeficientes A?j, 1 <j<r 1<k <n; vienen determinados a partir de las

condiciones iniciales del problema. Como Re 8; < 0, es claro que lim, . |y(t)| = 0.

Supongamos ahora que existe j € {1,2,...,7} de manera que Re3; > 0. Como B es una
base, existen condiciones iniciales de manera que para las mismas la solucién y(t) contiene

un término de la forma

AL/ (2 = B)(E) = A

con A € C\ {0}. Entonces claramente lim;_,; |y(t)| = +o0.

Consideremos ahora que toda raiz de Q,(z), 8; con Re3; = 0 tiene multiplicidad uno
n; = 1) y las restantes raices tienen parte real negativa. Entonces para cualquier condicién
j y g

inicial la solucién y(t) verifica que si Re 3; = 0, entonces existe A; € C tal que
AL/ (2 = B))I(t) = Azets = Aj(cos(tIm ;) + isin(t Im 3)),

aparece en la solucién. Teniendo en cuenta que todas las raices tienen parte real menor o
igual que cero y el primer apartado, existird ¢ > 0 tal que si ¢ es suficientemente grande se

verifica

g1 < > 1A +e,

ReB,;=0

lo que prueba que el sistema es estable.

Por 1ltimo, supongamos que existe una rafz de Q,(z), 3; con Re3; = 0 y con multipli-
cidad mayor que uno. En estas condiciones existen condiciones iniciales de manera que y(t)

contiene un término no nulo de la forma
AL/ (2 = B;)%(t) = Atei = At(cos(tIm ;) +isin(tIm 3;)),
obviamente lim; ., |y(t)| = +oc. B
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En ingenieria es usual describir los sistemas lineales mediante sus funciones de transfe-
rencia en vez de con sus ecuaciones diferenciales de la forma (2.7). Por ejemplo el siguiente

sistema de control mediante retroalimentacién, dado por el siguiente diagrama

F(z) > X(z)

En este sistema buscamos obtener la solucién transformada Y (z) mediante el siguiente pro-
ceso. Inicialmente obtenemos X (z) a partir del sistema dado por la funcién de transferencia
F(z). La funcién X (z) se transforma en el sistema dado por G(z) obteniéndose S(z). Fi-
nalmente F(z) = Y(z) — S(z), que a su vez vuelve a ser utilizada para obtener una nueva
X (z) mediante el proceso dado por la funcién de transferencia F(z). Buscamos la funcién

de transferencia

Para ello utilizamos que

de donde
F(z)

T(z)= ————.
(2) 1+ F(2)G(2)
A partir de esta funcién de transferencia puede la estabilidad del sistema de control por

retroalimentacion planteado calculando los polos de T'(z).

Por ejemplo, supongamos que F(z) = 1/(2*+1) y G(z) = 1/(z — 1). Es inmediato ver

que
z—1

T() = —0~
(=) 23— 22+ 2
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y resolviendo la ecuacion
22—+ 2=0

14iy/3
2

Teorema 15. Ademds, podemos expresar la ecuacién diferencial lineal que define el sistema

obtenemos como posibles raices 0 y , por lo que el sistema serd inestable en virtud del

teniendo en cuenta que
X(2) z—1
Y(2) 2—-22+42

de donde
X)) (2= 224+2)=Y(2)(z—1),

y definiendo z = L7'[X] e y = L7![Y] y sabiendo como se construye la funcién de transfe-

rencia, tenemos que el sistema vendrd dado por las ecuaciones
x///_xl/+xl :y/_y

Para finalizar, podemos comprobar el cardcter inestable del sistema de retroalimentacién

del ejemplo anterior considerando la funcién rampa

{ t sitel0,1),

t) =
y(t) 1 sit>1,

cuya gréafica es

Entonces su Transformada de Laplace es

Y(z) = Llyl(z) = L[tho(t)](2) + L[t — 1)h1(8)](2)
1 e ?
= 5 = (1 - eiz)/z27

22 22
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de donde la Transformada de Laplace de x viene dada por

X(z) = Llz](2) =T(2)Y(2)
z—1

Obtenemos su Transformada inversa
A z—1
o) = £ {(22 —z+1)23
_ z—1 _ z—1 .
= £ {(z2 —z+ 1)2’3} (t) =L 1 [(z2 —z+ 1)23e } (*)
= g(t) + gt — Dh(2),

=)

donde
t2 et/? )
oH)=1-5+% (sm(t\/§/2) 3 cos(t\/§/2)) .

La gréfica de la funcién z en en intervalo [1,20] es

4000

2000

-2000

-4000

lo cual ejemplifica la inestabilidad de este sistema concreto.
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