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Capitulo 1

Ecuaciones en diferencias

Sumario. Ecuaciones en diferencias. Solucién de una ecuacién en diferencias.
Ecuaciones lineales: teorfa general. Transformada Z. Estabilidad de ecuaciones en
diferencias lineales. Estabilidad local de ecuaciones en diferencias no lineales.

1.1 Introduccion

Una ecuacion en diferencias es una expresién de la forma

F(”? Yns Yn+1, "'7yn+k:) - O;

donde F : Q) C R*2 — R es una funcién definida sobre un subconjunto €2 de R**!. El nimero k
recibe el nombre de orden de la ecuacién. Por ejemplo, las ecuaciones

Ynt2 —Yn = 0,

NYnt3 — €39 =y, 4,

son de é6rdenes 2 y 3, respectivamente. Aparte del orden, existe una gran diferencia entre las ecua-
ciones anteriores. En la primera se puede despejar el término ¥, 2, quedando la ecuacién

Yn+2 = Yn,

mientras que en la segunda ecuacién tal operacién no puede realizarse, es decir, no se va a poder
despejar explicitamente el término y,,, 3. Nosotros vamos a centrarnos en el primer tipo de ecuaciones,
que llamaremos resueltas respecto de el mayor término de la sucesién y,,. A partir de este momento,
consideraremos ecuaciones en diferencias de la forma

Yn+k = f(n7 Yns Yn+1, -+ yn+k—1)a (11)

siendo f : A C R¥ — R una funcién.
Por una solucidn de la ecuacién (1.1) entenderemos una solucién x,, de nimeros reales de manera
que verifique

Lp+k = f(nv Ty 41y -0y xn—‘rk—l)-



ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Asi, por ejemplo la sucesién constante z,, = 1 es solucién de la ecuacién y,1o = y,. También lo es
la sucesién z,, = (—1)". Como vemos, una ecuacién puede tener distintas soluciones, pero ésta es
tnica si imponemos una serie de k condiciones iniciales. Asi, x, = (—1)" es la tnica solucién de la
ecuacion
{ Yn+2 = Yn,
h=-1y=1L

Llamaremos a estos problemas de condiciones iniciales, por su analogia con las ecuaciones diferen-
ciales ordinarias.

Dentro de las ecuaciones en diferencias, tienen un espcial interés las llamadas ecuaciones lineales,
que son de la forma

Ynik + G Ynin1 + .. + aFy, = by,

donde al, ..., ak b, son sucesiones de nimeros reales. En el caso de que las sucesiones al, ..., a* sean

constantes, esto es, al = a; para todo n > 0 y para todo i € {1,...,k}, la ecuacién lineal se dird de
coeficientes constantes. En general, también distinguiremos entre ecuaciones homogéneas si b, = 0
para todo n > 0, y no homogéneas en caso contrario. Las ecuaciones

Yn+3 T NYn+1 — Yn = 17
Ynt+2 = Ynt+1 — Yn = 07

son ecuaciones en diferencia lineales, siendo la primera no homogénea y la segunda homogénea y con
coeficientes constantes.

Las ecuaciones lineales juegan un importante papel en la modelizacién de circuitos digitales.
Vedmoslo con el siguiente ejemplo que proviene de la electrénica (ver [?]). Para fijar ideas, conside-
remos el siguiente ejemplo.

@ i w D - Yk

Tk

L

Este dispositivo genera una sucesiéon de salida y; para una sucesiéon de entrada xz de la siguiente
manera. El elemento marcado con una a dentro de un circulo amplifica el dato de entrada la magnitud
a € R. Por ejemplo

T Y = Q- Iy

El segundo elemento, una D dentro de un rectangulo, retarda la senal o sucesién de entrada una
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unidad temporal. Asf

Ty ——w D Yk = Tho1

Finalmente, el elemento marcado con un sfmbolo S dentro de un circulo, suma los datos que le llegan:

T ;ffg\ -2k = Tk + Yk

Y

Combinando varios de estos elementos, construimos los llamados circuitos digitales, como el de
la figura anterior. Esta representa uno de los tipos mds sencillos de retroalimentacién de una senal.
Los datos de entrada vienen dados por la sucesién z; y los de salida por

Ye+1 = Tk (12)
En el proceso, los datos intermedios r; vienen dados por la expresion
Ty = Tp — aQy, (1.3)

donde a es un nimero real. Combinando (1.2) y (1.3) obtenemos la ecuacién en diferencias de orden
uno
Yk+1 T QYr = Ty

Si complicamos el dispositivo, como se muestra en la figura,

L

T

T ;@ i D Lk D ——— Uk

se obtiene una ecuacién de orden dos. Aqui
yk+1 = Uk,

3
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Vk+1 = Tk,
e = T + by — avy,
de donde se obtiene la ecuacién
Yr+2 + aYrr1 — byk = T
Por ejemplo supongamos la ecuacién

Y2 + Ykr1 — 2y = 0;
Yo = O, Y1 = 1.

Veremos a continuacion cémo abordar el estudio de estas ecuaciones.

1.2 Transformada Z

1.2.1 Definiciéon y propiedades basicas

Consideremos una sucesién de niimeros complejos z. Se define la transformada Z de la misma como
la serie
o0

Tn

Zad(z) = Y == (1.4)

n=0

Nétese que (1.4) es una serie de Laurent con parte regular xy y parte singular > >~ x,27", y que
por tanto convergerd en un disco de convergencia de la forma

A(0,r,400) ={z€ C: |z| >r}

donde r es el radio de convergencia de la serie de potencias > >~ | x,2".
Por ejemplo, si 6 = (1,0,0,0, ...) entonces su transformada Z es

Z[](z) =1

definida en todo el plano complejo. Si z = (1,1,1,...), entonces

2 =Y ==

n=0

W =

siempre que |z| > 1.
Propiedades basicas.

e Linealidad. Dadas las sucesiones x e v v «, 3 € C, se verifica

Zloxy + Pyel(2) = aZlai](2) + BZ[yil(2)
para todo z en el dominio de definicién de Z[zi](2) y Z[yx](2).

4
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Demostracion. Basta calcular
=, oz, + BYn

Zlazg + Buel(z2) = > o

n=0
= o) T4 pY 7= aZlnd(x) + 2 [(:).
n=0 n=0

e Dada la sucesién xy, definimos la nueva sucesién y, = z51. Entonces

Zlyrl(2) = Zlaenl(2) = 2Z2[z4](2) — zz0.

En general, si ky € N y definimos y, = xp1r,, tenemos la férmula
ko—1

Zlann)(2) = 2 Z[ar](2) = Y an2bo.

Demostraciéon. Calculamos
. xn+1
Zlzpnl(z) = Z on

n=0
2z 2 x
n+1 n
= zE =2z —
Zn+1 AL
n=0 n=1
oo
Tn
= z E — —2mp = 2Z[xi](z) — zxo.
z
n=0

e Dada la sucesién z y a € C\ {0}, se verifica
ZlaFxi)(2) = Z[zi)(2/a).

Dmostracion. Calculamos

Z[@kxk](z) = Z azn (z/a)"

n=0
|
Por ejemplo, si zp = (1,2,22,23,...), se tiene que
2, on 1 z
Z 2k = —_— = =
(=) FAL % z—2
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e Dadas las sucesiones z, y k™, m € N, se verifica

d
ZIk"ai)(2) = [=2 ] Zlan] (2),
z
donde por —zj se entiende la operacién derivada y luego multiplicacion por —z.

Demostracién. Hacemos la demostraciéon por induccién en m. Si m = 1, entonces

Ny ne,
Zlkmi)(z) = Z -
B Zi nT, Zi—xn
N ol — dz zn
d N d (= Zn d
= (—Z;) =~z ( o —x0> = —z%Z[:ﬂk](z)

n=1

Si suponemos el resultado cierto para m, veamos que también lo es para m+ 1. Para esto calculamos

ZIE"Hay)(2) = Zlk- kM) (z) = —zdiiZ[km:rk](z)
d

. d m o d m—+1
- ez = et 2l o)
|
Por ejemplo, si x;, = k?, entonces
d d

ZR)() = oo

o d [ i 2 o d [ =z N 22
B AN TS = \z-1 (z—1)2

z 322 223

z—1 (2—1)2+(z—1)3’

si|z] > 1.

1.2.2 Transformada Z inversa

Es interesante obtener transformadas Z inversas de funciones de variable compleja F'(z), es decir,
qué sucesiones verifican que

Zlaa)(2) = F(2),
o equivalentemente

r, = Z7YF(2)].

Para calcular la transformada Z de una funcién F(z) basta calcular el desarrollo en serie de Laurent
centrada en cero de manera que tenga un anillo de convergencia de la forma {z € C : |z| > r}, donde

r > 0. Por ejemplo, si F(z) = Zil, entonces desarrollando en serie de Laurent
1 Iem 1l 1
2—1 Tz Z o Z Zntl
z n=0 n=0

(@)
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si |z| > 1. Entonces la sucesién

zp=Z ' 1/(z = 1)] = (0,1,1,1,...).

1.2.3 Aplicacién a la resolucién de la ecuacién en diferencias lineales con
coeficientes constantes

Consideramos el problema
Yo = 0, h = L,

obtenido anteriormente. Tomando la transformada Z en la ecuacién, usando las propiedades de ésta
y tomando en consideracién las condiciones iniciales obtenemos

Z[Yr+2 + Yrr1 — 20k (2) = Z[1](2),

{ Y2 T Y1 — 2y, = 1;

y desarrollando

ZYes2 + Uk — 20k](2) = Zlyrs2](2) + Zlyr](z) — 22[](2)
= 2Z[pl(2) — 2 + 22yl (2) — 2Z2[ws] (2)
= (2 +2-2)Zwl() - =

Por otra parte

z
M) = —.
Entonces
9 2 22
(242 =22l =2+ — = ——,
con lo que
52
Z .
W) = e

Pasamos a fracciones simples

22 -1 3 4

S Gl P T P el P e g g

y calculamos la transformada inversa obteniendo los desarrollos en series de Laurent

I 1 1 1ga(-2 ”_i(—m”
z+2—zl—_72_zn:0 z B Zntl

n=0

si|z] > 2.

si |z| > 1. Finalmente

—1 d (1 d [ 1 ~d 1 n+1
(2—1)2_%<Z—1>_E<ZZ”+1>_ZEZM'I__ZZn"ﬂ
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si |z| > 1. Entonces si |z| > 2 se tiene que

-1 3 4
Zlwl(2) = (z—1)2 TIo1 212

n+1 = 1 = (=2)"
- _Z otz Zzn+1 +4Z il

n=0 n=0

n+l = 3 L 4(—2)n

- ; o Z nt2 o Z ont2 + Z ont2

n=0 n=0

"\ —n — 44 4(=2)"
- + Z Zn+2 ’
n=0

por lo que si k > 2
ye = 4(—2)F —4 4+ k.

Veamos a continuacion el siguiente ejemplo, en que las raices son complejas:

Tny2 — 2513714—1 + 2z, = 17
Tog =1 = 0.

Si aplicamos la transformada Z a la ecuacién, tenemos que
ZlTpi2 — 2Tpi1 + 22,)(2) = Z[1](2).

Por un lado

mientras que

Zltniz = 2onp1 +220)(2) = Zlwnia](2) = 2Z2[znn](2) + 22[24](2)
= 22Z[z,)(2) — 22w — 221 — 222[2,)(2) — 2220 + 222, (2)
= (22 =22+ 2)Z[x,])(2),

de donde
z

(z—=1)(22—22+2)

Desarrollamos la funcién en serie de Laurent para calcular x,,. Para ello en primer lugar

Zlr,)(2) =

(z—=1)(22—-22+2) (z=1(z—=1—1)(z —1+1)
1 1 1+: 11—

2—1 22—-1—i 2z—1+1i

Calculamos de forma separada

—_
Z\zli—‘

=1 =1
=D ==

Z n:O n:l
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1 1 1 1 1—-i\" <& 1
_— = - = = 1—) 1=
z—1+1 21—% z ( z ) Z< ) Zn’

con lo que agrupando

z 1 1 I 1
= — — = 14+9)"— — = 1—12)"—
(z—=1)(22 —22+2) ;z" 2;( +) 2" 2;< 2 2"
- 1 1
= 1—=(1 T——(1-2)" ) —
I T
y teniendo en cuenta que
(1+4)" = 2"%(cos an + i sin %),
1y — 2n/2 E . 77,_7'('
(1 —1) (cos L~ isin— ),
obtenemos
z > nm\ 1
— 1 — on/2 _> it
2—1)(22—-2z+2 Z( BT o
(z = 1)( =
y por tanto

nm
n=1—2"2cos —.
T COS 1

1.2.4 Férmula de inversiéon compleja

Supongamos que

Zln](z) = Y oz,

y multipliquemos ambos miembros de la igualdad por 2!, de donde
Zlwp](2)2" = Z$kzn_k_1.
k=0

Supongamos una circunferencia del plano complejo v que contiene todas las singularidades de la
funcién Z[x;](z)z""!, para todo n > 1. Por la férmula integral de Cauchy

1 1 [«
— | Z[z)(2)2" M dz = —/Zﬁkz”_k_ldz
¥

271 21
v k=0

1 0.0
(%) = —.Z/xkzn"“_ldzzmm
21 —Jy
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dado que

2mix, sin—k=2.

/xkz”kldz:{ 0 sin—k#2,
.

Por el Teorema de los residuos

2= — [ Zla ()2 1dz = > Res(Zlm)(2)2" %, )

27 ),
donde si z; es un polo de orden m, entonces el residuo es

Res(Z[on] ()", 2) = gy i Ty (= 50" 2l (2)77).

Vamos a modo de ejemplo a obtener la transformada inversa de

z(z—1)
(2 —=2)2(z+3)

f(z) =

Sus polos son 2, de orden dos, y —3 que es de orden uno. Entonces

RelfD) = gl (-2 )

(nz" 'z —1) +2")(z+3) - 2"(z - 1)

— i
20 (2 + 3)2
(n2n=1 4 2m)5 — 2n 4 1
— — _—9n —pon
25 25" 507
y
n—1 __ _ : o zn(z _ 1)
RGS(f(Z)Z ) 3) - zliIElZS(Z 3) (Z . 2)2(2 + 3)
. 2"(z—1) 4
= lim ———F = ——(-3").
dim, o =
De esta forma 4 1 4
— _2n el 2n T (_an )
= 52+ 52t~ g5
Sea ahora 1
1) = 5,
cuyos polos simples son +i. Entonces
L anl
Res(f(z)z" ,i) = lim(z —1 - ;
(R0 = lm =i
n—1
_ h V4 _ l n—1 __ _1{117
=i (2 41) 20 2
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Yy
n—1
Res(f(2)z" !, —i) = Zli)n_lz(z +1) )
21 1 1
= _ n—1 ~(_n\"n
ZLII}l(Z—Z) 2l< ) 2( /l) Y
por lo que
Ty = —lz’" + 1(—i)"
T2 2 ‘

Expresando los nimeros complejos en forma trigonométrica y utilizando la férmula de De Moivre,
obtenemos

1, 1, .,
1 1 — —
= —i(cosg + isin g)” + E(COSTW + i sin TW)”
1( mr_'__' mr)_i_l< —7T7”L+,, —7m)
= ——(cos — +isin — —(cos 1sin
2 2 2 2 2 2 7
y dado que
. onr . ™
sin — = —sin —
2 2
y
nmT —7n
COS — = — COS
2 2
obtenemos
nmw
Ty = — COS 7

1.2.5 Funciones de transferencia.

La funcién de transferencia asociada a la transformada Z se define de forma andloga a la funcién de
transferencia asociada a la transformada de Laplace. Consideremos en este contexto una ecuacién
en diferencias finitas de la forma

AnYk+n + On_1Ykin-1 + ... + Q1Ygr1 + QoY = Ty, (1.5)

siendo a; € R, 0 < ¢ < n. Entonces, suponiendo que y; = 0 ¢ < k, tomando la transformada Z
obtenemos que

(2" 4 an_12" a1z + ao) Z[y) (2) = Z[ur](2),
por lo que

Zlyl(z) = ! 2l (2).

a2 4 a2+ . 4 a1z + ag
Se define enotnces la funcién de transferencia asociada a la ecuacién como
Zyl(2) _ 1
Zlugl(z)  apz+ap_ 12"+ o+ a1z + ag

T(z) =

11
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Podemos estudiar entonces la estabilidad de la ecuacién entendiendo ésta de forma analoga al caso
continuo estudiada en el tema anterior, es decir, si para toda solucién asociada a una condicién inicial

dada se verifica que

El siguiente resultado caracteriza la estabilidad del sistema en base a los polos de la funcién de

transferencia.

Theorem 1 FEl sistema dado por la ecuacion (1.5) es estable si y sdlo si todos los polos de la funcion

li =0.
Jom, v = 0

de transferencia verifican que |z| < 1.

1.3 Ecuaciones no lineales

Consideremos ahora una ecuacion en diferencias de orden & no lineal

donde f : A C R¥! — R es una funcién continua. Esta ecuacién puede reducirse a un sistema
de orden uno de la manera siguiente. Definimos las variables 2z} = ., 22 = Yni1, ..., 2

Entonces

C (]
Esto es, si z, = (z

donde

Si la ecuacién o sistema de orden uno no depende explicitamente de n, se dice que dicha ecuacién

ny cer

Yn+k = f(n7 Yny ooy yn+k—1)a

k

1 2
Sl %
Zn+1 = Zn7

k—1 k
Zn+1 Zn7

ko 1 k
2o =, 2p 1y e Zin)-
k de f I si d ibi
z¥), entonces de forma compacta el sistema se puede escribir como

rTn

Znt1 = f(n,2z,)

f(n, z}t, ...,zﬁ) = (zz,zi, ...,zﬁ,f(n, Z}LH, ...,zﬁﬂ)).

o sistema es auténomo. Por ejemplo,

Ynt+1 = 4yn(1 - yn—1)7

es una ecuaciéon auténoma y

Tpnt1 = xn+yn7

Yn+1 = Tp — Yn,

es un sistema auténomo de orden uno.

Las ecuaciones y sistemas de orden uno han tenido un reciente desarrollo debido a que son modelos
de ciencias experimentales como la ecologia y la economfa. Con frecuencia, presentan lo que se conoce

como comprotamiento caético o complicado.

12
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1.4 Ejercicios

1. Encontrar la transformada Z de las siguientes sucesiones determinando su conjunto de conver-

gencia.
(a) yp =n+ 1. (b) ¥, = (0,1,0,1,0,1,...). (c) y, = n*.
(d) yn - (Oa 17 17 17 ) (e) yn - 22”' (f) y’n - 1 + 271‘
(g) yn = 1/2”. (h) Yn = n3™. (i) yp = (O, 1,0,2,0,4,...,0,2", )

2. Resolver las siguientes ecuaciones homogéneas:

(a’) Ynt2 + Ynt1 — Qyn = 0. (b) Yn+2 — Yn+1 — 2yn = 0. (C) Yn+2 + )‘2:‘/71 = 0 donde XA € R.
(d) Yn+2 — 2yn+1 + Yn = 0. (e) Yn+2 — 4yn+1 - 12yn = 0. (f) Yn+2 T 2yn+1 + Yn = 0.
(g) Yn+2 + 2Yns1 — 3yn = 0. (h) Yn+3 — Ynt2 T 2Ynt1 — 2yn = 0. (1) Ynta T Ynt2 — 2yn = 0.

3. Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas:

(a’) Ynt2 T Yni1 — 2yn = 2", (b) Ynt2 — Ynt1 — 2Yn = 2. (C) Ynt2 — 2Unt1 + Yn = <_1)n'
(d) Yny2 +yn = 0> (©) Ynso = 4yn1 — 12y = 02" () Yni2 + 2041 +yn = 1°.

(g) Ynto + 4Yn = n(_1>n- (h) Ynt2 — 2Yns1 + 6y, = 3" +n. (1) Yn+3 — Ynt2 T 2Yni2 — 2yn = L.

4. Resolver los siguientes problemas de condiciones iniciales:

Yn+2 + 2Wns1 + Yo = 0 Yn+2 t Ynt1 — 2yn =0 Yn+2 — AYni1 — 12y, =0
(a) ¢ % =0 (b) § w=1 () w=0
=1 Y1 =2 y1(0) =1
Ynt2 — 2yn+1 +Yn = 1 Yn+2 — 4yn+1 +Yn="n Ynt2 T Yn =1
(d) § %o =0 (e) § vo=1 (f) S % =0
y1 =20 y1 =20 y1 =10
— n
s e Pt = 2 =2 Ynta + Yo =1+ 2 Ynta = Yns1 = 24 = 1
(8) § () { o =1 ()¢ w=1
b =0 yr=—1 y1=—1
y2 =1

5. Determinar cuédles de las ecuaciones anteriores son estables.

6. Obtener la solucién de los siguientes circuitos digitales suponiendo condiciones iniciales nulas:

= :I./- -\\: -
" ] N D o

E3
(v)
AN
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ECUACIONES EN DIFERENCIAS

N
1 = [ “{S ) = D = Un
Ry
-
NS
TN
2" "'L'/ ,/“I - [ - ) = Un
1+
< If._]:-‘\.\l_l
) Nvd
5\ 1
) I\Mif"ﬂ
/2
(1,0 ﬂ’-')—H\Sjj - [ = D = In
4 .f 3\4 ¥
M

7. Calcular el comportamiento asintético (lfmite cuando n tiende a infinito) de la solucién de los

siguientes circuitos digitales:

o\

>

F
{ f‘\\ —
i3

(21,1, )—r—o
' \.



ECUACIONES EN DIFERENCIAS

"
l——— D —— /, " D = Yn
P
+ { 2 —
Ry
1 o .
an H\ S_,r"l H I = [ - Un
T+
) 1\
- \ _l_/,'“
-+ f/lfl ﬁ\,q 3
NS
Il/-‘-__\-h\lll - - P
1 "5 o D + D - Un
- Ilf_-\\'.. L
+ .\\-3 /1

8. Encontrar las soluciones aproximadas de las siguientes ecuaciones y sistemas de algebraicas
usando los métodos de Newton y el de la aplicacién contractiva, en caso de poder usarse.

(a) z=e"z. (b)logx =x. (c)x=eY, y=e?

(d)z>—2=0 (e)cosz=2*—1 (f)log(z*+1)=uz.

9. Encontrar los punto fijos de las ecuaciones en diferencias no lineales siguientes, y determinar
la estabilidad local de los mismos:

(a) i1 = az, (1 — x,), a € [0,4]. (b) Tpyo = 22.
(€) Tnt1 = \/YUn/A@ — Yns Yns1 = \/Tn/b — Tp, a,b < 0. (d) 2,11 =22 +1
(€) Ty = €™ (f) Zpyo = 3zp(1 — )

15
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Capitulo 2

Métodos de un paso

Sumario. Métodos de Taylor. Métodos de Runge-Kutta: tablas de Butcher.
Analisis del error global. Extrapolaciéon de Richardson.

2.1 Introduccién

Consideramos un problema de condiciones iniciales de la forma

{ y' =f(ty), (2.1)

y(to) = ¥o,

donde la funcién f : Q C R™*! — R™ es suficiente regular para que dicho problema tenga solucién
Unica. Por ejemplo, f y g—;, i = 1,...,m continuas. Sin embargo, dada un problema de condiciones
iniciales arbitrario, es muy posible que no sepamos cémo hallar dicha solucién. Basta considerar el

problema
y(0) = 4.

Es por ello importante determinar métodos que permitan obtener aproximaciones de dichas solucio-
nes, que existen, pero son desconocidas.

En esencia, dado el problema (2.1), denotemos su solucién por y(t;tg,yo) y buscamos cémo
aproximar el valor de y(tf;%o,yo), para un cierto ty > ¢, (andlogamente se haria para t; < ty). Los
métodos que vamos a estudiar consisten en generar una sucesiéon yo, yi, ..., y, de manera que y,, sea
un valor aproximado de y(ts;to,yo). Vamos a ver en este tema varias maneras de construir dicha
sucesion.

2.2 Meétodos de Taylor

Este método se basa en suponer que la solucién y(t;to,yo) es suficientemente diferenciable en un
entorno de ty. Si t; estd en dicho entorno y denotando h = t; — ty, entonces

1 1
y(ti;to,yo) = y(tosto,yo) + Fy/(to; to, Yo)h + gy,/(to; to,yo)h? + ... +

1
—l—ﬁy") (to; to, yo)h™ + O(h™),

17



METODOS DE UN PASO

donde O(h™) es denota una funcién g(h) para la cual existe una constante positiva k tal que |g(h)| <

k|h™|. Entonces
¥ (to; to. Yo) = Yo,

y' (to; to,yo) = £(to, yo) = fi(to, yo0),

d d
y" (to; to, yo) = %y/@o;to,y'o) = aﬁ(to,}h)
0 )
= Eﬁ(to, Yo) + a—yﬁ(to, Y0)Y (to; to; Yo)
= 2f (t )+ gf (t (¢ )
Y 1\%0, Yo By 1{0, Yo 0, Y0
= f2<t07YO)7

donde por a%fl (to,yo) denotamos el gradiente de fi (o, yo)-

d d
3) N = —_— " N = —
v~ (to; to, ¥o) prid (to; to, ¥o) dtf2(t0’y0)
0

B an(to,YO) + 8_yf2(75073’0)y/(t0§t0=y0)

0 0
= afg(ta, yg) + @fg(to, yo)f(th YO)

= f3(t0, yo).

Inductivamente, si y"(¢y; o, y0) = fo_1(to, yo), entonces

vy (to;to, yo) = %Y”l)@o;toy}’o) = %fnl(thO)
= 2f 1(to, yo) + if 1(t0, ¥0)¥' (to; to, o)
ot oy " T
= gf 1(to, ¥o) + if 1(to, ¥0)f (%0, yo0)
ot oy " ’
= f.(to, ¥0)-

Asi, sustituyendo en la férmula original
1 1
y(ti;to,yo) = yo+ ﬁfl(th yo)h + Efz(tm}’o)hQ +. 4+
1
+gfn<t07 y0)h'n + O(hn),

con lo que
1 1 1
y1=Yo+ ifl(tm yo)h + §f2(t0; yo)h? + .. + Eﬁz(th yo)h"

es una aproximacion de y(t1;to,yo), esto es

1 1 1
y(ti;t0,Yo) ® y1 = yo + ﬁfl(thYO)h + afz(toﬂo)h? +...+ an(toy}’())hn-

Veamos qué forma particular tiene esta aproximacién para diferentes valores de n.

18
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METODOS DE UN PASO

y(tq;to, yﬂ)

m
i

(I N R R N NN T Y

=
[

Figura™2.1: El método de Euler. El error ey es |y; — y(t1; to, 4o)|-

2.2.1 Meétodo de Euler

El método de Taylor con n = 1, recibe el nombre de método de Euler y fue quizés el primer método
numérico generado mucho antes de la existencia de ordenadores. Como vemos, la expresién (2.2)
queda de la forma

1
y(ti;to, Yo) R y1 =yo + if@o, Yo)h, (2.3)

y tiene un claro significado geométrico. Imaginemos que m = 1, es decir, se trata de una ecuacién
diferencial. Entonces la recta tangente de la solucion y(t; to, yo) para t = ty tiene la forma

y — y(to; to, yo) = y'(to; to, o) (t — to),
y sustituyendo cada elemento de la expresién anterior por su valor obtenemos
Y —yo = f(to,y0)(t — to).
Si sustituimos ¢ por t; en la recta anterior obtenemos
y(t1;to, Yo) = Y1 = Yo + f(to, Yo)h,

que es la expresion (2.3) para ecuaciones de dimensién uno. La figura 2.1 nos muestra graficamente
el método.

Veamos cémo funciona el método de FEuler con un ejemplo. Consideremos el problema de condi-

ciones iniciales
{ y =y,
y(0) =1,

19
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que como sabemos, tiene por solucién y(t;0,1) = e'. Tomemos t; = 0.1, y estimemos por el método
de Euler y(0.1;0,1). Como h = 0.1, entonces
Como vemos, el error cometido
er = |(0.1;0,1) — y;| = |e®! — 1.1] = 0.00517092.
Si ahora, tomamos t; = 1, entonces h =1 e
Y1 =Y +ywh=1+1=2,
y el error
= |y(1:0,1) — 1| = |e — 2| ~ 0.718282,

esto es, el error aumenta considerablemente.

Esto se debe a que estamos tomando aproximaciones locales. Para reducir el error se procede de
la siguiente manera. Tomamos una particién P del intervalo [to,tf], estoes P =ty <t; <ty <..<

tn—1 <t, =ty. Definimos h; = t;11 — =0,1,...,n—1. Construimos la sucesién y,, de la siguiente
manera

y1 = Yo + £(to, yo)ho-
Ahora bien, y; es una aproximacion de y(¢1;ty,yo). Para construir y,, tomamos la aproximacién
mediante el método de Euler del problema

{ y =f£(t,y),
y(t1) = y1.
dado por

y2 =y1 +f(t1, y1)ha,
y de forma recurrente para i =1,...,n,

Yi = Yi-1 +f(ti1, yio1)hio

En general, suele tomarse h; = h, 1 =0,1,...,n — 1, cantidad que suele llamarse tamano de paso y n
el nimero de pasos. En este caso el método de Euler queda como

Yi =Yi-1t+ f(ti_l, yi_l)h =¥i—1+ f(to + (2 — l)h, yi_l)h,
parai =1,...,n.

En el ejemplo anterior, tomamos A = 0.1 y calculamos

yi = Y+ fOyph=1+1-01=11,

yo = y1+ f(h,y1)h=11+4+1.1-0.1 =1.21,

ys = ys+ F(2h,yo)h =1.21+1.21-0.1 = 1.331,

ys = ys+ f(3h,y3)h =1.331 +1.331- 0.1 = 1.4641,

ys = Ys+ f(4h,ys)h = 1.4641 + 1.4641 - 0.1 = 1.61051,
y6 = ys+ f(bh,ys)h =1.61051 4+ 1.61051 - 0.1 = 1.77156,
yr = ye+ f(6h,ys)h = 1.77156 + 1.77156 - 0.1 = 1.94872,
ys = yr+ f(Th,y;)h = 1.94872 4 1.94872 - 0.1 = 2.14359,
Yo = ys+ f(8h,ys)h = 2.14359 4+ 2.14359 - 0.1 = 2.35795,
yio = Yo+ f(9h,y9)h = 2.35795 4 2.35795 - 0.1 = 2.59374,

\/\_/\_/\/\/\_/vv
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y ahora los errores son
_ 1 .3x0.1
- ‘6 - yi‘?

para ¢ = 1,..., 10, que nos da la siguiente tabla aproximada

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €8 €9 €10

0.005 | 0.011 | 0.019 | 0.028 | 0.038 | 0.051 | 0.065 | 0.082 | 0.102 | 0.125

Como vemos, el error ha disminuido notablemente, a pesar de que en los pasos intermedios la apro-
ximacién del método de Euler no coincide en su condicién inicial con la solucién del problema de
condiciones original. Vemos no obstante que los errores se van acumulando desde e; hasta e;g, de ma-
nera que estos van creciendo. Sin embargo, si disminuimos el tamano de paso, vemos en la siguiente
tabla como los errores al final dismuyen

h=1|h=01|h=001|h=0.001|h=0.0001|h=0.00001
0.718 | 0.125 0.013 0.001 0.00014 0.000014

Como vemos, al dividir el tamano de paso h por diez, el error final aproximadamente también hace
esta operacién. Veremos posteriormente una explicacién a este hecho.

2.2.2 Meétodo de Taylor de orden 2

Si hacemos n = 2, observamos que el método de Taylor queda de la siguiente forma:

1 1
y(ti;to,yo) ® y1 = yo + ﬁfl(th Yo)h + §f2(t07 yo)h?,

y dado que
f1(to,yo0) = £(to, yo)
y
f(t )—gf(t )+ f(t )if(t )
2{%0, Yo o 0,Yo0 0, Y0 By 0,Y0),

se puede reescribir como

1/0 0
y(ti;to,yo0) = y1 =yo + f(to,yo)h + = (82& (to,¥0) + £(to, YO)a_f(tOu YO)> .

Si dividimos el intervalo [to, ] en n intervalos igualmente espaciados siendo el tamafio de paso
h = (t; —ty)/n, el valor y(tf;t,yo) con y,, que puede estimarse con la recurrencia

Vi = yioi+f({to+ (@ —1)h,yi1)h

1 /0 ) 0 .
+= (875 (to -+ ( 1)h,y7;71> + f(to + (@ — 1)h, yz;l)@f(to -+ (@ — 1)h,y11>) h2,

parat=1,...n
Si consideramos el problema de condiciones iniciales anterior

{ra2,
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tenemos que f(t,y) =y, por lo que %(t, y) =0y g—;j(t, y) = 1, y asf la recurrencia anterior se expresa,
de la forma

1 h?
Yi = Yi—1 +Yi—1h + ayth = (1 + h+ 7) Yi-1,

para i = 1,...,n. Tomando h = 0.1 (n = 10) y calculando obtenemos

h2

Yy = <1+h+?> Yo = 1 105,
h2

Y2 = <1 + h+ ?> y1 = 1.22103,
h2

Ys = <1 +h+ 5) Yo = 1.34923,
h2
h2

Ys = (1 +h+ 7) ys = 1.64745,
h2

Ye — <1+h+?) ys = 1.82043,
h2

yr = <1 +h+ 7) ye = 2.01157,
h2
h,2

Yy = (1 +h+ ?) ys = 2.45618,
h2

y ahora los errores son

1x0.1 yi‘,

para ¢ = 1,..., 10, que nos da la siguiente tabla aproximada

e = e

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €3 €9 €10

0.00017 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0009 | 0.0013 | 0.0017 | 0.0022 | 0.0028 | 0.0034 | 0.0042

Como vemos, el error decrece notablemente en comparacién al obtenido al aplicar el método de
Euler. Ademés, los errores para diferentes tamanos de paso son

h=1|h=01|h=0.01|h=0.001]|h=0.0001|h=0.00001
0.2183 | 0.0042 | 0.000045 | 4.5-107" | 4.5-107° 4.5-1071

Como vemos, se mejora notablemente el error con respecto al método de Taylor, siendo éste ademas
de orden dos, es decir, al dividir por 10 el tamano de paso, el error es aproximadamente el del paso
anterior al cuadrado.
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Aumentando el orden del método de Taylor, seguimos disminuyendo el error producido. Sin
embargo, el método de Taylor presenta el problema de que hay que derivar sucesivamente las funciones
que determinan la ecuacién o sistema de ecuaciones diferenciales, y esto frecuentemente no es tarea
facil. Ademsds, en el caso del ejemplo anterior para la ecuacién y' = y, el incremento del orden
no mejora el algoritmo dado que f,,(¢,y) = 0 para m > 3. Veamos a continuacién una familia de
métodos que presentan un avance en este sentido, y que se conocen como métodos de Runge—Kutta.

2.3 Meétodos de Runge—Kutta de orden dos

Este método se basa en la ecuacién integral asociada al problema de condiciones iniciales

{ y =f(t.y),

y(to) = ¥o,

que se construye de la siguiente manera. Como y(t;to,yo) es solucién

y(t;ito,y0) — ¥(to;to,¥o) = ¥(tito.Yo) — Yo

t t
=/&mem=/ﬂm@WWWa

to to

Entonces, dicha funcién puede calcularse a partir de la ecuacién integral

y(t) —yo = /t £(s,y(s))ds.

0

Los métodos de Runge-Kutta se basan en obtener aproximaciones de la integral

t
[ty
to
mediante algtin método de integraciéon numérica apropiado.

A modo de primer ejemplo, supongamos que dicha integral se aproxima mediante el método del
trapecio, esto es

[ty 5 et v(t0) + £t 3(27).

to

siendo h = ty—to. El valor f(to,y(t0)) = f(to,y0) es conocido. Sin embargo f(ts,y(ts)) es desconocido
dado que y(ty) = y(ts;to,yo) es precisamente el valor que tenemos que aproximar mediante el
método. Para obtener un valor aproximado de dicho valor para poder aplicar el método, obtenemos
éste por un algoritmo de los estudiados anteriormente para tamano de paso h, por ejemplo

v = yo + hf(to, yo),

que es el método de Euler. Entonces

h
Yi=Yo+ 5 [f(to,yo0) +£(tr, y7)],
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serd la aproximacién de y(ty; to, yo) que buscabamos. Si tomamos un tamano de paso h = (t;—tg)/n,
se tiene que de forma compacta

Y;+1 = Yo + hf<t0 + Zha Yz),

h/ . . *

5 [£(to +ih,y:) + £(to + (i + 1A, y; )]

que se conoce como método de Heun. Como vemos, hay dos etapas, una inicial donde se calcula
y; y otra posterior donde ya se obtiene la aproximacién propiamente dicha. Por ello, se dice que
es un método de Runge-Kutta de dos etapas, y como veremos posteriormente de orden dos. Suele
escribirse de forma mds compacta como

gl = hf(ti—b}’i—l)a
= hf(t;—1 +h7Yi 1+ 81),
y Yi-1+ 35 (g1+g2)

Veamos cémo se implementa este método en nuestro ejemplo de costumbre

{ral.

Los valores que obtenemos para tamano de paso h = 0.1 son

yi = (1 +h)yo =11,
= yo + 5(yo +yi) = 1.105,

Yit1 = Yo+

5(

yi=(1+ h) y; = 1.2155,
Y2=uy1+3 (y1 + y3) = 1.22103,
yi=(1+ h) yo = 1.34313,
Ys = Y2 + 2(ys + y3) = 1.34923,
yr=(1+ h) ys = 1.48416,
Y1 = ys + 2(ys + ;) = 1.4909,
= (1+ h) ys = 1.63999,
5= Y+ 5(ys + y3) = 1.64745,
= (14 h) ys = 1.81219,
6 = s + 5(ys +y5) = 1.82043,
= (1+ h) Yy = 2.00247,

7= Y6 + 2(ys +y5) = 2.01157,
= (14 h) yr = 2.21273,

s = yr + 2(yr + y§) = 2.22279,
¥ = (1+h)y8 = 2.44507,

o = ys + 5(ys + y5) = 2.45618,
= (1+h)y9 = 2.7018,

10 = Yo + 5 (yo + fp) = 2.71408,

Cuyos errores son

€1 €2 €3 €4 €5 €6 €7 €3 €9 €10

0.00017 | 0.0004 | 0.0006 | 0.0009 | 0.0013 | 0.0017 | 0.0022 | 0.0028 | 0.0034 | 0.0042
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Obsérvese que son similares a los obtenidos en el método de Taylor de segundo orden. Si variamos
el tamano de paso, obtenemos los siguientes errores para los siguientes valores

h=1|h=01|h=0.01|h=0.001]|h=0.0001|h=0.00001
0.2183 | 0.0042 | 0.000045 | 4.5-107" | 4.5-107° 4.5-1071

que reproducen los obtenidos en el método de Taylor anteriormente mencionado.
La forma maés general posible para un método de Runge-Kutta de orden dos es

g1 = hf(ti—in—l)a
go = hf(tis1 + c2h, yio1 + ang),
Vi = Yi—1 + 0181 + bago,

donde los tiempos t;_; no tienen porqué ser uniformemente distribuidos, y by # 0. Si tomamos
g2(h)/h y desarrollamos mediante la serie de Taylor de primer orden obtenemos

ga(h) = 22(0) + hgy(0) + O(h)

of
= f(ti1,yi-1) +h (C =

of
257 (tim1,¥i-1) + ao1=—(ti—1, yi1)f(ti-1, Yi—1)> + O(h),

dy
por lo que

Yi = Yio1+ 0181 + bago

of

of
= yi1+ (by + bo)hf(t;1,yi 1) + boh? (CQE(tih Vio1) + a21%(ti—1, vi1)f(ti1, Yil)) .

Por otra parte, la aproximacién mediante la serie de Taylor de orden dos de y(t;t;—1,yi—1) era

0

0
af(tzeh yi—1) +f(tio1, Yifl)gf(tifla Yil)) h?,

1
Vi=Yi-1+f(tic1,yi1)h + > (

e igualando coeficientes obtenemos que

by +by =1,
b202 = 1/2,
b2a21 = 1/2

Como by # 0, tenemos que ag; = 3 = 2—11]2 y by = 1 — by, lo cual nos proporciona una familia de
métodos de Runge—Kutta de orden dos segun los valores de by. Asi, cuando by = 1/2, obtenemos el
método de Heun anteriormente descrito. Cuando by = 1, tenemos

g1 = hf(tis1,yi-1),
go = hf(tio1 + %7}’171 + %g1)7

h 1
Yi = Yiathg=yia+hftia+ 5 Yi-1t 581)

h h
= yiq+hf(ti 1+ 5 Yi-1+ Ef(tzel, Vi-1)),
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que es el algoritmo de Runge de 1895.
En general, un método de Runge-Kutta explicito de m etapas es de la forma

Yi=Yi1t Z b;8;,
j=1

donde
g1 = hf(tis1,yi-1),
g2 = hf(ti_1 + coh,yio1 + ang),
g3 = h(ti_1 + c3h, yi—1 + a3181 + a32832),

gm = M(tio1 + cnh, yic1 + G181 + Gma82 + .. + Gmm—18m—1),
siendocj, 1 =2,....m,b;,j=1,...mya, j=1,..,m, k=1,..,j—1, los coeficientes del método.
Normalmente, estos coeficientes se agrupan segun la tabla

0
Co | Q21
C3 | a1 Q32

Cm | OGm1  Am2 v Amm—1
by by . bpo1 by
y en forma matricial
c| A
b

donde ¢ = (0, ¢z, ..., ), b= (b1, b2y ;b)) v A = (aji) € Mppxm(R) con ajr, =0si k> j.
Asi, el método dado por la tabla

— Nl = O

ol O Ol
wl— Ol
Wl —

ol

y concretado en
hE(ti1,yi1),
hf(ti—1 + %;Yi—l + %gﬂ;
e (t;— 1+’§,yz 1—|—§g2)
hf( i1+ hyi1+83),

que da
1 1 1 1
Yi =Yi-1t 58! + 382 + 383 + 8¢
es el método de Kutta de 1905, que es el método clésico de Runge-Kutta de cuatro etapas, y como
veremos posteriormente, cuarto orden. Si aplicamos este método a nuestro ejemplo

{ras,
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tenemos que los valores que obtenemos para tamano de paso h = 0.1 son

Cuyos errores son

yp = 1.10517,  yo = 1.2214,
ys = 1.34986, 1y, = 1.49182,
ys = 1.64872,  ys = 1.82212,
yr = 2.01375,  yg = 2.22554,
Yo = 2.4596, Y10 = 2.71828,
e =84-10%| e =1.8-10""
e3=31-10""| e, =4.6-107"
e5=6.3-107" | eg=83-107"
er=11-10° | eg—=14-10°
eo=1.7-10° | e;p=21-109

Obsérvese que son similares a los obtenidos en el método de Taylor de segundo orden
el tamano de paso, obtenemos los siguientes errores para los siguientes valores

. Si variamos

h=1

h=0.1

h =0.01

h = 0.001

h =0.0001

h = 0.00001

0.00995

2.1-10°°

2.25-10719

1.38 1071

6.22-1071°

6.26 - 10714

Como vemos, los errores de redondeo hacen que no se aprecie que el error del paso h/10 es
aproximadamente el del paso h elevado a la cuarta potencia. Este hecho si se aprecia en los tamano

de paso hasta 0.001.

2.4 Analisis del error en los métodos de orden uno

Consideramos un problema de condiciones iniciales de la forma

{ y =f£(t,y),

y(to) = Yo,

donde la funcién f : Q C R™*! — R™ es suficiente regular para que dicho problema tenga solucién
tnica. Como hemos visto hasta ahora, los métodos numéricos de Taylor y Runge-Kutta se basan
en, fijado t; > ty y un tamano de paso h = %, construir una sucesién yo, y1, ..., Y, de manera que
sean una aproximacién de la solucién y(¢;to, yo) en los tiempos t; = tg + hi. Como hemos puesto de
manifiesto con algunos ejemplos, estos métodos tienen inherentemente asociados unos errores que se
deben a dos causas bien diferenciadas:

e Errores mateméticos debidos al método numérico empleado.

e Errores de redondeo al trabajar los computadores con precesion finita.

En general, los métodos que conocemos son de la forma

Vi=Yi-1+h®(ti1,yi1,h), i=1,..

7n7

(2.4)

que dan lugar a los valores yg, y1, ..., ¥, anteriormente mencionados. En general, dentro de los errores
matemdticos podemos distinguir los siguientes tipos.
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Definimos el error global de la solucién aproximada como

€ =Y — Y(tm t07y0>a 1= Oa 17 ey N,
y el método numérico en cuestion se dird convergente si

i g el =0
Béasicamente, la convergencia implica que el error global tiende a cero cuando lo hace el tamano de
paso.
Otro concepto importante es el de consistencia. Un método numérico dado por (2.4) se dice
consistente si

D(t,y,0) = £(t,y). (2.5)
Por ejemplo, en el caso de los métodos de Taylor de orden n, la funcién dada por (2.5) es
n hjfl ) ,
b(t,y,0) =) Ty =y =1ty).
=1 7

En el caso de los métodos de Runge-Kutta, dicho método es consistente si

S -1
j=1

En el estudio del error global de un método, tienen gran importancia dos errores locales que a
continuacion describimos. Se llama error local del paso ¢ como

L=y —y(titio1,yi1),

es decir, la diferencia entre el valor proporcionado por el método y; y el valor exacto proporcionado
por la solucién exacta del problema de condiciones iniciales

{ y, = f(ta Y)7
y(tio1) = yi.

El 1ltimo tipo de error local que vamos a introducir es lo que llamaremos el error local de
truncamiento, que definimos como

t; = y(ti—1;to, yo) + h®(ti—1, y(ti—1; 0, Yo0), h) — ¥ (tii to, Yo)s

es decir, aquel error que se obtendria al sustituir la solucién real del problema de condiciones iniciales
y(t;to, yo) en el método numérico implementado

yi=Yyi1+h®(t;1,yi1,h).

Si el método numérico es consistente, entonces el error de local de truncaminento converge a cero
cuando se divide por h. En efecto

im Y~ fim y(ti—1;t0,¥0) — y(ti1 + h;to, yo)
h—0 h  h—0 h
+ ;lllil% O(t;_1,y(ti—1;t0,¥0), h)

= —y'(ti—1;to,yo) + £(ti—1,y(ti—1;t0,y¥0)) = O,
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por ser y(t;_1; to, Yo) solucién de la ecuacién diferencial. Basicamente, la consistencia indica que ||t;]|
es al menos O(h?). Diremos que un método es consistente de orden n si es consistente y el error local
de truncamiento es de orden O(h").

Vamos a analizar este iltimo tipo de error para los método numéricos que conocemos.

2.4.1 FError local de truncamiento en el método de Taylor

Recordemos que el método de Taylor es de la forma
1 1 , 1 .
yi = Yio1+t iﬂ(ti—la Yi-1)h + §f2(tz‘—17}’i—l)h +..+ Efn(ti—ly}’i—l)h
= Yi1+ Z ﬁfj(tifb Yi1)-
j=1

Entonces, el error local de truncamiento es

ti = y(ti—1:to,yo) + h®(tis1, y(tiz1; o, ¥0), h) — y(ti; to, ¥o)

Ny Sy Y
= 7}’])(&‘—1; to, yo) — Z 7}’”(2‘—1; to, ¥o)
j=1 J: j=1 J:
oo h,j '
= - Z 7}’])(@71;150,}’0)
j=n+1
hn+1 i)
= my (ti-1 + nh;to, yo),

con n € (0,1). Entonces, existe A > 0 de manera que
HtlH < Ahn—H’

o equivalentemente

[t:ll = O(h™*),

con lo que el método de Taylor truncado en el paso n es de orden n + 1.

2.4.2 Error local de truncamiento en los métodos de Runge—Kutta
Por simplicidad, vamos a considerar sélamente los métodos de dos etapas dados por

g1 = hM(ti1,yi1),

g2 = hM(ti1 + coh,yi1 + anigr),

Yi = Yi-1 + b1g1 + b28o,
donde ag; = ¢y = ﬁ y by =1 — by. Entonces

(I)(ta Yy, h) = blf(ta Y) + be(t + CQhu y + a21hf(t7 Y))
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Ahora bien
ti = y(ti—1;t0,y0) + hO(tis1, y(tiz1;to, Yo0), h) — y(ti; to, o)

oo hj )
= y(ti-1;t0,¥0) + h®(ti-1, y(ti-1; to, ¥o), h) — Z ij (ti-15 %0, ¥0)
i=0

00 hj_l A
= h (‘I)(til,}’(til;to,}’o), h) — Z 7l y])<tz’1§t07}’0)>
=t 7

h3
= gyg) (tic1 +nhsto, o),

debido a los valores de los coeficientes del método de Runge-Kutta, siendo n € (0,1). De esta
manera, vemos que

[It]] = O(R?).

En general, el error local de truncamiento en un método de Runge-Kutta de n pasos es O(h™™1).

2.4.3 Relacién entre el error local de truncamiento y el error global

Vamos a ver cémo podemos controlar el error global a partir del error local de truncamiento. Como
sabemos

e =Y — y(ti;to, yo)

Entonces
e = Yi1+h®ti1,yi1,h)+ti—ytiite,yo) —hP(ti1,y(ti1;t0,¥0), k)
= tite 1 +h(Q(ti1,yi1,h) — @(ti1,y(tio1;t0,¥0), 1)) -
Sea M > 0 tal que ||t;|| < M y teniendo en cuenta que h > 0, obtenemos la acotacién
eil] < M +|le; 1| + hl|P(ti1,yi1,h) — P(ti1, Y (tio1;to, Yo), B)||- (2.6)

Supongamos ahora que ® satisface una condicién de Lipschitz con constante L > 0 en la variable
y, esto es

| ®(tic1, i1, h) — P(tic1, ¥ (ti—15to, Yo), h)|| < Lllyi-1 — y(ti—1; to, yo)ll,

con lo que la expresién (2.6) se reduce a
les|| < M+ |leia|| + h||®(ti—1, ¥i-1, h) — P(ti-1, ¥ (ti-1; %0, ¥0), h)||

< M+ Hei—lH + hLHYi—l - Y(ti—l;to,}’o)n
M + [|e;1]|(1 + AL).

Aplicando la anterior desigualdad para i > 1 tenemos

llex]| < [leol[(1 + AL) + M,

lle1||(1 4+ hL) + M

leq| <
< leol|(1 +hL)*> 4+ M (1 + (1 + hL)),
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y en general
i—1

lleil| < [leol|(1 + hL)"+ M > (1+hL).
j=0
Como

i—1 ,
Z - (1+hAL)y -1
1 LJ:—

§=0
sustituyendo en la expresién anterior,
(1+hL) —1

hL
M M

De la nocién de exponencial real tenemos que

leidl < lleol|(1+AL)" + M

0 S (1 +hL)Z S ehLi,

y teniendo en cuenta que ey = 0, concluimos que

M %
llesl| < 57 (" = 1).

Ahora bien ih = t; —1ty, donde ¢ es el tiempo final donde deseamos conocer la solucién de la ecuacién
diferencial, por lo que

M
|| < —(ettr=to) — 1),
ledll < 2 (e )
Como por otra parte, M = Ah™™! donde A > 0 [M ~ O(h™™)], tenemos que
|leil| < BR”,
por lo que acabamos de probar el siguiente resultado:

Theorem 2 S |[t;]| ~ O(h™) entonces ||e;|| ~ O(h™).

2.5 Extrapolaciéon de Richardson

Supongamos que y(t;) = y(t;, h) es la solucién aproximada del problema de condiciones iniciales

{ y =f£(t,y),

y(to) = yo,

con tamano de paso h, esto es, t = t; =ty + th. Supongamos que el error global
ei(h) = y(ti, h) — y(ti;to, yo) = d(t:)h? + O(hPHY), (2.7)
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donde la funcién d(t) no depende de h. Puede comprobarse, aunque queda lejos de los objetivos de
este curso, que el error global tanto en los métodos de Taylor como en los de Runge-Kutta tiene esta
estructura. Si calculamos ahora la aproximacién con paso h/2, tendremos

e;(h/2) =y(ti, h/2) = y(ti;to,y0) = d(t;) (g)p + O(hPHY). (2.8)
Restando
e;(h/2) —ei(h) = y(t:ih/2) —y(ti h)
1
e (L 1) +oury
= d(t) (g) (1 —2P) + O(hP™),
con lo que

Y(ti,h/f)_;p}’(tuh) —d(t) (g) + O(RPHY.

Por otra parte, si multiplicamos
2%e;(h/2) = 2"y (t;, h/2) — 2y (tii o, yo) = d(ti)h” + O(h"™),
y calculando
2Pe;(h/2) — ei(h) = 2Py (ti, h/2) — 2Py (ti;to, yo) — y(ti, h) + y (ts; to, yo) = O(RPH),

de donde
Y(t7l7 h) - QPY(ti7 h/2)
1—-2r

y(tisto, yo) — = O(h"th),

por lo que
y(ti, h) — 2py(ti, h/?)
1—2r
es una aproximacién de y(t;;tg, yo) que tiene al menos orden O(hP™). De este modo, aumentamos
en uno el orden de convergencia, sin por ellos aumentar la cantidad de operaciones de una forma

dréastica. Esto es lo que se conoce como el método de extrapolaciéon de Richardson.
A modo de ejemplo, tomemos el problema

{ v =y,
y(0) =1,
y calculemos y(1;0,1) por el método de Euler con tamafnio de paso h = 10000 y h/2 = 5000.

Obtenemos los errores e(h) = 0.000135902 y e(h/2) = 0.0000679539. Teniendo en cuenta que el
método de Euler es de orden uno, calculamos

y(ti, h) —2y(ti, h/2)
1-2

=2-2.71821 — 2.71815 = 2.71828,

que nos da un error de 6.22853 - 1072, con lo que el error ha disminuido notablemente con una serie
de operaciones sencillas.

32



METODOS DE UN PASO

2.6 Mas sobre los métodos Runge—Kutta

Partimos de la ecuaciéon diferencial con condiciones iniciales

{ y =f(t.y),

y(to) = yo.

En general, un método de Runge-Kutta explicito de m etapas es de la forma
Yi=Yi1t Z b;8;,
j=1

donde
g1 = hf(tis1,yio1),
go = hf(tis1 + c2h, yio1 + ang),
g3 = h(ti_1 + csh, yi—1 + az181 + a32832),

gm = hf(ti1 + cnh, yio1 + 181 + G282 + oo+ G- 18m—1),
siendocj, j =2,....m,b;,j=1,...mya, j=1,..m, k=1,..,j—1, los coeficientes del método.

Normalmente, estos coeficientes se agrupan segin la tabla

0
C2 | Q21
C3 | 31 (32

Cm | Am1 Am2 ... Gmm-1
bl bZ bm—l bm
y en forma matricial
c | A
b

donde ¢ = (0,¢2,...,¢m), b = (b1,b2, ..., b)) ¥ A = (ajx) € Mppxm(R) con aj, = 0si k > j. Se
satisfacen en general las condiciones de simplificacién

7j—1
cj = E Ciky J = 2,...,m.
k=1

2.6.1 El método de 3 etapas

Veamos cémo se genera el método de Runge—Kutta de tres etapas que tendra error local de trunca-
miento t; ~ O(h*). Como sabemos, su tabla de Butcher serd
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y el método serd de la forma

g1 = hf(ti—la Yi—1)7
g = hf(tio1 +coh,yi1 +angi),
gs = hf(ti1 +csh,yi1 + asi81 + azg2),

Yi = Yi—1 + 0181 + bago + b3gs. (2.9)

Por otra parte, la aproximaciéon mediante la serie de Taylor de orden tres de y(¢;t;_1,y;—1) era

1 /0 0
yi = Yio1 +f(tic,yic)h+ 2 (at (tic1,yio1) + f(ti—luYi—1>a_yf<ti—17Yi—1)> h? (2.10)
o? o? 0 0
+- (8152 (tic1,yio1) +2f(ti1,yi- 1)8 BT £t 17}’1‘—1)+af(tz‘—bYz'—l)@f(ti—b}’i—l)
0 o?
+ £(ti1, Yz'—l)@f(ti—la yie1)? + £(ti1, Yi—1)28—}’2f(ti—17 Yi—1>) h* + O(hY). (2.11)

Tomamos la funcién
Ga(h) =f(tio1 + c2h, yio1 + a21g1),

derivamos dos veces respecto de h

0

0
G,(h) = C2§f(ti—1 + coh,yi1 + an181) + @f(ti—l + coh,yio1 + angr)anf(ti—1,yi-1),

0? 0?
Gy(h) = Cgﬁ (tic1 + c2h, yio1 + a21g1) + 2028t8 f(ti1 + coh,yio1 + angi)anf(ti_1,yi1)
2

0
+8—ny(ti—1 + coh, Yio1 + ang)as, f(tio1,yio1)?

de donde el desarrollo de Taylor de orden dos es

1G;’(O)h2 + O(h?)

Ga(h) = Gy(0)+ Gy(0)h + 5

0 0
= f(tis1,yi-1) + <C2Ef< i—1,¥i-1) + a21f(ti—17Yi—1>a_yf<ti—17Yi—1)> h

(el £( ) + 2c0a £(2 ) o £( )
P Y i—1y Yi— C2a i—1y Yi— i—1y Yi—
5 \ 292 1,Yi-1 2021 1,Yi 1({%(,9 1,Yi-1

2

0
+ a5, f(t; 1, yi—l)Qa—ygf(ti—h Yi—1)> h? 4 O(h?)

y por otra parte
Gs(h) = f(tio1 + c3h, yi—1 + azi81 + az2hGa(h)),
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que derivando dos veces nos da

0
Gé(h) = C3af<ti71 + csh,yi—1 + asi181 + as2hGa(h))

0
+%f(ti—1 + csh,yio1 + a3 + azohGa(h)) - (asif(ti—1,yi-1) + as2(Ga(h) + hGy(h))),

82
Gi(h) = C%@f(ti—l + c3h, yi—1 + as181 + as2hGa(h)) +

2

0
+263%f(ti—1 + c3h,yio1 + azi81 + azohGa(h)) - (azif(tio1,yio1) + ag2(Ga(h) + hGy(h)))

g ,
+a—y2f(ti,1 + esh, yi1 + az g1 + asshGa(h)) - (azif(tioy, yio1) + asa(Ga(h) + hGL(R)))?
a / "
+8—yf(ti,1 + Cgh, yi + a3181 + GgghGg(h)) (CL32<2G2<h) + hG2 (h))) s

de donde
, 0 0
G;(0) = C3af(ti—1, Vio1) + (as1 + asz) @f(ti—ly yi1)f(tic1,yi-1),

2 2

0
G;(0) = ngf(tifla Vio1) + 2¢3 (as; + asz) at—ayf(tifh yie)f(tio1,yi-1)

2

0
+ (az; + G32)2 a—y2f(ti71, yi)f(ti1,yio1)?

0 0 0
+2@32%f(tz’—17}’i—1) (@af‘(ti—b}%—l) + a21f(ti—17}’i—1)$f(ti—1;%—1)) )

por lo que el desarrollo de Taylor en cero es
1
Gs(h) = G3(0)+ G5(0)h + §G'3’(0)h2 + O(h?)
0 0
= ftii,yi) + (Csaf(til, yi-1) + (az1 + asz) a_yf(tifb yi-1)f(tiq, Yil)) h

1 9? 2
+§ (cgﬁf(tu, Vio1) + 2¢3 (asy + asz) at—ayf(tifb yvie)f(tio1,yi-1)

5’2
+ (a3 + G32)2 a—y2f(tz>17 Yie1)E(tiz1, yio1)?
+ ( 2a 2f(t- 1) cgf(t- 1) + aoif(tii1, v )if(t- 1) | | B?
328y i—15Yi—1 25, i—15Yi—1 2111, Yi-1 By i—15Yi—1

+0O(h?)
Introduciendo los desarrollos de Taylor de Gs y Gs en la ingualdad (2.9), y comparando con el
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desarrollo de Taylor de orden 2 (2.10), obtenemos las ecuaciones

;

by + by + b3 =1,

baca + bcs = %7

baagr + bs(as + asz) = %,
bgcg + bgcg = %,

bycaagy + bscs (as1 + asy) = %;
bgagl + bg ((131 + (132)2 = %,
bzazaco = %7

bzazaaz = %~

\

De las dos iltimas obtenemos que ¢y = ag; con lo que usando la segunda y tercera, llegamos a
c3 = a3 + aze. Entonces la quinta y sexta ecuaciones se simplifican a

1
bgcg + bgcg = g

que es la cuarta, y la iltima ecuacion es la antepentiltima, con lo que el sistema reducido de ecuaciones
nos queda

(b1 + b+ b3 =1,

C2 = a2i,

C3 = az1 + asg,

bQCQ + bgCg =
bQC% —|— bgcg =
bzazpcy =

W [—=

1
\ 6
que nos dan los métodos de Runge-Kutta de orden 3, que es una familia biparamétrica de métodos
numéricos. Si tomamos ¢, y c¢3 como pardametros, tenemos de las ecuaciones

1
bacy + bzcs = 3,
2 2 1
b202 + b363 =3
que
1
2 G
1 .2 c _ 1
_ 13 G814 ($-3)
by = =
Cy C3 cacs(cs — c2)
g
1
% 7 s
1 1 _c
po— 12 531 _ @ (3 2)
3 — - ’
C2 C3 0203(03 - 02)
2 2
G C3
y de la ultima
a . 1 . 0203(63 — 02)
32 — - 1 co
Gbsc:— 6(35- %)
De c3 = a3 + a3 tenemos que
. . 0203(03 — 02)
G31—C3—G32—C3——6 T )
3-%)
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y de by 4+ by + b3 = 1 concluimos

c (c_s 1 co (L — c_z)
by = 1—by—byg=1— 3\ 2 3)_ 2(3 2
0263(63 — Cy 0263(63 — Cg)
0203(03 — CQ) — C3 (C2 — %

)—2(-%)
)

(c26s +3) (es =) = 3(G— &)

0203(03 - 02)

Asfi, obtenemos los métodos de Runge-Kutta de orden tres

0
1)1
312 3
110 3
EREEE
9 3 9
y
0
1] 1
21 2
11-1 2
B
6 3 6

Estas soluciones son vélidas siempre que ¢z y c¢3 sean no nulos y distintos. Existen métodos que se
obtienen cudndo alguna de estas cantidades son nulas, y que se obtienen de igual manera.

Como vemos, dado que el error local de los métodos de Runge-Kutta de tres etapas es de orden
4 [O(h*)], tenemos que el error global de los métodos de tres etapas es de orden 3.

2.6.2 El método de cuatro etapas

Procediendo como en los casos de dos y tres etapas, aumentando en un orden los desarrollos de Taylor
de las funciones implicadas, tenemos que si la tabla de Butcher de un método de cuatro etapas es

0
C2 | Q21
C3 | a31 A3z

Cq | Qg1 Q42 A43
by by by by

entonces han de satisfacerse la simplificacién

7j—1
Cj - Zajk7 j - 233a47
k=1
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y las condiciones

b1+bg—|—b3+b4:1,

bng + bgCg + b4C4 = %,

bgC% + bgcg + b4CZ = %,

bsazacy + by(asacy + aszcs) = %7
bacs + bsch + bach = 1,

b3csasaCy + baca(asacs + agscs) = 3,
b3CL320§ + b4(CL4QC% + &436%) = 1—12,

L byaszazzcy = i,

la primera de las cuales, como sabemos, viene de la condicién de consistencia de los métodos de
Runge-Kutta en general. Butcher en 1963 dio la simplificacién

4
> by =bi(1—¢;), j =2,3,4, (2.12)
i=1

donde a;; = 0 si ¢ > j, de la cual se tiene para j = 4 que
b4(1 — 04) = O,

de donde ¢4 = 1 ya que by # 0. Como las ecuaciones 2, 3 y 5 son lineales en by, b3 y by, tenemos que

by — 1—2¢c3
12¢5(1 — ¢2) (e — ¢3)’
by — 1—2c¢o
12¢3(1 — ¢3)(c3 — ¢2)’
Yy
by — 6eacs — 4(cg +¢2) + 3

1202(1 — Cg)(l — 03) '
Tomando ahora j = 3 en (2.12) obtenemos

(1 - CQ)(2CQ — 1)(1 — 03)
03(62 — 63)(66203 — 4(02 + 03) + 3) '

Q43 =

Finalmente, de la iltima ecuacién y (2.12) con j = 2 obtenemos

03(02 - 03)

452 = 202(202 — 1)7

(1 — Cg)[Q(l — Cg)(l — 203) — (CQ — Cg)]
202(62 — 63)[60263 — 4(02 + 03) + 3]

42 =

Como vemos, estas soluciones dependientes de dos pardmetros son validas siempre que ¢y ¢ {0,1/2,1},
c3 ¢ {0,1} y c2 # c3. Cuando alguna de estas condiciones no se satisfacen, existen no obstante méto-
dos de Runge-Kutta con estos coeficientes.
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Estos métodos son de orden 4 (orden 5 tiene el error local de truncamiento) y representan una
familia de cinco pardmetros de métodos cuyos ejemplos son

0
1 1
81
5173 1
111 -1 1
1 3 3 1
8 8 8 B
y sobre todo, que cumple ¢y = c3,
0
111
114 1
2|0 3
110 0 1
T 1 1 1
6 3 3 6

que es el método debido a Kutta de 1905 y que usualmente se conoce como el método de Runge—
Kutta.

2.6.3 Meétodos de mas etapas

En general, se conoce que un método de Runge-Kutta de m etapas tiene a lo sumo orden m. De
hecho, se tiene la siguiente tabla para los 6rdenes en funcién de las etapas

Ftapas [ 1 |23 |4 |5|6|7|8
Orden [ 1|2[3|4]4|5|6]|6

es decir, a partir de 5 etapas no aumenta el orden global del método. ;Por qué entonces se construyen
métodos de més de 5 etapas? La razén es meramente computacional, ya que los errores debidos al
redondeo aumentan con el nimero de pasos. Para fijar ideas, supongamos que el error global de un
método es

e = Ch?,

donde p es el orden. Tomando logaritmos tenemos que
loge =logC' + plogh,

y suponiendo que el tamafio del paso h = (t; — t9)/n se tiene

ty —1
loge = logC + plog -
n

log C' + plog(ty — to) — plogn
= B —plogn,

siendo
B =1logC + plog(ty —to).
Si asumimos cierta la identidad
loge = B —plogn

39



METODOS DE UN PASO

y escirbimos otra andloga para un método de orden ¢
loge = B’ — qlogn,

tenemos dos rectas que se cortardn en un punto, que marcaran la eficiencia de cada método y
determinaran cudndo debe usarse cada uno.

01

loe n

2.7 Ejercicios

1. Calcula una constante de Lipschitz respecto de y para las funciones

(a) f(t,y) =2y/t,t > 1.
(b) f(t,y) =t—19? |y| <10
(c) * f(t,y) =2y/(t* +1).

2. Resuelve los siguientes problemas mediante el método de Euler con amplitudes de paso h y
h/2. Calcula las estimaciones de error de ambas aproximaciones en el tiempo ¢ty = b y aplica
extrapolacién de Richardson.

(a) {¥ =1—y,y(0)=0},b=1, h=0.5, h/2 = 0.25.

(b) {y =t*—y,y(0) =2},6=0.2, h=0.2, h/2 =0.1.

() {y =y+e +ty, y(1) =2}, b=1.03, h = 0.01, h/2 = 0.005.

(d) {y =2y/(t*+1),y(0)=1},b=12, h=0.2, h/2 =0.1.

(e) { =y*+2t—t* y(0) =0}, b=0.2, h=0.2, h/2 =0.1.

) {y =t+y,y(0)=1},b=0.2,h=02, h/2=0.1.

3. Aplica el método de Euler para resolver el problema 3’ = 1 — 2ty, y(0) = 0, dando tres pasos
de amplitud A = 0.1 para aproximar y(0.3).
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W

10.

. * Aplica el método de Euler para resolver el problema y” + 2y’ + 4y = 0, y(0) = 2, /'(0) = 0,
dando dos pasos de amplitud h = 0.2 para aproximar y(0.4).

Se considera la ecuacién integral de Volterra

y(t) =e' + /0 cos(s +y(s))ds

Transforma la ecuacion integral en una EDO, obtén la condicién inicial y(0) y aplica el método
de Euler con h = 0.5 para aproximar y(1).

Se considera el método y, = yn_1 + h f(tn, Yn_1)-

(a) Encuentra la funcién ¢(t,y, h) que se ajusta a y, = yn—1 + h - ¢(tn_1,Yn-1, h).

(b) Demuestra que el método numérico es estable y consistente de primer orden.

(¢) Aplica extrapolacién de Richardson local para construir un nuevo método convergente de
segundo orden.

. Demuestra que el esquema de un paso ¥, = yn_1 + ho(tn_1,Yn_1, h) definido a partir de

o(t,y,h) = flt,y) + g AR <t+ bt g f(t,y))

3

es convergente de tercer orden.

. Encuentra coeficientes as1, a31, az2 para una férmula explicita similar a la regla de Simpson
0
1/2 a91
1 |as1 aso

‘ 1/6 4/6 1/6
de tercer orden. 7‘Es esta regla de orden cuatro?

. Encuentra qué relacién han de cumplir los coeficientes by, by y bs para que el método de tablero

0

1/2]1/2

1 [1/2 1/2
o b b

tenga orden dos. 7‘Existe algin caso con orden tres?

Resuelve el sistema de dos ecuaciones
Yy =1y Yo
Yy = 3y1 + 212

con las condiciones iniciales y; (3) = —1.312258, y5(3) = —0.414524 dando un paso con h = 0.04
y dos pasos con h = 0.02 con la regla de los trapecios explicita, el método de Taylor de tercer
orden y el método Runge-Kutta clédsico de cuarto orden. Utiliza la extrapolacién de Richardson
para mejorar las aproximaciones de los tres métodos.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Se considera el esquema

3 h
Yn = Yn-1t 1 h f <tnl + 3 Yn—1 +h f(th-1, yn1)> +

1
+Z h’ f(tnfl + ha Yn—1 + hf<tnfla ynfl))

Plantea el método como un método Runge-Kutta y escribe su tablero de Butcher. 7‘Satisface
las condiciones de simplificacién?

* Se considera el esquema anterior

3 h
Yn = UYn-1 + Z hf <tn1 + 57 Yn—1 + hff(tnfla yn1)> +

1
+Z h f(tnfl + ha YUn—1 + hff<tn71> ynfl))

siendo f lipschitziana y suficientemente diferenciable. Demuestra que, para h suficientemente
pequena, este esquema admite una solucién tnica, estudia la estabilidad y el orden del esquema.

* Obtén todos los métodos Runge-Kutta explicitos de dos etapas y orden dos. ?‘Puede alguno
de ellos tener orden superior a dos?

* Usa el método de Taylor de tercer orden y el Runge-Kutta cldsico de cuarto orden con h = 0.1
para aproximar la solucién en ¢t = 0.1 y ¢t = 0.2 del problema y' = y — ¢, y(0) = 2. Utiliza la
solucién exacta y(t) = e' + ¢ + 1 para comparar ambas aproximaciones.

* Se considera el método

0
1/2]1/2
3/4| 0 3/4

12/9 3/9 4/9

Escribe el algoritmo y estudia el orden del método. Utilizalo para resolver el problema vy’ =
y? + 2t — t*, y(0) = 0 dando dos pasos con h = 0.1.

* Se considera el método Runge-Kutta de cuarto orden con tablero

0
1/2[1/2
1/2[1/4 1/4

1[0 -1 2
1/6 0 4/6 1/6

Escribe el algoritmo y justifica su convergencia. Resuelve el problema y' = 1 — 2ty, y(0) = 0
en el intervalo [0,0.3] tomando A = 0.1 y utilizando los métodos de Euler, Taylor de segundo
orden y este Runge-Kutta.
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17.

18.

19.

20.

21.

* Dada la ecuacion lineal
y' = Pi(t) -y + Qi(t)

prueba que las derivadas necesarias para el método de Taylor de orden p vienen dadas por el
algoritmo

y®) = Pu(t) -y + Qx(t)

donde
Py(t) = Pr_y(t) + Pi(t) - Pra(?) Qr(t) = Qi1 (t) + Qu(t) - Pea(t)
* Se considera el método
0
1/2]1/2
3/4| 0 3/4

12/9 3/9 4/9

Escribe el algoritmo y estudia el orden. Integra el problema y' = t* + y, y(0) = 0 en [0,0.2]
tomando h = 0.1 con este método y el de Taylor de tercer orden.

* Estudia en funcién de c3 y by el orden del método de tablero

0
1/3]1/3
C3 0 Cs

| 1/4 by 3/4

y obtén uno con orden 3. Resuelve con este método y el de Taylor de segundo orden el
problema y' = t* — y, y(0) = 1 en [0,0.2] con pasos h = 0.2 y h = 0.1. Utiliza la solucién
exacta y(t) = —e~' + > — 2t + 2 para calcular los errores en t = 0.2 para ambos métodos. ?‘Se
comportan los errores como se espera cuando h se divide entre dos?

* Halla todos los métodos de orden maximo de tablero

0
Co | Co

C3 | asz1 as2

|1/6 4/6 1/6

Utiliza uno de ellos y el de Taylor de tercer orden para aproximar la solucién de 3y’ =t -y,
y(0) = 1 en ¢t = 0.2 dando un paso de amplitud h = 0.2 y dos de amplitud A = 0.1 y mejorar
las aproximaciones mediante extrapolacién de Richardson. Teniendo en cuenta que la solucién
exacta es y(t) = /2, ?se comportan los errores como se espera?

* Se considera el método de tablero

0
2/3|2/3
(174 3/4
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22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

(a) Estudia el orden del método.

(b) Hemos integrado con este método el problema y' = e, y(0) = 1 en el intervalo [0,1] y
hemos obtenido la siguiente tabla de errores.

h error

1/4 | 1.23047-10~*
1/40 | 1.24191-107"
1/400 | 1.24266 - 1019

7‘Se ajusta el error numérico al tedrico? Razona tu respuesta calculando el error local
asociado al problema.

* Transforma el problema y”(t) = t + y2(t), y(3) = 1, ¥'(3) = —2, en un sistema de primer
orden y aproxima la solucién en el tiempo ¢ = 3.02 tomando h = 0.01 para la regla de los
trapecios explicita cuyo tablero es

0

1] 1

12 1/2

* Se quiere aproximar la solucién en t = 0.2 de la ecuacién y'(t) = t + e¥® con la condicién
inicial y(0) = 0. Da dos pasos con h = 0.1 con el método de Taylor de orden 3 para aproximar

y(0.1) e y(0.2).
* Estudia si hay un Runge-Kutta explicito de tres etapas y orden tres con b; = by = bs.

* Transforma el problema y”(t) = y(t) +t-y/(t), y(1) = 2, y'(1) = —3, en un sistema de
primer orden y aproxima la solucién en el tiempo ¢t = 1.04 tomando h = 0.02 para el método

Runge-Kutta de tablero
0

2/312/3
| 1/4 3/4

* Dada la ecuacién y/(t) = t - y2(t), y(1) = 2 aproxima y(1.1) de tres formas: dando un paso
con h = 0.1 para el método de Taylor de orden dos, dos pasos con h = 0.05 para el mismo
método y aplicando la extrapolacién de Richardson a partir de los datos anteriores.

* Estudia si hay algtin Runge-Kutta explicito de tres etapas y orden tres con ¢, = ¢3. En caso
afirmativo escribe el tablero de Butcher de todos ellos.

* Se quiere aproximar la solucién en el tiempo ¢ = 1.02 del sistema
) =z(t)?-2(t), =z(1)=1

2 (t) = et + z(t), z(1) = -2
Da dos pasos con h = 0.01 para el método Runge-Kutta de tablero
0
1/211/2
1 (-1 2
‘ 1/6 4/6 1/6

44



METODOS DE UN PASO

29.

30.
31.

32.

33.

* Se quiere resolver el problema de primer orden y/(t) = ¢ + y(t)?, y(2) = —1. Aproxima
y(2.01) e y(2.02) con el método de Taylor de tercer orden y h = 0.01.

* Encuentra el Runge-Kutta explicito de tres etapas y orden tres con by = ¢z = 0.
* Se quiere aproximar en el tiempo t = —0.98 la solucién del sistema,

Z'(t) =t z(t), z(—=1)=1

2(t) =x(t) + 2(t), =z(—-1)=-2

Da dos pasos con h = 0.01 para el método Runge-Kutta de tablero

0
1/3]1/3
2/3| 0 2/3

[1/4 0 3/4

* Dado el problema
y'(t) =sin(t +y(t)), y(0)=1,

aproxima y(0.1) de tres formas distintas: dando un paso con h = 0.1 para el método de Taylor
de orden dos, dos pasos con h = 0.05 para el mismo método y aplicando la extrapolacion de
Richardson a partir de los datos anteriores.

* Estudia si existe algin Runge-Kutta de dos etapas y orden dos con b; = 0. Estudia si existe
algin Runge-Kutta de tres etapas y orden tres con by = by = 0.
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Capitulo 3

Métodos multipaso

Sumario. Métodos multipaso generales. Convergencia y estabilidad de los métodos
multipaso. Métodos de Adams—Bashforth. Métodos de Adams—Moulton. Métodos
predictor—corrector.

3.1 Introduccién

Partimos de la ecuaciéon diferencial con condiciones iniciales

{ y =f(t.y),

y(to) = Yo,

que verifica tener unicidad de solucién. Hasta ahora hemos visto métodos numéricos de un paso, es
decir, la sucesiéon que aproxima la solucién y; se genera de forma recursiva a partir de los términos
inmediatamente anteriores, esto es y; ;. Como veremos, en los métodos multipaso esta sucesion se
construye a partir de una ecuacién en diferencias con orden mayor que uno. Veamos a continuacién
cémo construir tales aproximaciones.

3.2 Meétodos multipaso lineales

Sea y(t;to,yo) la solucién del problema de condiciones iniciales anterior, y sean ty = t; > o, y
h =t — to. Sea y; la aproximacién de y(t1;tg,yo) dada por la expresién

p p
yi= Zajyfj +h Z bif(to — jh,y—;), (3.1)
=0

j=—1

donde a;, b; y p son pardmetros elegidos de acuerdo con unas condiciones de convergencia y estabilidad
detrminadas, e

yfj ~ y(t[) _]ha tOvyO)v ] = 07 17"'7p'

Si p > 1, entonces para j = 1,...,p los valores y_; han de ser previamente estimados con un
método de orden uno, probablemente algin método de Runge-Kutta. Si b_; = 0, el método se dird
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explicito ya que y; se obtiene directamente como

p p
Y1 = Z ajy,j + h Z b]f(to — jh, y,j).
j=0 j=0

Sin embargo, si b_; # 0 entonces el método se dice implicito porque hay que calcular y; resolviendo
la ecuacién (3.1), presumiblemente haciendo uso de algin método numérico para ello.
En general, si tenemos n pasos, h = (ty —ty)/ny t; = to+ih, para cadai € {1,...,n} construimos

Yir1 = Z%yz ith Z bj f(t jhaY@'*j)? (3.2)
j=—1
junto con las condiciones y;, 7 = 0, 1,...,p. Como vemos se trata de una ecuacién en diferencias
de orden p que da lugar a la aproximacién de la solucién. Veamos a continuacién cémo obtener los
pardmetros del método.
Para ello, consideramos el error local de truncamiento

ti1 = Z%Y —jhito,y0) + h Z bif(t; — jh,y(t; — ih;to, y0)) — y(ti + h; to, ¥o)

j_fl
= Z%y — jhito, yo0) +h Z b;y'(ti — Fhito, yo) — ¥ (ti + hito, yo),
j=—1

y tomando el desarrollo en serie de Taylor en h = 0, tenemos

P p
tinn = Zan<ti — jh;to,yo) +h Z bjy'(ti = jhito, yo) — y(ti + h; to, ¥o)
i=0 =-1
p o0 1
- ¥t to, yo) (1) (—ih)*
7=0 k;:
w3 Z Ly st y0) (~DH(ih)
]—*1 k=0

- Z Eyk) (tza th yO)hka
k=0

y reagrupando en distintas potencias de h concluimos que

tir = y(tiito yo) (Za]—1> + hy' (t:; o, Yo) (Zb —Zm]-1>

3=0 =1
+h2y" (ti; to, ¥o) <_ Z jbi + 5 Z] @~ _>
j=—1
1< 1¢ 1
+1%y3) (ti; 0, o) (5 Z 5 = 6 ngaj N E)
j=—1 j=0
k-1 _P kP
ko k). (-1) ko1, (21 ko L
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y si fijamos a_; = 0, podemos escribir de forma méas compacta

00 1 p o .
tiv1 = y(ti to, o) (ch—l) >ty tito, yo) ((—D’“ pOFA 1(9aj—kbj)—1>,
7=0 k=1

j=1

con lo que el error local de truncamiento serd de orden O(h?™!) si se satisfacen las ecuaciones

p
k Z jkfl(jaj —kbj))=1,k=1,2,..,4q.

j=—1
Veamos algunos ejemplos concretos de métodos multipaso.

3.3 Primeros ejemplos

Vamos a construir un método multipaso de 2 pasos y de orden 3. Supongamos en primer lugar que
el método es explicito, esto es b_; = 0. Sera entonces un método de la forma

Yit1 = aoy; + aryi—1 + hbof (t;, y:) + hoif(t; — h,yi—1),
satisfaciendo el sistema de ecuaciones

CLO+G1:1,
—a1+b0+b1:1,
a1—2b1:1,
—a1+3b1:1,

de donde b; =2, a1 =5, by =4y ag = —4, de donde
Vir1 = —4y; + 5yi—1 + 4hf(t;, y;) + 2hf(t; — h, yi—1).
Si elegimos un método implicito, esto es,
Yit1 = aoyi + aryi-1 +ho1f(t; + h,yir1) + hbof (i, yi) + hbif(ti — b, yio1),
el sistema de ecuaciones anterior es de la forma

ay+ay =1,
—a1+b,1+b0+b1 = 1,
a + 2[)71 - 2b1 = 1,
—aj + 3b_1 + 361 == 1,

que es un sistema compatible indeterminado cuya solucion es

CL():l—)\,

a; = /\

b 1_12 A, AER,
by = 2 — 3\,
b1:—1—12+5)\,
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por lo que si A = 0, tenemos el método

5 2 1
Yit1 = Yi + hﬁf(ti + h,yiq1) + hgf(tz', Yi) — hﬁf(tz' —h,yi-1).

El método implicito tiene la desventaja de que el valor de y;,; ha de obtenerse a partir de la
solucién aproximada de una ecuacién algebraica, cosa que no ocurre con el método explicito. Este
iltimo no permite obtener aproximaciones de tanto orden como el implicito. Por ejemplo, el método
de dos pasos explicito no puede tener orden 4, ya que deberfa cumplir, ademéds de las ecuaciones
anteriores, la ecuacién adicional

ayp — 4b1 = 1,
y dado que el determinante
1 =21
-1 3 1|=4,
1 -4 1
el sistema dado por
a; — 2b1 = 1,
—a1 + 3b1 = 1,
a; — 4b1 = ].,

no tiene solucién. Sin embargo, si planteamos el mismo sistema para el método implicito, hemos de
anadir la ecuacién
ay + 4b_1 — 4b1 = 1,

y ahora el determinate

1 1 00 0
0 -1 11 1
0 1 20 —2|=-12,
0 -1 30 3
0 1 40 —4

por lo que el sistema lineal anterior es compatible determinado y tiene un solucién tnica que serd
el inico método de orden 4 y paso 2. Si intentdramos conseguir orden 5, tendrfamos que anadir la
ecuacion

—a1 + 56_1 + 5b1 == 1,

y tomando las tltimas 4 ecuaciones, el determinante de la matriz ampliada seria

1 2 -2 1
-1 3 3 1
14—41__8’
-15 5 1

por lo que el sistema serd incompatible y no habra solucién del mismo. Asf pues, los métodos de dos
pasos pueden tener a lo sumo orden 3 si es explicito y orden 4 si es implicito.
Ahora bien, si consideramos el problema

{ yg{(;)zzyi,
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y queremos aproximar y(1;0, 1), esto es ty = 1, y aplicamos el método

{ Yir1 = —4y; + 5Yi—1 + 4hy; + 2hy; 1,
Yo =1, y,

donde y; lo hemos elegido a partir de un método de Runge-Kutta de orden 3 para un tamano de
paso prefijado h, vemos que la aproximacién empieza a oscilar, con lo cual, a pesar de tener una
aproximacién local de orden 3, el error global crece de forma dramética. Veremos qué ocurre con
este método, pero antes veamos cémo deducir los métodos de multipaso a partir de la integracion
numérica.

3.4 Meétodos de multipaso deducidos a partir de la integra-
cién numeérica

Partamos de la ecuacién diferencial
{ y' =f(t,y),
y(to) = yo,

y buscamos aproximar y(ts;to,yo). Para ello fijamos h = (t; —to)/ny t; = to + hi, i = 0,1,...,n.
Integrando respecto de la variable independiente

tit1 tit1
y(tis1;to, yo) — ¥ (tis to, yo) = / y'(t;to, yo)dt = / f£(t,y(t;to, yo))dt.
t; t;

Si queremos cosntruir un método de p pasos, sustituimos f(t, y(¢; 9, ¥o)) por un polinomio de inter-
polacién de grado p, que denotaremos Q(t), y que cumplird la condicién

Este polinomio de interpolacién verifica que

f(ta Y<t: th YO)) = Q(t) + E<t)7

donde E(t) es el error cometido al aproximar la funcién por el polinomio interpolador, y que serd
clave a la hora de determinar el error local cometido en la aproximacién. El método numérico que
hemos de construir tendra la forma

tit1
Yir1 =Y + / q(t)dt,
t;

donde

q(t; —jh) =f(t; — jh,yi—j), 3 =19—p, ..., 1,
es decir, el polinomio interpolador sobre los datos anteriores que seran conocidos. El error local de
truncamiento serd en este caso

tit1

ti+1
tiv1 =y (i to, yo) + Q(t)dt — y(tiy1;to, yo) = _/ E(t)dt,
t;

t;

es decir, dependera del error que se comete al calcular el polinomio interpolador.
Vamos a ver a continuacién como se construyen los métodos de multipaso explicitos e implicitos.
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3.4.1 Meétodos de Adams—Bashforth

Para cosntruir estos métodos utilizamos la forma de Newton del polinomio interpolador dada por la
diferencias finitas. Dada la sucesién z;, se definen

1
Vv T; = VI’Z =T; — Tj—1,

y para k > 1,
kalfi = Vk_lsz:i — Vk_lflfifl.

Por ejemplo

Vi, = Vo, — Vai_y = (2 — 3i21) — (31 — Tia) = 3 — 2241 + Tica,

V3$i = V2$i - V2$i_1
= (@ —2%i1 + @i—2) — (Tim1 — 2242 + Ti_3)

= T;—3T;1+ 3Ti2 — Ti_3.

Por convenio, estableceremos que V'z; = z;.
Si t =t; + sh, el polinomio de interpolacién tiene la forma

1 —1
q(t) = f(t;,y:) +sVE(ts,y:) + ( S; ) V3 (t,yi) + o+ ( ° +Z; ) VPE(ti,yi)

p .

J=0

donde

param e Ry keN,y

Ademais, el error del polinomio de interpolacion

B0 = (512 )y it yo) + 00

t—xi
h

Como s = , reescribimos

tit1 1
Vit1 =Vi+ / q(t)dt =y; + h/ q(z; + sh)ds.
t; 0
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El método de Adams—Bashforth se construye a partir del desarrollo

1
Yiri = Yi +h/ q(z; + sh)ds
0

1 s+j5—1 ;
= yith /Z( J )ij(ti,}%‘)ds
0 o J
o s+i—1
(e [ (775

p
= Yyit hZVjvjf(ti, Yi)s

J=0

donde los coeficientes

70:17

1 .
s+7—1 )
,y] - / ( ; >d57 j - ]‘727"'7p7
0

se calculan de forma directa. De hecho, los primeros coeficientes son

Yl Yo | V3| Ya | Vs Ve
T [ 5 | 3 | 251 | 95 | 10087
2 |72 1 8 | 720 | 288 | 60480

Ademads, el error local de truncamiento es de la forma
tit1 = —hp+27p+1yp+2<ti; to,¥o) + O(hP*?),

por lo que es orden O(hP*2). Asi, si buscamos un método de error global O(h?), necesitaremos que
p = 2, siendo el método de la forma

1 5
Yier = Yit+h (f(ti7Yi) + §Vf(ti7Yi) + EVQf(ti7Yi>>

1
= yi+h (f(tia yi) + E[f(t'b yi) +£(tic1, yi-1)]

)
It 03) = 28061, + €00, 3:00)

1
= yit+ Eh (23f(t;,y:) — 16f(ti—1,yi—1) + 5f(tim2, yi—2)) -

Como vemos, al método de Adams—Bashforth le podemos aplicar el teorema de convergencia glo-
bal, por lo que serd convergente, al contrario de lo que ocurria con el primer ejemplo que estudiamos.

3.4.2 Meétodos de Adams—Moulton

Los métodos de Adams—Moulton se obtienen de igual manera que los explicitos de Adams—Basfhforth,
pero ahora tomando el polinomio interpolador en ¢t = ¢;,1 + sh, con lo que

. +1 +p—1
q(t) = f(tit1,yirr) +sVE(tii, yin) + < ° 9 ) VA (t,yi) + .o + < ° g ) VP (tiz1, Yiv1)
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p .
= Z ( ° +‘;- -1 > VI (tiv1, Y1),

J=0

t—Ti41 1.e
con lo que, como s = —==, reescribimos

tiy1 0
Yit1 =Yi + / q'(t)dt =y; + h/ q*(z; + sh)ds.
t;

-1

Desarrollando, obtenemos

0
Yit1 = Yi+ h/ q(:rz- + Sh)dS

1
0P :
1 ,
= yith (/ Z ( 8+‘;. > vjf(ti+1;Yi+1)dS)
1 =0
o O (s+j—1
= yi+h (Z Vo (tiv1,yiv1) /1 ( i ) ds)

J=0

p
= Yit hZV;VJf(tHh Yit1);

=0

donde
Yo = 1,

0 .
. s+5—1 )
Vi = /1 ( i; )dS, J=12,..p,

y el error local de truncamiento es
ti 1= —hp+2’>’;+1yp+2<t¢; to, yo) + O(hP*?).

Los primeros coeficientes son en este caso

* * * * *
71 Y2 V3 Ya Vs Ve
_1 ] _ 1 _ 3 [ __863

12 24 720 160 60480

_1
2

Tomando p = 2 obtenemos el método de dos pasos y orden tres
1 1
Yiri = Yi+th (f(ti+17Yi+1) - §Vf(ti+17yi+1) - EVQf(tHl;y@'ﬂ))

h
= yi+ 2 (5f(tit1, yir1) + 8F(ts, yi) — f(tic1, ¥i1)) -

A la hora de aproximar y; 1, démonos cuenta de que si definimos

p
G(yi+1) = yith Z ’Y;V]f(tiﬂ, Yit1)s

Jj=0

P
= ¥it hZﬁ;’f(tz#lfja Yit1-j),
=0

o4
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por lo que

IG(y) = G(2)l| = hIG[l[EEti,y) — £(tiga, 2)]|
< hlGo|Llly — =],

dado que f es Lispchitziana en la variable y. Asi, para que se pueda aplicar el Teorema del punto
fijo a G hemos de elegir tamanos de paso h suficientemente pequenos para que

h|G|L < 1.

3.5 Estabilidad de los métodos multipaso lineales

Sea y(t;to,yo) la solucién del problema de condiciones iniciales

{ y =f(t.y),

y(to) = Yo,

yseanty >ty, y h = % Sea y;1 la aproximacion de y(t;11;to, yo) dada por el método multipaso
p p
Yit1 = Z a;yi—j +h Z bif(ti — jh,yi—j), (3.3)
j=0 §=0

donde los coeficientes se han escogido de manera que el error local de truncamiento es O(h*), k < p+1.
Como sabemos, la convergencia local no implica necesariamente la convergencia global. Vamos a ver
qué propiedad adicional hemos de anadir a la convergencia local para que el método sea globalmente
convergente.

Para ello, aplicamos el método al problema

{ y' =0,
Y(O) =Yo

con lo que el método multipaso queda como

p
Yit1 = g a;yi—j,
Jj=0

o equivalentemente
Yiri — @0y —a1yi-1 — ... — QpYi—p = 0,
que es una ecuaciéon en diferencias lineal cuyo polinomio caracteristico es

p(\) = N — o\ — ... — a,,.

Por la condicién de convergencia local, sabemos que
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por lo que 1 es solucién particular de la ecuacién en diferencias. Dicha ecuacién, serd entonces estable
si las restantes raices de p(\) tienen médulo menor o igual que uno, y si éste es uno, se trata de una
raiz simple. En este caso, el método (3.3) puede escribirse como

Z%Jrl = Z?,
Z?ﬂ =z,
ga=at 1
+ —j+ . —j+
Zi) = ?:0 a;jz; 7T+ h2§:71 bif(ti — jh,z;7™),
donde z? AR Yi—j, J = 0,1, ...,p. Matricialmente lo escribimos como
Zi 01 0 ..0 0 z! 0
77,4 o 0 1 .0 0 z? 0
=1 ... .. v | +h
zy, 0 0 0 0 1 z! 0 '
zfill ay ap Az ... Gp1 a zf“ ;’:71 b;f(t; — jh, zfjff“)
Si la matriz
0 1 0 .0 0
0 0 1 0 0
A=
0 0 O 0 1
Gy a3 Aas ... Ap—1 Qp

tiene radio espectral

p(A) = max{|y|: p valor propio de A}
= max {|u|: p(p) =0} <1,

entonces si b_; = 0, el método multipaso verifica las condiciones del teorema de convergencia global,
por lo que si el método es estable de orden local de truncamiento O(h**1), entonces serd convergente
de orden O(h**1). Sib_; # 0, la estabilidad también implica la convergencia, aunque la demostracién
sale fuera de los contenidos del curso.

Si consideramos el método del ejemplo inicial,

Yit1 = —4y; + 5yi—1 + 4hf(t;, yi) + 2hE(t; — h,yi1).

vemos que
p(A) = A2 + 4\ -5,

que tiene por raices 1 y —b, por lo que el método no es estable, y de ahf su divergencia. Para
conseguir un método convergente, hemos de imponer que el orden local de truncamiento sea una
unidad menor, esto es, quedarnos con las ecuaciones

ag+a; =1,
—a1+b0+b1:1,
a1—2b1:1,
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que nos da el conjunto uniparamétrico de soluciones

ay = —24,
a1 =14 2pu,

eR
b0:2+ﬂ7 /’l/ )
bl::u7

que da lugar a la familia de métodos
Yirr = =2uyi + (1+20)yi1 + (2 + p)hf(ti, yi) + phf (i1, yi1),

con polinomio caracteristico
P(A) = A+ 2u\ — (14 2p),

que para ser estable de cumplir que
—-1<1+2u <1,

o equivalentemente

y eligiendo p = 0, obtenemos el método
Yitr1 = Yi1 + 2hf(ti, yi),
conocido como la regla del punto medio. Es obviamente estable ya que
p(A) =M — 1,

cuyas raices son *1.

3.6 Foérmulas BDF

Las férmulas BDF se basan en la utilizacién del polinomio interpolador en los puntos y;ii1—j, j =
0,1,...p, h="4 ;to, de la solucién aproximada dada por

as)=3" ( S )ijm,

p
j=0

Cuyo error es

B0 = (218 )y it o) + 00

y suponemos que se verifica la ecuacién diferencial para dicho polinomio en ¢; 1, esto es,

q'(0) = f(tir1,q(tis))-
Por una parte, q(t;11) = ¥i+1, y por otra, dado que t = t;,1 + sh

q(s) = % (i ( S+‘;_1 )Vj.ml)

J=0

p .
ad [ s+5-1 ;
= E h 1% ( ‘; )ijiﬂ.

J=0

o7
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Como

<s+j—1)_¢s+¢—n@+j—mm@+ws_,@)
. _ i = 9i\8);

se tiene que

o= { =g s a0
Ji 0 si j =0,

de donde
P
Z —Vyi1 = hE(tip1,yi1),
=17

que se conocen como las férmulas BDF. Por ejemplo, si p = 2,
21 1
hf(tiv1,yir1) = Z ~Vyiy1 = Vyir1 + =V?yin
=17 2
1
= Yir1 —Yi+ 5 (Yit1 — 2yi +yi-1)

2

_ 3 2y, 4+
- 2Yz+1 Yi 2}’2717
y como vemos es de dos pasos.
Como estos métodos son implicitos, de igual manera que pasaba con los métodos de Adams
implicitos, el tamano de paso h debe ser elegido para que el método iterativo sea convergente con

constante de Lipschitz menos que uno. En cuanto al error de truncamiento local, puede probarse
que es de orden O(hPT1).

3.7 Metodos predictor—corrector

Los métodos de predictor corrector se basan en utilizar alternativamente métodos multipaso explicitos
e implicitos de un mismo orden para aproximar la solucién. El método explicito se usa para obtener
la condicién inicial con la que obtener el mediante un método iterativo, una mejor aproximacién con
el método implicito.

Por ejemplo, consideramos como predictor el método explicito

Yir1 = —4y; + 5y;_1 + 4hy; + 2hy; 1, (34)
y como corrector, consideramos de entre la familia
Yit1 = aoyi + a1yi—1 + ho_1f(t; + h, yir1) + hbof (i, yi) + hbif (i — b, yi1),

dados por el sistema

CL():l—)\,

CL1:/\,

boi=3-) AeER
bo = 2 — 3,

by = —15 + 5\,

o8
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Para obtener un método convergente, calculamos las raices de
p(t) =t + (A= 1)t — ),
que son
1-X+/T=M2+4x

2
1-X£/(1+X)?2 1-X£(1+42])
2 a 2 ’

que nos da 1 y —\ como soluciones, por lo que el método con A = 0, dado por

5 2 1
Yit1 = Yi + hﬁf(ti + h,yiq1) + hgf(tz', Yi) — hﬁf(ti —h,yi-1),

serd convergente.
Un esquema para aplicar estos métodos serfa el siguiente:

e Como el método es de orden 2, utilizamos un método de Runge-Kutta de orden 3 para estimar

yi-

e Predecimos el valor de y por y3 con el método (3.4). Como el error local es de orden 4, esta

aproximacién serd de este orden.

e Mejoramos la aproximacién anterior calculando ys con el método (3.5), tomando como punto

inicial para hacer las iteraciones el punto y3.

e Cuando el valor obtenido de ys sea aceptable, volvemos a aplicar los dos puntos anteriores para

obtener ys3, y asf sucesivamente.

Hemos de destacar que el método (3.5) si es estable y por tanto convergente.

3.8 Multipaso o Runge—Kutta

La eleccion del método numérico utilizado para obtener la solucién aproximada depende en gran
medida del coste de computacién de la funcién f. Si este coste es bajo, en general utilizarfamos
un método de Runge-Kutta, pero cuando este es alto utilizamos uno de multipaso, ya que el coste
computacional de cédlculo de f es menor en este caso. Ademads, las distintas evaluaciones de f en
etapas anteriores se pueden utilizar en varios pasos, por lo que no cada vez que se aplica el método

multipaso hay que evaluar la funcién f en todos los pasos.

3.9 Ejercicios

e Nota: En los siguientes ejercicios, denotaremos por f, = f(tn, Yn)-
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1

10

. Deducir el desarrollo de la serie de potencias centrado en 0 dado por

(1—2) = i(—m" ( ;;J ) "

n=0

Utilizarlo para obtener los coeficientes de los métodos de Adams explicito e implicito para
distintos pasos. Para ello darse cuenta que

/j(l — 2)%da = ni:;/j(—l)” ( 7?1 ) 2"da,

y elegir a, a y 3 apropiados.
. Deduce las férmula de Adams implicitas de érdenes uno, dos, tres y cuatro.

. Reescribe la ecuacién de segundo orden " =t -y -/, y(—2) = 1.23, ¢/(—2) = 4.56 como un
sistema de dos ecuaciones de primer orden. Considera h = 0.05 y utiliza el método de Adams
explicito de dos pasos para aproximar la solucién en t = —1.8, inicializando con un método de
Runge—Kutta de orden dos.

* Se considera la ecuacién de segundo orden y” = 2y’ + 4y + t. Reescribe la ecuacién como un
sistema de primer orden y aplica el método de Adams explicito de segundo orden con h = 0.1
y 0 <t < 0.3, tomando las condiciones iniciales y(0) = ¢'(0) = 0, y los datos en ¢ = 0.1 que se
obtienen con el método de Taylor de orden tres.

h
* Sea el esquema g, — (1 -+ )y +ayn 2 = 15((5+a)fu +8(1 = ) fus — (1+50) .
(a) Estudia en funcién de a convergencia y orden del método.

(b) Elige el método de mayor orden e integra con h = 0.1 el problema 3y’ =t — 5y, y(0) = 1
en el intervalo 0 < ¢ < 0.3, inicializando con un método de un paso del mismo orden que
el método multipaso.

* Estudia para qué valores de a es estable el esquema vy, — (1 4+ a)yn_1+ ayn_2 = h frn_1.
* Estudia en funcién de a y b el orden de convergencia de y, — y,—1 = h(a fr_1 + b fn_2).

* Aplica el método de Adams explicito de segundo orden al problema ¢y’ =t 4 2y con h = 1/4
para aproximar y(1), partiendo de las condiciones exactas y(0) = 0, y(1/4) = —=3/8+ (1/4)+/e.

4h
. * Se considera el método multipaso y, = y,_4 + ?(2 o1 — foo +2fn3).

(a) Estudia convergencia y orden del método.

(b) Se considera la ecuacién y' = 4e%8 — ¢ /2. Utiliza este método con h = 1 para aproximar

y(4) partiendo de los datos y(0) = 2, y(1) = 6.1946, y(2) = 14.8439, y(3) = 33.6771.
. * Considera la familia de métodos y,, = y,—1 + h(af, + (1 — @) fr_1).

(a) Estudia la convergencia y el orden en funcién de «.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

(b) Para a = 1/2 resuelve el problema y' = —10y, y(0) = 1 calculando y,, en términos de n y

h.
(c) Estima el error local tras dar un paso con dicho algoritmo.
* Construye los métodos multipaso y, + @1yn_1 + @2yn_2 = h(B; fu_1+ B fn_2) consistentes de
orden al menos dos y discute su estabilidad. Elige alguno convergente con a; = 0 y resuelve el
problema y' = y? + 2t — t*, y(0) = 0 con h = 0.1 y 0 < ¢ < 0.3, inicializando con el método de
Taylor de segundo orden.
* Estudia la convergencia de los métodos
h
5
h
(D) Yo = Yn-2= ﬂ(9 Jn1 19 fuo+5 frz+ faa)

(a‘) Yn — Yn—2 = 7fn71 - 2fn72 + fn73)

* Dado el método lineal multipaso

o= (1 @)1 a2 = 5 (B =) fos = (1))

(a) Estudia convergencia y orden para a =0y a = 5.

(b) Si alguno de los métodos anteriores converge tsalo para integrar numéricamente la ecua-
cién i = 4ty*/2, y(0) = 1 en el intervalo 0 < ¢t < 0.6 con h = 0.2 e inicializando con un
método de Runge-Kutta orden 2.

* Se quiere aproximar la solucién en t = 0.4 de la ecuacién y'(t) = t + e¥®) con la condicién
inicial y(0) = 0.

a) Da dos pasos con h = 0.1 con el método de Taylor de orden 3 para aproximar y(0.1) e
y(0.2).

b) A partir de los datos anteriores aproxima y(0.3) e y(0.4) con el método de Adams explicito
de k = 3 pasos.

* Se considera el método multipaso

8 4 8
yn:yn—4+h(§'fn—l_g'fn—2+§'fn—3>'

a) Estudia la estabilidad del método.

b) Estudia el orden de consistencia del método.

* Se considera el sistema de ecuaciones
(t) =t+ z(t)
2'(t) = z(t) - 2(2)

Aproxima (2(2.03), 2(2.03)) aplicando dos pasos con h = 0.01 del método de Adams explicito
de orden dos. Para inicializar el método utiliza la condicién inicial (z(2),2(2)) = (1,2) y el
dato extra ((2.01), 2(2.01)) = (1.04015,2.02051).
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17.

18.

19.

20.

21.

* Encuentra a y b para que el método multipaso y, = y, 2+ h(a- f,_1+b- fn_2) sea consistente
del orden lo mds alto posible. 7°Es estable ese método? 7‘Es explicito? 7‘Crees que serd mejor
o peor que el método de Adams explicito de dos pasos?

* Se quiere resolver el problema de primer orden
y(t)=t+yt)? y(2)=-1

a) Aproxima y(2.01) e y(2.02) con el método de Taylor de tercer orden y h = 0.01.

b) Aproxima y(2.03) e y(2.04) tomando h = 0.01 para el método de Adams explicito de tercer
orden. Realiza la inicializacién con los valores obtenidos en el apartado anterior.

* Encuentra a y b para que el método y, = y, 2+ h-(a- f, +b- f,_3) sea consistente del orden
lo mas alto posible. 7°Es estable ese método? 7‘Es explicito? ?‘De cudntos pasos es?

* Se quiere resolver el problema de primer orden

del que se conocen los datos extra y(0.01) = 1.00005 e y(0.02) = 1.00020. Aproxima y(0.03) e
y(0.04) tomando h = 0.01 para el método de Adams explicito de tercer orden.

* Encuentra a, b y ¢ para que el método y, +a - y,_1 +b-yp_2 = h-c- f, sea consistente del
orden lo més alto posible. 7°Cuél es su orden de consistencia? 7‘Es estable? 7Y explicito?
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Capitulo 4

Métodos en diferencias finitas

Sumario. Métodos de diferencias finitas para problemas de contorno. Métodos
para ecuaciones en derivadas parciales.

4.1 Introducciéon

Vamos a ver en este tema como utilizar las diferencias finitas para obtener aproximaciones de pro-
blemas de los que no nos hemos ocupado hasta el momento, como son las ecuaciones diferenciales
ordinarias con problemas de contorno y las ecuaciones en derivadas parciales. Estos métodos se
basan en aproximaciones discretas de las derivadas de las funciones involucradas y que se pretenden
aproximar.

4.2 Problemas de contorno en ecuaciones diferenciales or-
dinarias

Los problemas de contorno que vamos a tratar proceden de ecuaciones diferenciales de orden dos de
la forma

y' = f(t,y,y)

donde f : Q C R3 — R es una funcién continua a la posteriormente le pediremos ciertas condiciones
de regularidad. Problemas de contorno asociados a dicha ecuacién son por ejemplo

{ y' = f(t,y,y),
y(a) = a, y(b) = 0,

{ y' = f(t,y.y),
y'(a) = o, y'(b) = 3,

y'=fty.y),

y(a) = a, y'(b) =6,
donde a, b, o, 3 son niimeros reales. Estos problemas son considerablemente més dificiles de analizar
y estudiar que los conocidos problemas de condiciones iniciales. Nosotros vamos a centrarnos en el
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estudio del primer tipo. Consideremos por ejemplo el problema

y' =y
{ y(0) =3, y(r/2) =71,
que como sabemos tiene por solucién general

y(t) = Acost + Bsint.

Imponiendo las condiciones de contorno obtenemos que A =3 y B = 7, por lo que el problema tiene
la solucién tnica
y(t) = 3cost + Tsint.

Sin embargo el problema

{ y' = —y,
y(0) =3, y(2m) =7,

tendria infinitas soluciones de la forma
y(t) = 3cost + Bsint.

Como vemos, el tratamiento de estos problemas es notablemente mdas complicado que los que
conocemos de condiciones iniciales. El resultado més general sobre existencia y unicidad de soluciones
es el siguiente.

Theorem 3 Sea el problema de condiciones iniciales lineal

{ y' = p(t)y +qt)y + f(t),
y(a) = o, y(b) = 0,

donde a < b y las funciones p(t), q(t) y f(t) son continuas en [a,b] siendo q(t) > 0 para todo t € [a,b].
Entonces dicho problema de contorno tiene solucion inica.

No vamos a demostrar este resultado, sino que vamos a ver cémo podemos obtener una solucién
aproximada mediante el método de diferencias finitas. Para ello tomamos una particién de [a, b] por

los puntos t; = a4+ ih, ¢ = 0,1,...,n + 1, donde el tamano de paso es como de costumbre h = z;ﬁ
Aproximamos la derivada en los puntos de la malla de la siguiente manera. Dado i € {1,2,...,n},
tomamos las aproximaciones de la primera derivada como
t) — vt
y(t) ~ w) (4.1)
y(ti-1) —y(t:)
y'(ti) ~ 0 (4.2)
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y a partir de éstas, obtenemos las aproximaciones de la segunda y primera derivada con un error
O(h?) de la siguiente forma. Multiplicando (4.1) y (4.2) por 1/2 y sumando ambas expresiones

y(tiv1) —y(ti1)
2h

y'(ti) ~

Por otra parte,

Y (tiv1) — ' ()
h

y(t)—ytivr) _ ylti—1)—y(ts)
h

h
y(tir1) — 2y(t:) + y(ti-1)
~ 2 .
Veamos que efectivamente se trata de aproximaciones de orden dos. Para ello supongamos que
y(t) es suficientemente derivable y obtenemos

y'(t;) =~

12

tia) =yt + 1) = y(t) o/ (6)h + 54" (6)H? + O(Y),

1
y(tin) = y(ti = h) = y(t:) =y (t)h + 54" (t)h* + O(R?).
Sustituyendo en la expresion para la primera derivada, vemos que

y(tiv1) —y(ti1)
2h

!
y'(t;) —
se reescribe COomo

y(t:) +y'(t)h + 39" (t)h* — (y(t:) — y'(t)h + 3y (t)R?) + O(R?)
2h

De igual manera se justifica la aproximacion para la segunda derivada.
Introduciendo estas aproximaciones en la ecuacién diferencial

y' —pt)y —q(t)y — f(t) =0,

y'(t:) — = O(h%).

obtenemos que

y(tiv1) —2y(t) +y(tize)
72

y una vez multiplicado por h?, se reescribe como

]7<ti)
2

Y(tiv1) — 2y(ts) +y(tia) — h [y(tiva) — y(ti)] — h2la(t)y(t:) — f(£:)]0,

que simplificado

p(t;) p(ti)

ottn) (1= WD) =it atet? +2) + ote0) (1 WG ) =250,
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para i = 1,2, ...,n. Sustituyendo los valores y(t;) por y;, siendo yo = « € y,4+1 = [3, encontramos

]?(ti)

P(tz’)

o (1= 20 ) e 2 ate)h?) it (102G ) = 2500,

donde 7 = 1, 2, ..., n, que nos proporciona la aproximacién al problema de contorno. Puede expresarse
de forma matricial como

A-y=b, (4.3)
donde
—(2+q(t)h?) 1 - h2 0 0
LHREE (24 g(t)h?) 1 htl 0 0
A 0 14 p2E) (24 g(t5)R?) 0 0
0 0 0 v = (24 gty 1)h?) 1 — pRliny)
0 0 0 1+ heln) — (24 q(t,)h?)
n
y = Y2
Yn
y
h?f(ts)
b= N
h2f(tn—1)

P (k) = (1= W25 g

En cuanto a la convergencia, puede enunciarse el siguiente resultado.

Theorem 4 En las condiciones del Teorema 3, el sistema lineal (4.3) tiene solucion unica siempre
que h < 2/M donde M = max{|p(t)| : t € [a,b]}. Ademds, si la solucion de la ecuacion es de clase
C*, entonces el error de la aprozvimacion es O(h?).

Podemos mejorar la convergencia usando como de costumbre la extrapolacién de Richardson,
pues su desarrollo del error asf lo permite.
Veamos cémo aplicamos este método al problema

{Mz%
y(0) =0, y(1) =1,

cuya solucién exacta es

(e7t —¢).

y(t) =10

66



METODOS EN DIFERENCIAS FINITAS

Paran =10y t; = ﬁ las matrices del método son

-2 0 0 0 0 0 0 0 0
1 —28 0 0 0 0 0 0 0
0 1 -2 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 -8 ] 0 0 0 0 0
243
A_| O 0 0 1 “i 10 0 0 0
0 0 0 0 1 -2 1 0 0 0 ’
0 0 0 0 0 1 -2 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 -2 0
0 0 0 0 0 0 0 1 23
0 0 0 0 0 0 0 0 1 —23
y
1
11
0
0
0
0
=1 o
0
0
0
10
11

Mostramos en la Figura 4.1 los valores obtenidos. Con n = 500, vemos cémo el error decrece el la
Figura 4.2.

4.3 Ecuaciones en derivadas parciales

4.3.1 Clasificaciéon de ecuaciones de segundo orden lineales

Como sabemos, una ecuacién en derivadas parciales de orden dos es una expresién de la forma
2 aQu 82

U ou ou
alt, y)w +b(t,y) 210y + C<t7y)a_y2 + = o>

T e(t,y) oy + ft,y)u=g(ty),

d(t,y)

donde a, b, ¢, d, e, f, y g son funciones definidas en conjunto 2 C R? y u(t,y) es una funcién
incégnita a determinar. Si g(¢,y) = 0 para todo (z,y) € €, la ecuacién se dice homogénea, siendo
no homogénea en caso contrario.

Las ecuaciones se clasifican en tres grandes tipos a partir de su discriminante

A(t,y) = bt y)* — dalt, y)c(t, y).
Diremos que la ecuacién es:

e Hiperbdlica si A(t,y) > 0 para todo (z,y) € Q.
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1 1
0.8 -
0.6 0 e
0.4 0. s
0.z 0.2
0.2 0.4 0.€ 0.8 1 0.2 0.4 0.€ 0.8 1
o087
o.oge
0.08
0.084
0.082
0.082
P B 10

Figura™4.1: Paran = 10 representamos la solucién aproximada (esquina superior izquierda), solucién
exacta (esquina superior derecha) y el error producido en los valores intermedios (abajo).

0.00155

0.001%9

0.00183

0.0018

Figura™4.2: Error en los puntos intermedios para n = 500.
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e Parabdlica si A(t,y) = 0 para todo (z,y) € Q.
e Eliptica si A(t,y) < 0 para todo (z,y) € .

Ejemplos cldsicos de cada uno de estos tipos son la ecuacién de ondas (hiperbdlica)

Pu 0%

5 = o
la ecuacién del calor (parabdlica)
ou k82u
ot oy?’
y la ecuacién de Laplace (eliptica)
Pu o
ox2 Oy

En este iltimo caso, las dos variables x e y son espaciales, mientras que en los dos casos anteriores
son temporal y espacial, respectivamente.

Vamos a ver cémo trabajar con diferencias finitas para obtener una aproximacién de las ecuaciones
anteriores. Para ello, consideraremos el caso en que Q = [a, b] X [¢, d], es decir, un recinto rectangular.
Establecemos un mallado del recinto a partir de los puntos t; = a + th parai =0, 1, ...,n + 1, siendo
h = fl;ﬁ el tamano de paso para la variable t e y; = ¢+ jk, j = 0,1,...,m + 1, siendo k = :l;fl
el tamano de paso para la segunda variable. Consideramos las férmulas de aproximacién de las

derivadas siguientes:

ou -~ u(ti+17yj) B u(thyj)
8t (t'w y]) - h )
ou U<t27 yj-‘rl) _ u(tu yJ)
ay <t27 y]) — k ’

que tienen érdenes O(h) y O(k), respectivamente y

ou u(tivg,yy) — ulti1, )
ot (tlv y]) - 2h ’
ou u(ti, yje1) — ults, yj—1)
ay (tlv y]) - 2% ’

que tienen 6rdenes O(h?) y O(k?), respectivamente.
A su vez, para derivadas parciales de segundo orden

@(t' y;) ~ u(tivi, yy) — 2u(ti, y;) +ulti-1, y5)
8t2 1 J] - h2 ?
@(t )~ u(ti, yjr1) — 2u(ti, y;) + ulti, yj—1)
ay2 l?y] - k‘2 )

de 6rdenes O(h?) y O(k?), respectivamente. Finalmente

@(t ) = g%@ )
oty Y T gyar Y
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%(tiayj—kl) - %(%%‘—1)

12

2k
w(tiv1,yj41)—w(ti—1,Y5+41) . w(tiy1,y5—1)—u(ti—1,95—1)
~ 2h 2h
2k
w(tivt, Yjp1) — w(tion, Yja1) — w(tivr, yj—1) + w(tiza, Yj—1)

12

4kh ’

de orden O(h? +k?). Dejamos al alumno, haciendo uso de los desarrollos de Taylor correspondientes,
la tarea de verificar los 6érdenes de error para estas férmulas de derivaciéon numérica.

Una vez obtenidas las férmulas de derivacién numérica anteriores, se sustituyen en la ecuacién
correspondiente y se sustituyen cada valor u(t;,y;) por un valor u;; que serd una aporximacién de
la solucién en el punto (;,y,). Veremos cémo se procede con los distintos tipos de ecuaciones.

4.3.2 Ecuacion del calor

Consideremos la ecuacién del calor
ou_ O
ot oy?’

y démonos cuenta que el cambio de variable s = kt hace que ésta se escriba como
Ou Ouds Ou,  Ou
ot  0sot 0Os  Oy?’

o equivalentemente

ou  du
s  Oy?’

por lo que consideraremos el problema
ou __ 0%u
Gt o2 t>0 0<y<l,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t >0,
u(0,y) = f(y), 0<y<1.

Elegimos tamanos de paso fijos h y k = 1/m y tomamos la malla
y; =ik, 1=0,1,...,m,

tj = ]h, ] = 0, 1, ceey T

. . ., 2
Discretizamos la ecuaciéon % = g—;g Como

u(tivn, yy) — ults,y;)  ulti, yie) — 2ults, y;) +ults, y;-1)

h k2 ’

que, cambiando u(t;,y;) por el valor aproximado u;; queda de la forma

Uigrj — Wig Wi — 2Wij + Uij1

h k2 ’
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de donde

h 2h h
Uit1j = pptiga 1= 73 ) i £ g,

parai=0,1,...n—1y j7=0,1,....,m — 1. Ademés, dado que
U@;?Jg) - uO,j - f(y3>7 ] - ]-727 ceym,
y de u(t,0) =0, u(t,1) =0, ¢t > 0,
Ui 0 = Ujym = 0, 1= 1, 2, w1

El término r = h/k? se conoce con el nombre de constante de Courant y matricialmente se escribe
como
;1 = A - u;, 1= O, 1,...,n — ].,

donde
1-—2r T 0 0 0 0
T 1-—2r T 0 0 0
0 r 1-2r .. 0 0 0
0 0 0 e 1 —2r r 0
0 0 0 T 1—2r T
0 0 0 0 T 1—2r
Uj,1
u; = 2 5
Ui m—1
f(yl)
Uy = f(y2)
f(ymfl)

Como ejemplo, consideremos el siguiente problema
U 2U
%:%_ya t >0, yE(O,l),
U(O,y) = _y2 - Yy S <O7 1)7
u(t,0) = u(t,1) =0, t > 0.
Tomando el tiempo ¢ € (0,1] y n = 1000 y m = 10, tenemos que la matriz

08 01 0 O O O O O O
01 08 01 0 O 0 O
01 08 01 0 O O

01 08 01 0 O

0 01 08 01 O
0 0 01 08 0.1
0 0 0 01 08 0.1
0o o0 0 0 01 08 0.1
o 0o o0 o0 o0 0 0 01 08

y la Gréfica 4.3 nos muestra la solucién aproximada para la malla que hemos elegido.

0 O
0 O
0 0
0 0
0 0
0

0
0
0
0
0
0

o O O OO
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Figura™4.3: Solucién aproximada para la ecuacién del calor mediante un método en diferencias finitas
explicito.

Estabilidad y convergencia del método.

Dado que la evolucién natural para la temperatura de la barra que estamos considerando es que la
temperatura de la misma tienda a cero, el método numérico debe cumplir que

i—00

Para ello hemos de analizar los valores propios de la matriz A =1,,_; + rB, donde

-21 0 .. 0 0 O

1 -21 ... 0 0 O

o 1 -2 ..0 0 O
B =

0 0 O -2 1 0

o o o .. 1 =21

o o o ..0 1 =2

Los valores propios de dicha matriz son de la forma A\ = 1 4 ru, donde p es valor propio de B. Si
0; = j=, entonces los valores propios de B son 2cosf; — 2, j = 1,2,...,m — 1. Para comprobarlo,
consideramos los vectores

v; = (sinf;,sin(26;), ...,sin((m — 1)§;)), j=1,....,m—1,
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y calculamos

-21 0 ..0 0 O sin(6,)

1 21 .0 0 0 sin(26;)

0 1 -2 .0 0 0 sin(36;)

o o 0 .. -21 0 sin(46;)

o o o .. 1 =21

o o o0 ..0 1 =2 sin((m — 1)6;)

—25sin(6;) + sin(26;)
sin(6;) — 2sin(26;) + sin(36;)
sin(26;) — 2sin(36;) + sin(46;)

sin((i — 1)8;) — 2sin(i6;) + sin((i + 1)6,)

sin((m — 2)8,) — 2sin((m — 1)6;)

Como
—2sin(6;) + sin(260;) = (2cosb; — 2) sin(6;),
(2cosf; — 2)sin(if;) = —2sin(if;) + 2 cosb; sin(ib;)
_ 2sin(i6;) + 2cos <(z +1)6; ; (i — 1)0j> “in ((z +1)6; —;— (i — 1)6’j)
= —2sin(if;) +sin((i — 1)0;) +sin((i + 1)4;), i =2,3,...,n — 1,
y
(2cosf; —2)sin((m —1)0;) = —2sin((m —1)6
49 cos ((m+ 0 — (m — 1)@) “in ((m+ 1)0; -; (m — 1)0j>
= —2sin((m — 1)6;) + sm((m — 2)60,) + sin(mé;)
= —2sin((m —1)0 ) +sin((m —2)6;),
dado que

sin(m#;) = sin (1) = 0,

tenemos que 2 cosf; — 2 es valor propio de B, y por lo tanto, los valores propios de A son
Aj=142r(cosb; —1), j=1,2,....,m—1
Para que se cumpla la condicién
-1<A <1, 7=12,..,m—1,
como cos #,,_1 es préximo a —1, obtenemos que

1<\ <1,
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se verificard si

-1 < -2r <o,
o equivalentemente
h - 1
k2 2

r =

de donde obtenemos la condicién de estabilidad

]{2
h < —.
2
Esta restriccién hace que el método sea de cdlculo muy lento. Por ejemplo, si & = 1072, entonces h
debe ser menor que 0.5-1074, lo cual hace que el nimero de pasos en la iteracién es grandisimo.
Puede comprobarse aunque queda fuera de los contenidos del curso que si la solucién exacta es

de clase C* y h < £ entonces el método es de orden O(h + k?).

Métodos implicitos.

Veamos cémo con un método implicito que tiene a veces mejor tratamiento del error. Consideramos
el esquema discreto

u(ts,y;) — u(tion,yy)  wts, yie1) — 2ults, y;) +ults, yj-1)

h k2 ’
de donde
Wij — UWic1j Wil — 2Uij + Uij1
h N k2 ’
y ast
ui,l,j = —ru@j,l + (1 —+ 27’)u,-7j — ru,-JH

siendo r = h/k?. De forma matricial obtenemos
/
u; = A U1,

siendo u;, ¢ = 0,1, ...,n — 1 como en el caso anterior y

14+2r —r 0 0 0 0
—r 142r —r 0 0 0
0 —r  14+2r .. 0 0 0
0 0 0 e 14+2r  —r 0
0 0 0 —r  1+2r —r
0 0 0 0 —r 14 2r

La diferencia con el esquema anterior es que ahora cada término u;,; hay que calcularlo resolviendo
un sistema lineal que, dado el niimero de variables que tiene, hay que resolver por un método numérico
apropiado.

Para el estudio de la estabilidad del método, se tiene que los valores propios de A’ son

Aj = 1 + myr sin? (‘27—) , J=12....m—1.
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Todos son positivos y mayores que uno. Como los valores propios de (A’)~! son /\lj, 17=12,....m—
1, se tiene que todos son positivos y menores que uno, por lo que el método siempre es estable,
independientemente del valor de r. Es lo que se llama un método incondicionalmente estable. En
este caso también el error es de tipo O(h+k?) bajo condiciones de regularidad de la solucién andlogas
a las del caso explicito, pero la estabilidad del método es mayor.
A modo de ejemplo, consideremos la ecuacién anterior

Gu—Zu 1>0,y€(0,1),
u(0,y) = —y* -y, y € (0,1),
u(t,0) =wu(t,1) =0, t > 0.

Tomando el tiempo t € (0,1] y n = 10 y m = 10, tenemos que la matriz

21 =10 O 0 0 0
—-10 21 =10 O 0 0
0 -10 21 -10 O 0
0 -10 21 —-10 O
0 -10 21 —-10 O
0 -10 21 —-10 O
0 0 -10 21 -10 O
0 0 0 —-10 21 -10
0 0 0 0 —-10 21

0
0
0
0

S OO OO

A=

O OO O OO

OO OO OO
o O O OO

0
0
0
0

y la Gréfica 4.4 nos muestra la solucién aproximada para la malla que hemos elegido. El método
explicito no converge para los valores que hemos elegido, mientras que el implicito, a pesar de amentar
el tiempo de computacién en cada paso, ofrece una mayor estabilidad y por tanto convergencia bajo
situaciones mas desfavorables.

Acerelacion de la convergencia. Método de Crank—Nicholson.

Este método se basa en promediar

Wij — Wim1j  Uis1j41 — 2Ui—15 + Uim1j-1

h k2 ’
con
Uij — Ui—1j Uil — 2Uij + Ujj—1
h a k2 ’
obteniéndose

Uig = Uity L (Uicngen = 20y Fliagon | Wi = 20 F Ui
h 2 k? k2 '

Agrupamos de forma conveniente como

Uig  LUigen =205+ i Wiy Ilicage =20 i

h 2 k2 - h 2 k2 ’
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Figura™4.4: Aproximacion de la ecuacién del calor mediante el uso de un método implicito.

o equivalentemente, si r = h/k?,

T T
Uij = 5 (Wije1 = 25 + Uij-1) = Uim1j + 5 (Ui ger — 2wy + Ui1jo1),

2 2

que en forma matricial es de la forma

A-ui+1:B-ui, izO,l,...,n—l,

donde
1+r —r/2 0 .. O 0 0
—r/2 1+r —r/2 .. 0 0 0
0 —r/2 147 .. 0 0 0
0 0 0 .. 14r —r/2 0
0 0 0 .. —r/2 1+r —r/2
0 0 0o .. 0 —r/2 1+4r
y
1—r r/2 0o .. 0 0 0
r/2 1—-r r/2 .. 0 0 0
0 r/2 1—-r .. 0 0 0
0 0 0 .. 1—-r r/2 0
0 0 0O .. r/2 1—r 1r/2
0 0 0 .. 0 r/2 1—r

Queda fuera de los contenidos del curso demostrar que este método es convergente y de orden
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O(h? + k?). A modo de ejemplo, consideramos el problema anterior

u 2y
%:%_7 t>07 yE(O,l),

u(0,y) = —y*—y, y € (0,1),
u(t,0) =wu(t,1) =0, t > 0.

Tomando el tiempo ¢ € (0,1] y n =10 y m = 10, tenemos las matrices

1 -5 0 0 0 0 0 0 O
5 11 -5 0 0 0 0 0 0
0 =5 11 =5 0 0 0 0 0
0 0 -5 11 =5 0 0 0 0
A=| 0 0 0 =511 =5 0 0 0
0 0 0 0 -5 11 =5 0 0
0 0 0 0 0 —5 11 -5 0
0 0 0 0 0 0 -5 11 =5
0 0 0 0 0 0 0 —5 11
y
9 5 0 0 0 0 0 0 0
5 =95 0 0 0 0 0 0
0 5 -9 5 0 0 0 0 0
0 0 5 -9 5 0 0 0 0
B=| 0 0 0 5 -9 5 0 0 0 [,
0 0 0 0 5 —9 5 0 0
0 0 0 0 0 5 —9 5 0
0 0 0 0 0 0 5 —9 5

o o0 o o o0 0 0 5 -9

obteniéndose la aproximacién dada por la Figura 4.5. Observamos en la Figura 4.6 una aproximacion
a la solucién donde hemos disminuido los tamanos de paso.

Observacion final.

Los métodos anteriores pueden aplicarse a ecuaciones parabdlicas arbitrarias. Para ello hemos de
considerar las aproximaciones de las derivadas y construir el esquema numérico como en los casos
anteriores.

4.3.3 Ecuacién de ondas

Métodos explicitos

Un tratamiento andlogo podemos hacer para la ecuacién de ondas de la forma
%:%, t>00<y<l,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t >0,
w(0,y) = f(y), 5:0,9) =g(y), 0<y<1.
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Figura™4.5: Aproximacién de la solucién por el método de Crank—Nicholson para n = m = 10.

Figura™4.6: Aproximacién de la solucién por el método de Crank—Nicholson para n = m = 100.
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Elegimos tamanos de paso fijos h = 1/n, y k y tomamos la malla
yi =ik, 1 =0,1,....m,

t;=jh, j=0,1,..,n.

Discretizamos la ecuacién como

w(tiv1, ;) — 2ults, y;) +ulti—1, y;) _ u(ti, Yiv1) — 2ults, y) + ulti, yj—1)
h? k2 ’

que, cambiando u(t;,y;) por el valor aproximado u;; queda de la forma

Uiprj — 2Wij +Uic1j  Uigpr — 2Uij + Uija

h? k2 ’

de donde

2 2 2
i1y = Uigar + 2 (1= %) w4 w1 — uioyy,

parai=0,1,...n—1y j=0,1,....,m — 1, donde r = h/k, que en forma matricial se escribe

;1 = A - u; —u;—1, (44)
siendo
2(1 —r?) r? 0 0 0 0
r? 2(1 —r?) r? 0 0 0
0 r? 2(1 —r?) 0 0 0
0 0 0 e 2(1=17) r? 0
0 0 0 72 2(1 —1r?) r?
0 0 0 0 r? 2(1 —r?)

y u; como en el caso de la ecuacién del calor. Por las condiciones de frontera
U; 0 = Ujm = 0, 1= 1, ., n.
Ademis, por las condiciones iniciales obtenemos en primer lugar
uO,j = f(yj)v .7 = 17 ey T — 17

pero dado que el esquema (4.4) es de dos pasos, hemos de obtener u; con una aproximacién de orden
dos O(h?). Por las aproximaciones de las derivadas

U(tbyj) - u<0’yj) _ 8_u . ﬁ@
h - 8t (Ouy]) + 2 at2

(07 yj) + O(h2)7
junto con la aproximacion de orden dos

F(y;) ~ f (Y1) — 2];52%) + f(yj—l).
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Dado que %(O, yj) = 3273(0, y;) = f"(y;), aprovechamos la aproximacién anterior para calcular

u(ty, y;) ; u(0,y;) _ oly;) + gf(yj-l—l) — kagj) + f(yj_1)7

de donde

7,2 2

r .
u; = 5 fly-1) + (1= %) fy;) + o flyie) +ho(yy), g =1,....m =1,
que nos proporciona el valor u; para poner en marcha el método iterativo.
Puede demostrarse aunque queda fuera de lo exigible en este curso, que el método anterior es
estable si r < 1, esto es h < k. En este caso, el método converge de la forma O(h? + k?).
Como ejemplo, consideramos el problema,
2u 2u
g?:g—yQ, t>0,0<y<l,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t >0,
w(0,y) = —y* +y, 34(0,y) =2y, 0<y<1,

y tomado el tiempo en (0, 5], n = 100 y k& = 10, tenemos que la matriz

1.5 025 O 0 0 0 0
025 15 025 O 0 0 0
0 025 15 025 O 0 0

0 025 15 025 O 0
0 025 15 025 0
0 025 15 025 O
0 0 025 15 025 O
0 0 0 025 15 0.25
0 0 0 0 025 1.5

O O O OO
OO OO oo

OO oo o
S O O O O

0
0
0
0
La figura 4.7 nos muestra la solucién aproximada para la malla que hemos elegido.

Métodos implicitos

Podemos generar un método implicito a partir de las aproximaciones

@(t' y;) = Uip1j — 2Uij + Uim1

atz 1y J] h2 Y
@(t- )~ 1 (i1 — 201y + Ui I o 2015+ Uim151
ayQ (3 y] - 2 kQ k:2 Y

donde si denotamos por s = k/h, podemos escribir
282(ui+1,j — 22U Uim1j) = Uit j+1 — 2Wig1j + Uir1j—1 + Uis1jo1 — 2Ui—1j + W1 o1,
que agrupado convenientemente
U141+ 2087 + Dugsry — wipr i1 = 48" 5 + wim1 i1 — 208 + Dwgorj + s 1,
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Figura™4.7: Aproximacién del problema de la ecuacién de ondas con la malla elegida.

que en forma matricial es

2
A-ui+1 =4s ui—l—B'ui_l,

donde
2(s+1) —1 0 0 0 0
-1 2(s2+1) —1 0 0 0
0 -1 2(s2+1) .. 0 0 0
A= :
0 0 0 e 2(s2 4 1) -1 0
0 0 0 -1 2(s*+1) -1
0 0 0 0 —1  2(s+1)
yB=—-A.

Puede verse que este método es incondicionalmente estable y convergente de orden O(h? + k?).

Consideramos de nuevo el problema

2u __ d%u

e T o t>0 0<y<l,
u(t,0) =0, u(t,1) =0, t >0,
u(0,y) = =2 +y, 2(0,9) =2y, 0<y<1,
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Figura™4.8: Aproximacién del problema de la ecuacién de ondas con la malla elegida mediante un
método implicito con n = 100 y n = 10.

y tomado el tiempo en (0, 5], n = 100 y k£ = 10, tenemos que la matriz

0 -1 0 0 0 0 0 O
-1 10 -1 0 0 0 O
-1 10 -1 0 0 O
-1 10 -1 0 O
-1 10 -1 O
0O -1 10 -1
0 0 -1 10 -1
0O 0 0 -1 10 -1
o 0 o0 0 -1 10

0
0
0
0
0

O O OO O oo

OO OO O OO
O O O o oo
OO O OO

La figura 4.8 nos muestra la solucién aproximada para la malla que hemos elegido.

4.3.4 Ecuacién de Laplace

Vamos a considerar la ecuacién de Laplace
Pu  0%u
JR— R €
8(2:2 + 8y2 f ( 7y)7

en un conjunto €2 = [a, b] X [¢, d], con condiciones de frontera tipo Dirichlet

u(z,y) = g(z,y), (z,y) € Fr(Q).
Un tratamiento similar puede hacerse para condiciones de contorno tipo Newmann

ou

%(w, y) =9g(z,y), (z,y) € Fr(Q),
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donde % denota la derivada de u a lo largo del vector normal n = (0,0, 1) o mixta

a%(x, y) + 5u(m,y) = g(x, y), (m,y) c Fr(Q), oz,ﬂ cR.

Centrémonos en el problema

{ S+t =flay), (v,y) €,
u(z,y) = g(,y), (z,y) € Fr(Q),

e introducimos las aproximaciones de las derivadas en la ecuacién obteniendo

) — 2wl s . i) — 2wl s Y
Uit 35) = o) 4 U@ 05) . W Yper) = Pk g) 4 T Y1) g

que se simplifica a
k2u($i+17 yj) + kzu(%q, Y;) — 2(7€2 + hz)u(fﬂz‘; yj) + h2u($z’, Yjr1) + hzu(%, Yi-1) = h2k2f($7;; Yi),
parai=1,...ny j=1,...,m. En la frontera tenemos que

U(ZL'[), yj) - g(an yj)a
U(I’n+1, yj) g(l’m—l; yj)a

para 7 =0,1,...m+1,y

u(zi, yo) = 9(xi,Y0),
u(xivym-‘rl) = g(mz‘7ym+1)7

parai =0,1,...,n+ 1. Tenemos por tanto que resolver el siguiente sistema de nm ecuaciones lineales
con nm incoégnitas

i1y + tim1y — 2004 2w 4+ rPug i + rPui g = B f (2, ),
con

Uo; = g(ﬂ?o, yj)7

Un+1,5 = g(xn—l—layj)a

para 7 =0,1,...m+1,y

Uio = g(%w yo);

Uim+1 = 9(Ti, Ymt1),

parai =0,1,...,n+ 1. Puede comprobarse que existe solucién tinica y con las suficientes condiciones
de regularidad de la solucién, proporciona un método convergente de orden O(h? + k?).
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4.4 Ejercicios

1.

2.

ot

N

* Prueba que si u(x) € C°(R) entonces

i (1) = —u(z +2h) + 16u(z + h) — 310225@ + 16u(x — h) — u(z — 2h) oMY

* Resuelve los siguientes problemas de contorno lineales mediante el método en diferencias
centrales

(a) ' —y=t,y(0)=0,y(l) = —1 para h = 0.25.

(b) ¥ —y =1, y(0) =y(3) = —1 para h = 0.5.

(c) ¥ +y =€, y(0) =y(1) = 0 para h = 0.25.

(d) ¥ —y=—-2,9(0) =y(1) =0 para h = 0.25.
)

(e) v"+y —y=t,y(0) = —1, y(1) = —2 para h = 0.25. Comprueba que la solucién numérica
coincide con la exacta, y razona el motivo.

f) v+ (t/2—-3/2)y —y =0, y(0) = y(6) = 11 para h = 1. Compara el resultado numérico
con la solucién analitica y(t) = t* — 6t + 11.

Se considera la ecuacién del calor en una dimensién u; = u,, junto con la condicién inicial
u(z,0) = e para x € R. Aplica el método explicito en diferencias finitas con h = 0.25,
k = 0.01 para aproximar la solucién para x = 0.5, t = 0.02.

Se considera la ecuacién del calor en una dimensién u; = u,, junto con la condicién inicial
u(r,0) = cos?x para z > 0 y la condicién frontera u(0,¢) = 1. Aplica el método explicito en
diferencias finitas con h = 0.25, k£ = 0.01 para aproximar la solucién para x = 0.25, t = 0.02.

* Se considera la ecuacién del calor u; = u,, con la condiciones iniciales u(x,0) = z2/2 y las
condiciones frontera u(0,t) =t, u(1,t) =t + 1/2 para 0 < z,t < 1.

(a) Resuelve mediante el método explicito en diferencias finitas con h = k = 1/2.

(b) Comprueba que la solucién exacta es u(z,t) =t + 2%/2.

(¢) Razona por qué el método en diferencias finitas resulta exacto para este problema (aunque
no se satisfaga la condicién r = k/h% < 1/2).

* Se considera la ecuacién de ondas u;; = w,, con las condiciones iniciales u(z,0) = 22
us(x,0) = 0 y las condiciones frontera u(0,t) = %, u(1,t) =t* + 1 para 0 < z,t < 1.

(a) Resuelve mediante el método explicito en diferencias finitas con h = k = 1/4.

(b) Comprueba que la solucién exacta es u(z,t) = t* + 22

(¢) Razona por qué el método en diferencias finitas resulté exacto para este problema.
* Sea R el cuadrado cuyos vértices son {(0,0),(3/2,0),(3/2,3/2),(0,3/2)}. Resuelve en el

interior de R con el método en diferencias finitas la EDP wu,, + uyy — yu, — zuy +u = 0
tomando h = k = 0.5 y la condicién de contorno u(z,y) = = + y en la frontera de R.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

* Sea R el recténgulo cuyos vértices son {(0,0), (4,0), (4, 3), (0,3)}. Resuelve en el interior de R
con el método en diferencias finitas la EDP w4ty —yu; — 24y —u = 0 tomando h =k =1
y la condicién de contorno u(z,y) = 2x — 2y en la frontera de R.

* Sea R el recténgulo cuyos vértices son {(0,0), (2,0),(2,1),(0,1)}. Resuelve en el interior de R
con el método en diferencias finitas la EDP g ; 4ty +2 ug +y 1y —u = 0 tomando h = k = 0.5
y la condicién de contorno u(z,y) = 2z — y en la frontera de R.

* Sea R el rectdangulo cuyos vértices son {(0,0), (4,0), (4,2), (0,2)}. Resuelve en el interior de
R con el método en diferencias finitas la EDP wu,, + uyy +u, — 22 =2 tomando h =k =1y
la condicién de contorno u(z,y) = x? + 2zy en la frontera de R.

* Sea R el rectangulo cuyos vértices son {(0,0),(2,0),(2,1),(0,1)}. Resuelve en el interior
de R con el método en diferencias finitas la EDP wu,, + uyy — yu, — vu, — u = 0 tomando
h =k = 0.5y la condicién de contorno u(x,y) = x — y en la frontera de R.

* Se considera el problema lineal y”(t) = t - 3/(t) + y(t) + €' con las condiciones de contorno
y(0) = —1, y(0.3) = —0.5. Aproxima la solucién mediante el método en diferencias finitas de
segundo orden con h = 0.1.

* Sea la ecuacién del calor uy = u,,, con la condicién inicial u(z,0) = sin(z(1 — x)) para
0 < z < 1y las condiciones frontera u(0,t) = u(1,t) = 0. Aplica el método explicito en
diferencias finitas para aproximar la solucién en x = 0.9, t = 0.01 tomando las amplitudes de
paso espacial h = 0.1 y temporal k£ = 0.005.

* Sea la ecuacién del calor u; = u,,, con la condicién inicial u(z,0) = (x — 1) - sinx para
0 < z < 1y las condiciones frontera u(0,t) = u(1,t) = 0. Aplica el método explicito en
diferencias finitas para aproximar la solucién en x = 0.5, t = 0.05 tomando las amplitudes de
paso espacial h = 0.25 y temporal k£ = 0.025.

* Se considera la ecuacién en derivadas parciales
€T
Upg + Uyy + Y Uy —u+e" =0

en el rectangulo de lados 0 < x < 0.3y 0 <y < 0.2. Usa amplitudes de paso h =k =0.1y
aplica diferencias finitas de segundo orden para aproximar la solucién en los puntos interiores
del rectdngulo, tomando como condicién inicial u(z,y) = 0 en la frontera del recténgulo.
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