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Resumen

El principal objetivo de este art́ıculo es compartir con los lectores del
bolet́ın de SEMA una primera experiencia de colaboración industrial, aún
en curso, con la sección de Anteproyectos de la empresa Navantia S.A.,
en su astillero de Cartagena. La necesidad de la empresa se centra en
el desarrollo de un software informático de simulación numérica capaz
de dar una primera respuesta sobre la capacidad de maniobrabilidad
de los submarinos que se construyen en sus astilleros. Se pretende que
la información suministrada por dicho software sea utilizada durante
la fase previa de diseño del submarino. En términos matemáticos, el
problema ha sido formulado como un problema de control óptimo con
restricciones en el estado y el control. La ley de estado subyacente
está formada por un sistema de 12 ecuaciones diferenciales ordinarias
con fuertes no linealidades tanto en las variables de estado como en las de
control. El análisis matemático del modelo se ha llevado a cabo usando
resultados de existencia de solución para problemas de control óptimo
basados en técnicas de relajación que han sido obtenidos recientemente
[15]. Para la resolución numérica del problema, que constituye el motor
del software desarrollado, se ha utilizado un algoritmo de descenso tipo
gradiente. Además de los aspectos matemáticos, pretendemos describir
las consecuencias académicas y laborales que de esta colaboración se
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están derivando. Aunque algunos grupos de Matemática Aplicada en
nuestro páıs tienen una amplia y muy brillante tradición en colaboraciones
con empresas, pretendemos describir aqúı la forma en que surgió una
tal colaboración en el seno de un equipo pequeño y sin experiencia
previa en este ámbito. Ojalá esta experiencia sirva de est́ımulo a otros
grupos para intentar desarrollar esta parcela de la Matemática Aplicada
que desafortunadamente sigue siendo minoritaria en nuestra área de
conocimiento.

Palabras clave : Submarino, maniobrabilidad, control óptimo, relajación,
simulación numérica.

Clasificación por materias AMS : 49J15, 49M20, 93C15.

1. Introducción

1.1. Un poco de historia para empezar1

La actualmente llamada Navantia S.A. (quizás más conocida por uno de
sus anteriores nombres, Bazán) es la empresa pública española de construcción
naval. Su origen debemos situarlo en 1730 con la creación de los históricos
arsenales militares de Ferrol, Cartagena y San Fernando, que estaban destinados
a construir y reparar los buques de la Armada Española. Al término de la Guerra
Civil, el Estado se hizo cargo de los arsenales militares y en 1947 se constituyó la
Empresa Nacional Bazán. En el año 2000 se creó Izar, fruto de la unión de los
astilleros públicos militares (Bazán) y civiles (AESA), y en 2005 nace Navantia,
fruto del proceso de segregación de Izar en dos compañ́ıas.

Figura 1: Imagen del submarino Isaac Peral C-1 en su actual ubicación en el
muelle de Cartagena.

En los mismos diques y gradas que hoy dan vida a los modernos submarinos
Scorpene operó, en otro tiempo, el primer submarino de propulsión eléctrica del

1La mayor parte de la información contenida en esta sección ha sido obtenida de los sitios
web: http://www.navantia.es/ y http://es.wikipedia.org/wiki/Isaac Peral
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Figura 2: Imagen de Isaac Peral a la edad de 21 años.

Figura 3: Imagen del submarino KD Tun Razak.

mundo, el Isaac Peral2 C-1.
Actualmente, Navantia da empleo directo a más de 5.000 trabajadores. Por

citar sólo algunos datos, señalemos la construcción de cuatro submarinos de
la clase Scorpene, dos para la Marina Chilena y dos para la Marina Malasia,
siendo el último, el KD Tun Razak construido en colaboración con la empresa
francesa DCNS, encargado en el 2003, puesto a flote el 8 de octubre del 2008
y entregado el 5 de Noviembre del 2009. Debido a su elevado automatismo y
capacidad táctica, dicho submarino es considerado como el representante más
avanzado de los submarinos convencionales actuales por lo que ha sido un diseño
exportado con éxito a India y Brasil.

Otro ejemplo es el submarino S-80 que actualmente Navantia-Cartagena
construye para la Armada Española. Con diseño autóctono, pasará a convertirse
en el submarino de propulsión h́ıbrida (con capacidad anaeróbica para
permanecer varias semanas en inmersión) más avanzado del mundo.

2Isaac Peral y Caballero (Cartagena, 1 de junio de 1851 - Berĺın, 22 de mayo de 1895) fue
un cient́ıfico, marino y militar español, teniente de nav́ıo de la Real Armada e inventor del
primer submarino torpedero, el Peral C-1 (1885) construido en el astillero de Cádiz. Gracias
al apoyo de la Reina Regente Da Maŕıa Cristina, el submarino fue finalmente botado el 8 de
septiembre de 1888.
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1.2. Motivacion: ¿ qué necesita la empresa?

Durante la etapa preliminar de diseño de un submarino se ha de tomar
un número importante de decisiones con el fin de optimizar, en empacho,
peso y consumo de enerǵıa por la actuación de los timones y la hélice, el
comportamiento dinámico del prototipo. Centrándonos en submarinos militares
tripulados, es importante, entre otros, que estos veh́ıculos sean capaces de hacer
rápidos y silenciosos cambios de rumbo y de profundidad (con lo que disminuye
la posibilidad de ser detectados). Pese a que se trata de veh́ıculos oceánicos, sin
embargo, algunas de las misiones se desarrollan en aguas litorales. Este tipo de
submarinos no son capaces de hacer un cambio de rumbo en un plano horizontal
sin abandonarlo pues, durante dicha maniobra, el submarino está forzado por
los fenómenos hidrodinámicos cruzados a oscilar en su profundidad objetivo.
Es, por tanto, importante cuantificar y sobre todo optimizar (en este caso,
minimizar) la variación en profundidad cuando la maniobra se realiza en aguas
litorales.

Para realizar dichas maniobras, los submarinos que se construyen en
Navantia incorporan una hélice y tres pares de timones. Estos elementos
son los que determinan la capacidad de maniobrabilidad del veh́ıculo. Y es,
precisamente durante la fase de diseño donde se toman las decisiones oportunas
sobre el tipo de timones y hélice que se instalarán en el futuro submarino.
Los ingenieros de diseño de Navantia sobre los que recae la responsibilidad
de tomar dichas decisiones, conscientes de la necesidad de disponer de una
herramienta sólida de simulación numérica capaz de dar una primera respuesta
a las cuestiones de maniobrabilidad mencionadas anteriormente, iniciaron hace
unos años el desarrollo de una tal herramienta de simulación basada en el
t́ıpico LQR (Linear Quadratic Regulator) para la resolución de problemas
de control óptimo. La continuación de este trabajo inicial en la dirección de
estudiar un modelo no lineal más complejo constituye la esencia principal de
esta colaboración Universidad- Empresa que describimos a continuación.

2. Modelización Matemática

2.1. Modelado del veh́ıculo: ecuaciones de movimiento

Las ecuaciones tridimensionales de movimiento de un submarino se escriben
usando dos sistemas de referencia: el llamado sistema mundo, con ejes
ortogonales apuntando hacia el norte, este y profundidad, respectivamente, y
cuyo origen se sitúa en un punto fijo del océano; y el sistema cuerpo, que se
mueve solidario con el veh́ıculo. Su origen es el punto medio del eje longitudinal
de simetŕıa del submarino y sus ejes apuntan en dirección de avance, en la
dirección lateral y de nuevo en profundidad. De esta forma, el estado del
submarino queda definido por el vector de 12 componentes

x (t) = (x (t) , y (t) , z (t) , φ (t) , θ (t) , ψ (t) , u (t) , v (t) , w (t) , p (t) , q (t) , r (t)) ,
(1)
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donde η = (x, y, z;φ, θ, ψ) indica la posición y orientación del veh́ıculo en el
sistema mundo, y ν = (u, v, w; p, q, r) es el vector de velocidades lineales y
angulares medidas en el sistema cuerpo. Usando la notación de la SNAME
(Society of Naval Architects and Marine Engineers) [3, 5, 7], las ecuaciones
(cinemáticas y dinámicas) de movimiento se escriben en la forma

{
η′ (t) = J (η (t)) ν (t)
Mν′ (t) + C (ν (t)) ν (t) + D (ν (t)) ν (t) + g (η (t)) = τ (u (t)) .

(2)

J es la matriz de transformación para las ecuaciones cinemáticas de movimiento,
M = MRB+MA incluye la matriz de inercia del sólido ŕıgido MRB más la matriz
de masa añadida MA, C(ν) =CRB(ν) + CA(ν), con CRB la matriz centŕıpeta y
de Coriolis del sólido ŕıgido y CA es la matriz de fuerzas centŕıpetas y de Coriolis
debida a los efectos de masa añadida, D(ν) representa el damping hidrodinámico
debido al desprendimiento de vórtices y fricción superficial, g (η) es el vector de
fuerzas y momentos de restauración (gravitacionales y de flotabilidad), y τ (u)
es el vector de fuerzas y momentos de control. En nuestro caso,

u (t) = (δb (t) , δs (t) , δr (t) , n (t)) , (3)

donde δb y δs representan, respectivamente, los ángulos de los timones de vela
y popa, δr es el ángulo del timón para el cambio de rumbo y n modela las
revoluciones de la hélice. En el Apéndice A incluimos los detalles sobre las
ecuaciones dinámicas del sistema (2). Las ecuaciones cinemáticas son clásicas y
pueden encontrarse por ejemplo en [5, 15].

La validez del modelo anterior está limitada al caso en que la variable de
control u (t) toma valores en el conjunto compacto

K =
[
−5π

36
,

5π

36

]
×

[
−5π

36
,

5π

36

]
×

[
−7π

36
,

7π

36

]
× [0, 10] . (4)

Respecto a la variable de estado x (t) , es también realista considerar las
siguientes restricciones sobre los ángulos de Euler

−π

4
≤ φ ≤ π

4
, −π

4
≤ θ ≤ π

4
, 0 ≤ ψ ≤ 2π.

Debido al carácter acotado del océano, (x, y, z) deben tomar valores en un
conjunto acotado. Finalmente, la F́ısica del problema impone unas restricciones
sobre las velocidades lineales (u, v, w) y angulares (p, q, r). En resumen, podemos
asumir que el vector de estado debe verificar una restricción del tipo

x (t) ∈ Ω ⊂ R12, t ≥ 0,

donde Ω es un conjunto acotado.

2.2. Formulación del problema

Una vez que las variables de control que describimos en el punto anterior
aparecen en la dinámica de forma lineal y cuadrática (véase Anexo), podemos
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describir la acción de la variable de control a través de la aplicación

Φ : K → R8

u 7→ Φ(u) =
(
u,u2

) ≡ (
δb, δs, δr, n, δ2

b , δ2
s , δ2

r , n2
)
.

(5)

De este modo, es posible y deseable (por motivos teóricos que describiremos
más adelante) escribir la ley de estado (2) en la forma

x′ (t) = Q (x (t))Φ (u (t)) + Q0 (x (t)) (6)

con
Q : R12 →M12×8 y Q0 : R12 → R12.

En lo que sigue cambiaremos la notación para las variables de estado y control
con el fin de adaptarlas a la notación que es más usual en Teoŕıa de Control.
De esta forma,

x (t) = (x1 (t) , · · · , x12 (t)) ∈ R12 y u (t) = (u1 (t) , · · · , u4 (t)) ∈ R4.

Las capacidades de maniobrabilidad descritas anteriormente pueden ser
modelizadas a través del siguiente problema de control óptimo: dado un tiempo
final tf y un estado final xtf =

(
x

tf

1 , · · · , x
tf

12

)
∈ Ω, encontrar un control

u (t) ∈ K tal que en el tiempo tf la variable de estado x (tf ) alcance (o al menos
esté cerca de) el estado final deseado xtf . Además, pretendemos que la maniobra
se desarrolle con un mı́nimo gasto de control, es decir, minimizando el uso de
timones y hélice, lo que en primera aproximación minimizará proporcionalmente
la potencia demandada y, por tanto, la enerǵıa acústica radiada que es función
de ésta, interés último de los diseñadores de submarinos militares. En términos
matemáticos, tenemos el siguiente problema de control óptimo con restricciones
en el estado y el control que denotamos por (Ptf

):





Minimizar en u : I (u) =
∑12

j=1 αj

(
xj (tf )− x

tf

j

)2

+
∑4

j=1

∫ tf

0
βju

2
j (t) dt

sujeto a
x′ (t) = Q (x (t))Φ (u (t)) + Q0 (x (t)) , 0 < t < tf
x (0) = x0 ∈ Ω
x (t) ∈ Ω y u (t) ∈ K, 0 ≤ t ≤ tf .

Como de costumbre, αj ≥ 0 y βj ≥ 0 son parámetros de peso.

3. Análisis Matemático del Modelo

3.1. Un resultado de existencia local de solución

Como es bien sabido por todo aquel que esté mı́nimamente familiarizado con
los problemas de optimización, en éstos el tamaño śı que importa. En el caso
que nos ocupa, la ley de estado está formada por un sistema de 12 ecuaciones
diferenciales ordinarias altamente acoplado y con fuertes no linealidades. Por
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tanto, ser capaces de chequear las condiciones suficientes para la existencia
de solución en el problema (Ptf

) que propone la teoŕıa clásica (por ejemplo,
la convexidad del campo de orientadores [2]) resulta tarea poco menos que
imposible. Afortunadamente, en nuestro caso hemos sido capaces de superar
esta dificultad haciendo uso de un resultado general de existencia [14] que
comentamos a continuación. La aplicación directa de dicho resultado nos ha
permitido probar el siguiente:

Teorema 1 Para tf > 0, suficientemente pequeño, (Ptf
) tiene, al menos, una

solución.

Resumimos a continuación (algunas de) las ideas básicas subyacentes a dicho
resultado. Para ello es preciso introducir un poco de notación. Consideremos la
aplicación

Ψ = (ψj) : R8 → R4

m 7→ Ψ (m) =
(
m2

1 −m5, m2
2 −m6, m2

3 −m7, m2
4 −m8

)

donde m = (m1, · · · ,m8) . Es evidente que el conjunto

Φ (K) = {Φ(u) : u ∈K} ,

donde Φ está definido en (5), está incluido en el conjunto de nivel cero de Ψ, es
decir,

Φ (K) ⊂ {
m ∈R8 : Ψ (m) = 0

}
.

Siguiendo [14], sean

N (K, Φ) =
{
v ∈R8 : ∀u ∈ K, ∇Ψ(Φ (u))v =0 o ∃j t. q. ∇ψj (Φ (u))v > 0

}
(7)

y
N (c, Q) =

{
v ∈R8 : Qv = 0 y c · v ≤0

}
, (8)

donde en nuestro caso particular

c = (0, 0, 0, 0, β1, β2, β3, β4) , (9)

con βj > 0 los parámetros de peso considerados en el problema (Ptf
), y la

matriz Q ∈M12×8 tiene la forma

Q =




06×8

Q71x
2
7 Q72x

2
7 0 Q74x7 Q75x

2
7 Q76x

2
7 Q77x

2
7 Q78

0 0 Q83x
2
7 Q84x7 0 0 0 Q88

Q91x
2
7 Q92x

2
7 0 Q94x7 Q95x

2
7 Q96x

2
7 Q97x

2
7 Q98

0 0 Q103x
2
7 Q104x7 0 0 0 Q108

Q111x
2
7 Q112x

2
7 0 Q114x7 Q115x

2
7 Q116x

2
7 Q117x

2
7 Q118

0 0 Q123x
2
7 Q124x7 0 0 0 Q128




.

(10)
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Nótese que Q = Q (x) depende de la velocidad de avance x7 del veh́ıculo. Los
valores concretos del resto de componentes de Q se obtienen experimentalmente
usando un modelo a escala.

Como es fácil de imaginar, la existencia de solución para nuestro problema
de control óptimo depende de la forma en que estado y control se relacionan
tanto en la ley de estado como en la función coste. De manera precisa, si se
satisface la inclusión

N (c, Q (x)) ⊂ N (K, Φ) (11)

para cada estado admisible x ∈Ω, entonces (Ptf
) tiene, al menos, una solución.

Esta condición suficiente fue introducida por primera vez en [14, Theorem
1.1]. Véase también [15, Theorem 2.1] para una versión adaptada a nuestro
caso concreto. La demostración de este resultado teórico se basa en varias
relajaciones del problema original que se obtienen haciendo uso de técnicas
usuales en medidas de Young [10, 11] y resultados clásicos de existencia de
solución para problemas de control óptimo [2, 16]. Finalmente, la condición
(11) nos permite probar que toda solución del problema relajado en términos
de medidas de Young es de hecho una medida tipo masa de Dirac localizada
en un control u (t) admisible para el problema original. Véase [14, 15] para los
detalles. Lo verdaderamente importante aqúı es que la condición a chequear (11)
es de naturaleza algebraica y por tanto, pese a que nuestro problema concreto es
de gran tamaño y con fuertes acoplamientos y no linealidades, dicha condición
es anaĺıticamente chequeable. Lo sorprendente es que efectivamente la inclusión
(11) se da en nuestro modelo [13, 15]. Finalmente, mencionar que la restricción
en tf es debida al carácter Lipschitz local de la ley de estado y a las restricciones
en las variables de estado.

3.2. Resolución numérica de (Ptf
)

El algoritmo numérico propuesto para la resolución de (Ptf
) es un método de

descenso tipo gradiente con proyección y paso óptimo. El cálculo del gradiente
se ha efectuado siguiendo el método adjunto. Dado que se trata de un algoritmo
bastante clásico y conocido no lo describiremos aqúı, pero śı que nos gustaŕıa
señalar algunos matices matemáticos importantes que han aparecido en nuestro
modelo concreto. La dificultad esencial surge al resolver numéricamente la
ecuación para el estado adjunto p (t) , la cual se escribe como

{
p′ (t) = − [∇xf

(
xk+1 (t) ,uk (t)

)]T
p (t) , 0 ≤ t ≤ tf

p (tf ) = G′
(
xk+1 (tf )− xtf

) (12)

donde

f
(
xk+1 (t) ,uk (t)

)
= Q

(
xk+1 (t)

)
Φ

(
uk (t)

)
+ Q0

(
xk+1 (t)

)

es la ley de estado,

G
(
xk+1 (tf )− xtf

)
=

12∑

j=1

αj

(
xk+1

j (tf )− x
tf

j

)2

,
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∇x es el gradiente respecto a x y AT denota la transpuesta de la matriz A.
El problema radica en el hecho de que la ley de estado incluye términos no

derivables, por ejemplo del tipo

|x9|
√

x2
8 + x2

9.

De esta forma, ∇xf tiene discontinuidades de salto finito. En el caso anterior,
el cálculo del gradiente genera el término





x2
9√

x2
8+x2

9

+
√

x2
8 + x2

9 si x9 > 0

− x2
9√

x2
8+x2

9

−
√

x2
8 + x2

9 si x9 < 0.

Por tanto, si x9 cambia de signo en algún tiempo t∗, entonces (12) tiene una
discontinuidad sobre la superficie

S = {(t,p) : g (t,p) = t− t∗ = 0} .

Como es bien conocido [4, 8]), cuando la solución de una EDO con término de
la derecha discontinuo encuentra un punto de discontinuidad se puede perder
la unicidad de solución, la solución puede ser atrapada en S, o bien, la solución
puede atravesar la discontinuidad. Para analizar estas tres posibilidades, en [9]
se introduce la llamada condición de transversalidad. Véase también [8, Section
II.6] y [1]. Se deben calcular en el punto (t∗,p (t∗)) las cantidades

{
aI = ∂g

∂t +∇pg · p′−
aII = −∂g

∂t −∇pg · p′+
donde p′− corresponde al término de la derecha en (12) cuando g (t,p) < 0 y
p′+ para el caso g (t,p) > 0. En nuestro caso, aI = 1 y aII = −1. Esto implica
que la solución atraviesa S desde g < 0 hasta g > 0 y la solución está por tanto
bien definida.

4. El Software SIMUSUB

La implementación en MatLab del algoritmo descrito en la sección anterior
constituye el núcleo del software SIMUSUB que es lo que realmente interesa a la
empresa. Entre otros, SIMUSUB permite analizar la robustez del controlador,
comparar el comportamiento dinámico del veh́ıculo frente a cambios en algunos
de los elementos de diseño, estimar el ruido hidrodinámico generado en
determinadas maniobras, y generar una serie de trayectorias ideales que podŕıan
ser utilizadas por un futuro autopiloto a incorporar en un submarino tripulado
o autónomo.

Dado que este art́ıculo está dirigido a un posible lector con una formación en
Matemáticas no incluimos a continuación ningún experimento numérico cuyo
interés seŕıa más bien propio del experto en maniobrabilidad de artefactos



10 J. Garćıa, D. M. Ovalle, F. Periago y J. Tiago

navales. El lector interesado puede sin embargo acudir a [12, 13]. Nos gustaŕıa
eso śı señalar que, como es habitual en los algoritmos de descenso, los
resultados dependen de la inicialización (aunque con costes muy similares en
los experimentos que hemos realizado) y que la convergencia del algoritmo es
exponencial.

5. Algunos Comentarios Finales

Para finalizar, nos gustaŕıa relatar brevemente la forma y el contenido en
que esta colaboración universidad-empresa se está llevando a cabo.

Todo empezó en el verano de 2006 cuando, en colaboración con el grupo
OMEVA (http://matematicas.uclm.es/omeva/) de la Universidad de Castilla-
La Mancha e imitando a nuestros colegas gallegos, organizamos en Cartagena
una primera jornada de interacción Matemática Aplicada - Industria donde
invitamos a 4 empresas a exponer algunos de los problemas (relacionados con
la Optimización en general) en que estaban interesados. En representación de
Navantia asistió Javier Garćıa Peláez, jefe de la sección de Anteproyectos.

Tras un intento fallido de pedir un proyecto PROFIT en el que deb́ıan
participar las Universidades de Castilla- La Mancha y Politécnica de Cartagena
(UPCT) junto con Navantia y otra de las empresas asistentes, se optó por otra
v́ıa mucho más modesta. Simplemente, al amparo de una beca de proyecto fin
de carrera de 5 meses de duración financiada por la UPCT, se inició el estudio
de un modelo mucho más simplificado que el presentado aqúı. Este estudió [6]
se ejecutó sin ningún coste económico para la empresa pero dispusimos, eso śı,
en todo momento con el asesoramiento, la motivación y la disponibilidad de
Javier. El proyecto, presentado por Isabel Ainhoa Nieto (estudiante de Teleco
de la UPCT) fue defendido en Julio de 2007. Los modestos, como no pod́ıa ser
de otra manera en tan poco tiempo, resultados obtenidos suscitaron sin embargo
el interés de Navantia que se concretó en dos actuaciones:

1o Ainhoa, como parte de la Ingenieŕıa Technopro ha continuado su
colaboración desde el 2008 hasta la actualidad con la sección de Anteproyectos
en la modelización del diseño acústico de submarinos, y

2o Navantia propone firmar un contrato con la UPCT de un año de duración
para estudiar el modelo no lineal descrito en este art́ıculo. La cuant́ıa del
contrato permitió sacar una beca de investigación (similar en cuant́ıa a una
beca predoctoral) que fue adjudicada a Diana Ovalle.

Al acabar este primer contrato, la empresa decide renovarlo por un año
más, y en estos momentos se está concretando una nueva prórroga por tres
años que permita ampliar el estudio que se está llevando a cabo actualmente.
En concreto, se pretende modelar, simular y usar como mecanismo de control
añadido los procesos de soplado y ventilación de los tanques de lastre de los
submarinos (modelo de control no disponible en la literatura actual debido a
la complejidad intŕınseca a la modelización de los fenómenos termodinámicos
involucrados).

Entre tanto, y gracias de nuevo a la estrecha colaboración con nuestros
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amigos de Ciudad Real, se pudo abordar el estudio de la existencia de solución
para el problema descrito anteriormente en colaboración con Jorge Tiago, en
aquel momento, estudiante de doctorado de Pablo Pedregal.

A nivel académico, esta colaboración ha generado un proyecto fin de carrera,
un art́ıculo de investigación ya publicado y dos en proceso de revisión. Confiamos
que en breve se una a esta lista el doctorado de Diana Ovalle y el inicio de los
estudios de doctorado de un nuevo estudiante.

En nuestra opinión, ha habido varios factores que han permitido hacer
realidad este proyecto: una cierta dosis inicial de curiosidad y altruismo
cient́ıfico (vamos a invertir tiempo y esfuerzo en intentar entender el problema! )
unido a una gran motivación por todas las partes implicadas para integrar
fruct́ıferamente lo propio de cada disciplina , la matemática, la ingenieŕıa de
sistemas de control y la hidrodinámica (pero vamos a intentarlo de verdad! ), y
sobre todo la colaboración con grupos más grandes (en este caso, el apoyo del
grupo OMEVA ha sido esencial: quizás lo más llamativo haya sido el haber sido
capaces de aplicar los resultados teóricos de existencia de solución de la tesis
de Jorge a nuestro modelo -de nuevo la interdependencia de las matemáticas
en acción-, pero dicho apoyo se ha manifestado también de otras maneras
diferentes).

Apéndice A: Ecuaciones dinámicas de movimiento

AXIAL FORCE EQUATION:

m[u̇− vr + wq − xG(q2 + r2) + yG(pq − ṙ) + zG(pr + q̇)]

=
ρ

2
l4[X

′
qqq

2 + X
′
rrr

2 + X
′
rprp + X

′
q|q|q|q|] +

ρ

2
l3[X

′
u̇u̇ + X

′
vrvr + X

′
wqwq]

+
ρ

2
l2[X

′
uuu2 + X

′
vvv2 + X

′
www2 + X

′
w|w|w|w|]

+
ρ

2
l2[X

′
δrδr

u2δ2
r + X

′
δsδs

u2δ2
s + X

′
δbδb

u2δ2
b ]− (W −B) sen(θ)

+ρT (1− tp)

LATERAL FORCE EQUATION:

m[v̇ − wp + ur − yG(r2 + p2) + zG(qr − ṗ) + xG(qp + ṙ)]

=
ρ

2
l4[Y

′
ṙ ṙ + Y

′
ṗ ṗ + Y

′
r|r|r|r|+ Y

′
pqpq]

+
ρ

2
l3[Y

′
r ur + Y

′
pup + Y

′
v̇ v̇ + Y

′
wpwp]

+
ρ

2
l2[Y

′
∗u

2 + Y
′
v uv + Y

′
v|v|Nv|(v2 + w2)

1
2 |]

+
ρ

2
l2[Y

′
δr

u2δr + Y
′
δrηu2δr(η − 1

C
)C]

+
ρ

2
l2Y

′
vwNvw + (W −B) cos(θ) sen(φ)
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NORMAL FORCE EQUATION:

m[ẇ − uq + vp− zG(p2 + q2) + xG(rp− q̇) + yG(rq + ṗ)]

=
ρ

2
l4[Z

′
q̇ q̇ + Z

′
q|q|q|q|+ Z

′
rrr

2] +
ρ

2
l3[Z

′
ẇẇ + Z

′
quq + Z

′
vpvp + Z

′
vrvr]

+
ρ

2
l2[Z

′
∗u

2 + Z
′
wuw + Z

′
vvv2]

+
ρ

2
l2[Z

′
|w|u|w|+ Z

′
wwN |w| (v2 + w2)

1
2 ]

+
ρ

2
l2

[
Z
′
δs

u2δs + Z
′
δb

u2δb + Z
′
δsηu2δs

(
η − 1

C

)
C

]

+(W −B) cos(θ) cos(φ)

ROLLING MOMENT EQUATION:

Ixṗ + (Iz − Iy)qr − Izxṙ − Izxpq + Iyzr
2 − Iyzq

2 + Ixypr − Ixy q̇

myGẇ −myGuq + myGvp−mzGv̇ + mzGwp−mzGur

=
ρ

2
l5K

′
ṗṗ +

ρ

2
l5K

′
ṙ ṙ +

ρ

2
l5K

′
qrqr +

ρ

2
l5K

′
p|p|p|p|+

ρ

2
l5K

′
r|r|r|r|

+
ρ

2
l4K

′
pup +

ρ

2
l4K

′
rur +

ρ

2
l4K

′
v̇ v̇ +

ρ

2
l4K

′
wpwp

+
ρ

2
l3K

′
∗u

2 +
ρ

2
l3K

′
vuv +

ρ

2
l3K

′
v|v|v|v|+

ρ

2
l3K

′
δr

u2δr

+(YGW − YBB) cos(θ) cos(φ)− (ZGW − ZBB) cos(θ) sen(φ)
−ρQ

PITCHING MOMENT EQUATION:

Iy q̇ + (Ix − Iz)rp− (ṗ + qr)Ixy + (p2 − r2)Izx + (qp− ṙ)Iyz

+m[zG(u̇− vr + wq)− xG(ẇ − uq + vp)]

=
ρ

2
l5[M

′
q̇ q̇ + M

′
rprp + M

′
q|q|q|q|+ M

′
rrr

2] +
ρ

2
l4[M

′
ẇẇ + M

′
quq + M

′
vrvr]

+
ρ

2
l3

[
M

′
∗u

2 + M
′
wuw + M

′
vvv2 + M

′
w|w|Nw

∣∣∣(v2 + w2)
1
2

∣∣∣
]

+
ρ

2
l3[M

′
vwvw + M

′
|w|u|w|+ M

′
ww|w(v2 + w2)

1
2 |]

+
ρ

2
l3

[
M

′
δs

u2δs + M
′
δb

u2δb + M
′
δsηu2δs

(
η − 1

C

)
C

]

−(xGW − xBB) cos(θ) cos(φ)− (zGW − zBB) sen(θ)

YAWING MOMENT EQUATION:
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Iz ṙ + (Iy − Ix)pq − (q̇ + rp)Iyz + (q2 − p2)Ixy + (rq − ṗ)Izx

+m[xG(v̇ − wp + ur)− yG(u̇− vr + wq)]

=
ρ

2
l5[N

′
ṙ ṙ + N

′
r|r|r|r|+ N

′
ṗṗ + N

′
pqpq] +

ρ

2
l4[N

′
pup + N

′
rur + N

′
v̇ v̇]

+
ρ

2
l3[N

′
∗u

2 + N
′
vuv + N

′
v|v|Nv

∣∣∣(v2 + w2)
1
2

∣∣∣]

+
ρ

2
l3

[
N
′
δr

u2δr + N
′
δrηu2δr

(
η − 1

C

)
C

]

+
ρ

2
l3N

′
vwNvw

+(xGW − xBB) cos(θ) sen(φ) + (yGW − yBB) sen(θ)

La fuerza de empuje de la hélice (T ) y sus correspondiente par de giro (Q) que
aparecen en dos de las ecuaciones anteriores pueden ser modelados de varias
maneras. El modelo más usado es el siguiente:
{

T = KT0D
4n2 (t) + KTJ (1− ωf )D3u (t) n (t) + KTJ2 (1− ωf )2 D2u2 (t)

Q = KQ0D
5n2 (t) + KQJ (1− ωf ) D4u (t)n (t) + KQJ2 (1− ωf )2 D3u2 (t) .

(13)
Aqúı u (t) es la velocidad de avance (es decir, la séptima componente del vector
de estado (1)), D es el diámetro de la hélice, ωf es un parámetro llamado
coeficiente de estela, y los coeficientes K∗ se obtienen experimentalmente usando
un modelo a escala. Véase [5, Chapter 4] para más detalles.
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[11] J. Muñoz, P. Pedregal, A refinement on existence results in nonconvex
optimal control, Nolinear Anal. 46 (2001) 381-398.
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