Curso 2021/2022

Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matemidticas Il - Soluciones Problemas Tema 5
Calculo en varias variables

-i n d ust r-l'a IE‘ g Aplicaciones del cdlculo diferencial de funciones de varias variables

atsii UPCT
1. Calcula la ecuacién del plano tangente de las siguientes funciones en los puntos indicados
a) f(z,y)=2%y*+2z+2yend=(1,0)
b) g(z,y) =senxcosy+ coszseny en d= (0,7/2)

ety
C) h(.’E,y) = m en a = (_17 _1)

Solucién: La expresién del plano tangente es la correspondiente al polinomio de Taylor de
primer grado de una funcién f (x,y) en un punto (zg, yo):

T (2,9) = J (a0, 90)+ V£ (00.0) (2 = 0, = 30) = f (@0, 90+ 5 (20,50) (& = 20)+ 5 (20,30) (0~ 20)

a) Se calculan cada uno de los elementos

flry) = 2% +22+2y= f(1,0)=2

Vi(z,y) = (20y° +2,22%y +2) VF(1,0) = (2,2)
Y se sustituyen en la férmula general
Ty (x,y) =24+2(x—1)+2y =2x+2y

En la siguiente gréfica se representan la funcién y su plano tangente en el punto @ = (1,0)




b) Se calculan cada uno de los elementos

g(xz,y) = senzcosy+ coszseny :>g<0,—>:1

Vg (z,y) = (coszcosy —senxseny,cosxcosy —senxseny) = Vg (O, g) = (0,0)
La ecuacién del plano tangente es

Tf(m,y):1+0-$+0-(y—g>:1.

En la siguiente gréfica se representan la funcién y su plano tangente

¢) Se calculan cada uno de los elementos

zt + o2
h(z,y) PR =h(-1,-1)=1
- B 423 (wQ + y2) — 2z (w4 + y2) 2y (x2 + y2) — 2y (ac4 + y2)
f (CL’, y) - (562 + y2)2 9 (1,‘2 + y2)2

B 220 + 22 (2$2 — 1) 2yz? (1 — 1:2)
- (22 +y2)? 7 (@242

y la ecuacién del plano tangente serd
Tp(zy)=1—(x+1)=—=x.

En la siguiente grifica se representan la funcién y su plano tangen



2. Calcula el polinomio de Taylor de grado dos de las funciones que se indican a continuacién:

()  f(x,y) = sen(z) cos(y) en el punto (0,0)
(b)  f(z,y) = (a2 — 3z)e¥ en el punto (0,0)
(€  flwyz)=12 -z en el punto (1,1,0)
Solucién:
a)

f(z,y) = sen(x) cos(y) = f(0,0) =0
Vf(z,y) = (cos(z)cos(y),—sen(x)sen(y)) = Vf(0,0) = (1,0)

—sen (z)cos (y) —cos(z)sen (y)

110 = (e —seniarety ) = A700= (5 )

El polinomio de Taylor de orden 2 es

T2 (:I:?y) =z

f ) = (@® = 32)e” = f(0,0) =0
Vi(z,y) = ((2:1@ —3) e’ 2y (z* - 32) ey2> = Vf(0,0) =(-3,0)

2

_ 2¢Y 2y (20 —3) " (2
Hf(a:,y)—<2y(2x_3)ey2 2(w2_3x)(2y2+1)€y2)=>Hf(0,0)—(o 0)

FEl polinomio de Taylor de orden 2 es

Ty (x,y) = —3z + 222



c) Para f(z,y) = § — z€”
flay) =" —2e"= [ (1,1,0)=1

1
vf (‘T7y7 Z) = ( - Zem’_x27_e$> = vf (151’0) = (17_17_6)
Yy Yy
—ze” _y% —e” 0 -1 -—e
—e* 0 0 —e 0 0

Y el polinomio de Taylor de orden 2 seria

z—1 z—1
1

TQ(m,y,Z):f(1,1,0)+Vf(1,1,0) y_l +§($_17y_172)Hf(17170) y_l
z z

z—1 1 0 -1 —e rz—1

T (z,y,2)=1+(1,—-1,—¢) | y—1 +§(a:—1,y—1,z) -1 2 0 y—1
z —e 0 0 z

1 _(y_l)_ez
Lzy2)=1+(@-1)-(y-D)-ezt5@-Ly-12)| —(@-1)+2(-1)
—e(x—1)

= 1+2x—2y—:py—xze+y2

. De una funcién f : R? — R, sabemos que

3 1 2
2 4 =2

a) A partir de estos datos, obtén una expresién aproximada para f (x,y, z) en un entorno del punto
(0,0,0).

b) Encuentra una aproximacién para el valor de f (15, 15, 15)-
Solucién:

a) Con los datos del problema podemos construir el polinomio de Taylor de orden 2

T
1

Laf (x,y,2) = [(0,0,0)+Vf(0,0,0) (z,y.2) + 5 (2,y,2) Hf (0,0,0) | y
z

1 3 1 2 x

= 2+(1,2—1)($,y,2§)+*($,y,2’) I -1 4 Y

2
2 4 =2 z

= 24z 42y — 2+ 32?4+ 22y + daz — y? + 8yz — 222



b) Usamos el polinomio obtenido en el apartado anterior y los evaluamos en el punto (10, %, 1—10)

1 1 1 1 1 1 1 11 11 1 11 1
onfl— ——] = 24—42— - —4+3— 42— — 44— — — — 48— — — 2
2f(10’10’10> +1O+ 10 10+3100+ 1010+ 10 10 102+81010 102
_ 2+3+3+2+4—1+8—2
a 10 100
_ +3+174_200+20+14_@
- 10 100 100 ~ 100

4. Utiliza la derivacién implicita para calcular la ecuacién de la recta tangente a la circunferencia de
ecuacién z2 + 42 = 1 en un punto genérico (g, o) con yo # 0.

Solucién: La recta tangente a una funcién en un punto (xg,yo) es el polinomio de Taylor de
orden 1 en ese punto. La funcién que obtenemos a partir de la ecuacion es

o(z,y) =2 +y* -1

Como (z9, o) es un punto de la circunferencia, se cumple trivialmente la primera condicién del
teorema de la funcién implicita

¢ (z0,0) =0 <= a5 +y5 —1=0

La segunda de las hipdtesis implica el cédlculo de la derivada parcial de la funcién ¢ respecto de

las variables dependiente que es

Oy B
C‘Ty (z,y) =2y

y como g # 0, estd claro que se cumple la segunda hip6tesis

0
A (w0,0) = 2yo # 0

Ay
La tangente en el punto (z, 3o) es la derivada de la funcién y (z) evaluada en ese punto, utilizando
la derivacién directa sobre la ecuacién

88x< 2+y(x)2—1> =020 +2y (v)y(x) =0 z+y (2)y(z) =0

y evaluando en el punto (zg, yo)
’ / / o
2o+ 4 (20) y (z0) = 0= ¢ (z0) yo = —z0 & ¥ (w0) = 0

Finalmente, la ecuacién de la tangente en ese punto serd

Tiy (x) = y (o) + ¢/ (20) (x — w0) = yo — 2 (x — o)
Yo

5. Comprueba que los circunferencias de ecuaciones (z —2)? 4142 = 2y 22+ (y —2)? = 2 son tangentes
en el punto (1,1).

Solucién: Como antes, las tangentes en un punto son los desarrollos de Taylor de orden 1 en ese
punto. Para comprobar el enunciado tenemos que probar que los polinomios de Taylor de orden
1 de las funciones definidas en forma implicita mediante las ecuaciones de ambas circunferencias



son las mismas en el punto (1,1). No obstante como el punto (1, 1) estd en ambas circunferencias
s6lo es necesario comprobar que la derivada en los dos casos es la misma. Primero comprobaremos
que las ecuaciones definen a y como funcién implicita de x

Fi(2,y) = (2 - 2)2 + 32 — 2 Fi(L1)=(1-2P+1-2=0
Circunferencia 1 =
8-Fl 8F1
oy (T =2 5y (L) =240
y
Fy(z,y) =22+ (y—2)2 -2 Fy(1,1)=14+(1-2%-2=0
Circunferencia 2 =
aFQ 8F2
— =2(y—2 =z = _
a9y (z,y) =2(y—2) 7 (1,1)=-2+#£0

Calculamos la derivada en cada caso. Para F}

Y (1) =2(z-2)4+2yy =0=2(1-2)+2y(1)y' (1) =0=-2+2/(1)=0=1¢' (1) =1
Para F>
v (1) =204+2(y—2)yY =0=21+2(y(1)-2)y (1) =0=2+2(1-2)y (1) =0=4 (1) =1

Graficamente podemos comprobar como ambas circunferencias son tangentes en (1, 1)

. Demuestra que la ecuacién
x3+y3—3xy—1:0,

define a y como funcién implicita de = en un entorno de (0, 1). Halla el polinomio de Taylor de orden
2 de y como funcién de z en zy = 0.

Solucién: La funcién que define la ecuacion es
p(zy) =2’ +y° —3ay — 1
Comprobamos las dos hipétesis de existencia de la funcién implicita en el punto (0, 1)

0(0,1)=03+1>-3.0-1-1=0



) )
P ay) =32 —3r= 22(0,1)=3-12-3.0=3 %0

dy Ay
Se cumplen ambas hipétesis y podemos poner de manera formal que y = y (z). El polinomio de
Taylor de orden 2 en el punto x = 0, serfa

1 1
y(0)+ 59 0z + 53" (0) z?

Para obtener las derivadas implicadas usamos la ecuacién

%( 3+y(x)3—3a:y(x)—1) =0= 32"+ 3y (2)*y (x) — 3y () — 32y (z) = 0

Dividiendo por 3
2 +y @)y (2) —y(z) =2y (x) =0

y sustituyendo en z = 0, teniendo en cuenta que y (0) =1
0% +y(0)*y' (0) =y (0) = 0-y (0)=0=y'(0) ~1=0=y (0) =1

Calculamos la derivada segunda, derivando sobre la ecuacién anterior

(@ @)~y @)~ ey (@) = 0

ox
22+ 2y (2)y (2)* +y (2)*y" (2) =y (z) =/ () —zy" (z) = 0O
22+ 2y (2)y (2)* +y (2)*y" (2) — 2y (z) —2y” (x) = O

sustituyendo en x = 0,

2-0+2y(0)y (0> +y(0)°y"(0) =24/ (0)—0-9"(0) = 0=
244"(0)—2 = 0=

y"(0) = 0

El polinomio de Taylor de grado 2 seria

(@) = y(O0)+ 3y 07+ o (0)47

p2(x) = 14z

. Demuestra que la ecuacién de la elipse
z? + 3% =12,

define a y como funcién implicita de x en el punto (3,1). Calcula el polinomio de Taylor de orden 3
de y(x), en zg = 3.

Solucién: La funcién que define la ecuacién es

v (z,y) :x2+3y2—12



Comprobamos las hipdtesis de existencia de la funcién implicita
©(3,1)=3+3-1-12=12-12=0

dp dy
—_— prd —_— 1 =
5y (020) =6y = 50 (3,1) =6 £0

Se cumplen ambas hipétesis y podemos poner y = y (z). El polinomio de Taylor de orden 3 en
el punto x = 3, seria

Y3+ 10 () (= 3) + oy (3) (&~ 3)° + 1y (3) (w — 3)

Como la funcién pasa por el punto (3,1), entonces sabemos que y (3) = 1. Para obtener las
derivadas usamos la ecuacion ¢ (z,y) =0

0
p <m2+3y(a:)2— 12) =0=22+6y(z)y (z)=0=z+3y(x)y (z) =0
sustituyendo en x = 3

343y3)yY(3)=0=14+¢y(3)=0=>9y(3)=-1

Calculamos la segunda derivada

i(x2+3y(m)2—12> = 0= 0

522 e (2z + 6y (z)y (z)) =0

= 246y (z)* + 6y ()" (x) =0

= 143y (2)*+3y () y" (x) =0

sustituyendo en x =3

4
143y (32 +3y(3)y"3)=0=1+3+3y(3)=0=9"(3) = -3
y otra vez para la derivada tercera
(@@ -12) = 0= (246 @ +6y(@)y" () =0
o3 Ox

= 12y (2)y" (x) + 6y (z)y" (x) + 6y (z) y" (x) =0
= 18y (z)y" (x) + 6y (z)y" (z) =0

= 3y (2)y" (z) +y(x)y" (x) =0

sustituyendo en z = 3

39 (3)y" (3) +y3)y" (3) = 0= 3(-1) (—) Ly (3) =0



El polinomio de Taylor de grado 3 buscado serfa

pa(@) = y(3)+ 1y ()@= 3)+ 5y (3) (e -3+ 5" () (@ - 3)

ps(z) = 1—1—1(—1)(3:—3)—}—1(—4) (2= 3) + = (—d) (z — 3)°

o también 5 16
p3 () = —§x3 + §x2 — 152+ 16

. Sea z = f(x,y) la funcién definida a partir de la expresién

3322 + et — 3y =e,

ox

Halla 2L (1,0), % (1,0) y determina la ecuacién del plano tangente a la superficie z = f (z,y) en
el punto (1,0).

Solucién: Como en el enunciado se indica que z es funcién de z e y a través de la ecuacion,
podemos obtener el valor de z para los valores de x = 1 e y = 0 sustituyendo en la ecuacién

303224l —3.0=ccel=ccltz=0c2=0
luego la funcién que determina la relacién implicita en el punto (1,0,0) es
o(z,y,2) =332+ — 3y —e
Ya hemos comprobado que ¢ (1,0,0) = 0. Comprobamos la otra hipétesis

Dy 3 4o O
— T2z 1 —
5 (r,y,2) =6y°z+e :>—8y(,0,0) e#0

La ecuacion del plano tangente a z = f(z,y) en el punto (1,0) es el polinomio de Taylor de

primer orden:
0z 0z

pl(m):Z(1=O)+%(170)($_1)+8y (1,0) (y — 0)

Como la funcién pasa por el punto (1,0,0) entonces z (1,0) = 0 y para obtener las derivadas
parciales usamos la ecuacién, derivdandola parcialmente respecto de x

2 3 2 z+z(z,y) _
ax<3yz(9[:,y) +e —3y—e> =0

0z 0z
3 hdad r+2(z,y) hied -
Gy 2 (2,y) 5 (@) +e <1 + o (ﬂ%y)) 0
sustituyendo en (z,y) = (1,0)

0z 0z 0z
03 oz 1+2(1,0) gz _ gz _
6-0°-2(1,0) =— (1,0) + e (1+ (1,0)> =0= (1,0) = -1



Y respecto de y

9 3 2 x+z(x,y) _
By (Sy z(z,y)° +e —3y—e) =0
0z 0z
2 2 3 Ye z+z(z,y) U7 _ _
002 (0,0)° + 657 (2.9) 5 (a.1) + 0 (ay) =3 = 0
sustituyendo en (z,y) = (1,0)
0z 0z 0z 3
9.0 246-0%2(1,0) — (1 —~(1,0)—3= = (1,00 ==
0% (2,9)? +6-0% (1,0) 57 (1,0) + 57 (1,0) =3 =0 = 22 (1,0) = -
El espacio tangente seria
0z 0z
= 1 — (1 —1 — (1 —
p@y) = 20,0+ 5 (1,0) @ =1+ 5 (1,0)(y=0)
3
p(x) = 0-(@—1)+ 2y
= 1—{—§y—93
e

9. Comprueba si la ecuacién
234+ 2y° + 28 —3ayz —2y+1=0,

determina una funcién z = f(x,y) en un entorno del punto (0,1). En caso afirmativo, calcula
% (0,1)y % (0,1), y la ecuacién del plano tangente a la superficie en el punto (0,1, f(0,1)).

Solucién: Como z es funcién de x e y a través de la ecuacién, podemos obtener el valor de z
para los valores de x = 1 e y = 0, sustituyendo en la ecuacién

0342 124+23-3.0-1-2-21+1=02=-1e2=-1
La funcién que determina la relacién implicita es
o (z,y,2) =23 +2° + 23 — 3wyz — 2y + 1
Ya hemos comprobado que ¢ (0,1, —1) = 0, comprobamos la otra hipétesis del teorema:

Dy 2 Dy
- - _ “0.1.-1) = -3 —
" (z,y,2) =3z 3xy = y (0,1,-1) 3—0+#0

El plano tangente a z = f (z,y) en el punto (1,0) es

P @) = F 0.0+ 5L O -0+ 5 00—

Para obtener las derivadas parciales usamos la ecuacion, derivdndola parcialmente respecto de x

0
e (x3+2y3—|—z(3:,y)3—3xyz(m,y)—2y—|—1> =0

0z 0z
2 2 _
3z 3z (ﬁa ?/) O (:I:a y) 3yz (-73, y) 3$ya$ (l‘» ?/) =0

10



10.

11.

12.

sustituyendo en x = 0, y = 1,con 2 (0,1) = —1

0z 0z
3— (0,1 3=0=—1(0,1) = -1
8:1:( D+ - 89[:( 1)
Y respecto de y
0
8—y(x3+2y3+z(m,y)3—3$yz(m,y)—2y+1) =0
6y2 + 3z (z,y)* g; (z,y) — 3zz (z,y) — Sxyg; (x,y)—2 = 0
y sustituyendo de nuevoen z =0,y =1, z(0,1) = —1
0z 0z 4
6+3—(0,1)—2=0= —(1,0) = —=
+ 8y( ) ay( )=-3
El espacio tangente (polinomio de Taylor de grado 1) seria
0z 0z
= 0,1 — (0,1 -0 — (0,1 -0
p@) = 200+ 5 0.1 @=0+5 0.1y-0)
4
p1(z) = —l—m—g(y—l)

Se considera la funcién z = f (z,y) que, en un entorno del punto (1,1,1), estd definida implicita-
mente por
24322y — P4y =3z —-1=0,

Obtén el polinomio de Taylor de grado 2 de tal funcién en (1,1).
Comprueba que la ecuacién
z4e* +2r4+2y—a>—y?—3=0,

determina a z como funcién de = e y en un entorno del punto (z,y,z) = (1,1 + /e, 1). Calcula la
ecuacion del plano tangente a la superficie z = f (z,y) en el punto (1,1 + /e, 1).

La ecuacion
2+ 92+ 22— 2=51

define a la variable z como funcién implicita de e y en un entorno del punto (6,—3) en el cual
z = z(x,y) puede tomar los valores z = 3y z = —2. Para z = —2, calcula la ecuacién del plano
tangente a la gréfica de la funcién z(z, y) en el punto (3, —2). Calcula también el polinomio de Taylor
de orden 2 de z(x,y) en el punto (3, —2).

Solucién: Consideremos la funcién F (z,vy,z) = 2 + 32 + 22 — z — 51, la ecuacién es equivalente
a poner F (z,y,z) =0.

Sustituyendo los valores x = 6 e y = —3 en la funcién, obtenemos
F(6,-3,2)=364+9+22—2-51=22-2-6

Para que z se pueda definir como funcién implicita del punto (6, —3, zp) debe suceder por una
parte que F' (6, —3, z9) = 0 y por otra que %—f (6,—3,20) # 0. De la primera condicién obtenemos

1+£yI+24 145

F(6,-3,20) =28 —20—6=0 2 = 5 5

=2z0=302)=—2

11



Para estos puntos aplicamos la segunda condicién

OF _
OF %(67_373)_57&0
a—(az,y,z) =2z2—-1=
% 9L (6,—3,—2) = —5#0

De forma que z se puede definir como funcién implicita tanto en un entorno de (6, —3,3) como
de (6,—-3,—-2).

La ecuacién del plano tangente a la grafica de una funcién z (z,y) en un punto viene dado por el
polinomio de Taylor de primer orden de la funcién en ese punto, en este caso el punto es (6, —3)
con z (6, —3) y tenemos que calcular el gradiente de z

0z 0z
y evaluarlo en ese punto.

Para la obtener derivada parcial respecto de & derivamos en la ecuacién respecto de esa variable,
donde debemos tener en cuenta que z = z (x,y), es funcién de las dos variables

0z 3} B 0 9 o9 9 B
9% = o2 (F(az,y,z)—O):—ax (z®+y*+2°—2-51) =0
9z(z,y)  Oz(z,y) _ 0z (z,y) _
2z + 2z (z,y) e Ba = 0=2z+ (22 (z,y) — 1) e 0
y sustituyendo en (6, —3), teniendo en cuenta que z (6, —3) = —2
0z (6, —3) 0z (6,—3) 0z (6,—-3) 12
2 . 2 —_ —_ 1 _—— 12 —_ _—— _— —— =,
6+ (22(6,-3) — 1) 5 0< 5 5 0& 5 s

Repetimos el proceso para calcular la derivada parcial respecto a y

0z 0 0
i Y (F _ Y2202, 51) =
o = 8y( (z,9,2) 0):>6y(x +yi 422 -2 -51) =0
Oz (z,y) 0z(x,y) _ 0z (z,y) _
2y + 2z (z,y) a9y 9y = 0=2y+ (22(z,y) — 1) oy 0
evaluando en el punto (6, —3)
0z (6, —3) 0z (6, —3) 0z (6,—3) 6
2. (— 2(=2) — 1N 2" g g5 g BT 2
(3)+C(-2)-1) =7 06 =6 -5 06 =g -
El polinomio de Taylor en (6, —3) serd
B 0z (6,—3) 0z (6,—3)
12 6
12 6

En la siguiente gréfica se han representado tanto la funcién, como el polinomio de Taylor (plano
tangente en (6,—3)):

12



Para obtener el polinomio de 2° grado hay que calcular la segunda derivada de z respecto de las
variables x e y, usando los resultados obtenidos anteriormente:

0?2 0 0z (z,y)\ 0 0 0z (z,y)\
es decir
9z (z,y) 9z (z,y) Py 0z (z,y)\* Py
2+2 D o +(2z (z,y) — 1) 5 = 0< 2+2 B +(2z (z,y) — 1) o - 0
y evaluando en (6,—3) con z (6, —3) = —2, az(gx—:%) =1y 6Z(gy_3) =-9
9z (6,—3)\ > 8%z (6,-3)
242 <8:1:> + (22 (6,—3) _1)T =0
122 9%z (6, —3)
2+2<5> +(2-(—2)—1)T =0
338 _0%2(6,-3) _ 0
25 Ox?
0%z (6, —3) _ 338
or? 125
Para la y,
0%z 0 0z (z,y)\ 0 0 0z (z,y)\
= o (e -0 ZE) —os Ly s (s -0 ZE0) —o
es decir
0z (z,y) 0z (1,y) o Paay) 0z (z,9) ) o Paay)
242 9 oy +(2z (z,y) — 1) o 0& 242 9y +(2z (z,y) — 1) o 0

13



y como antes

2+2<8z(6,—3)>2+(2z(6’_3)_1)82z(6,—3) = 0

oy dy?
6> 9%z (6, —3)
2+2<—5> —I—(2‘(—2)—1)87y2 =0
122 _9%2(6,-3) _ 0
25 0y?
de donde
9°2(6,-3) 122
oy2 125
Para la derivada cruzada 8?55@/ = a(fazx?
&’z 0 0z (z,y) 0 d 9z (z,y)
Z 2y + (2 B Pl 24 Z 29 +— (2 1 _
= o (e o -0 ) o L+ (@t -0 ZE00) —o
es decir 9z (z.5) 0z (z.5) 5 (2.)
z(x,y) 0z (x,y z(z,y)
2 pe a9 + (22 (z,y) — 1) yos =0
y en (6,—3)
0z (6,—3) 0z (6, —3) 9%z (6,—3)
2 2 —-3)—1)————=
oz Jy +(226,-39 -1 dyox 0
12 6 822 (Ga _3)
144 9%2(6,-3) 0
25 oy?
de donde

0%z (6,—3) 144
0yox 125

El polinomio de Taylor es el plano tangente anterior mds la parte correspondiente a las segunda
derivadas.

x—6 1 82256’2_3) 822(65_3) z—6
_ 2z z zdy
Iy (z,y) = z(6,-3)+ Vz(6,-3) < Y43 ) + 5 (r—6,y+3) 922(6,—3) 823;{3) < y+3 >

Yoz
= 2 (5) (G ) raeeomn (O ) (533)
= 24 (@6~ () o (= O+ 2 (y 3 — o (= 6) (y )
= 24 D@ 6) = (14 3)F g (0P o (3~ s (2 6) (y+)

260 432 216 169 , 144 6l ,
5 25 T 25 Y T 1257 T 1257V T 1257
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13. Comprueba que las ecuaciones
THy+22=2

zy+yz+zer=1

definen a las variables y y z como funciones implicitas de z, tales que y (0) =1y 2z (0) = 1. Calcula
el polinomio de Taylor de orden 2 en 0 para ambas funciones.

Solucién: Vamos a estudiar si el sistema de ecuaciones definido por
rH+y+22=2
zy+yz+ze=1

define a las variables y y z como funciones implicitas de z en el punto @ = (0, 1,1). Notar que en
este caso tendremos m = 2 y las funciones implicadas son, pasando todos los términos al primer
miembro de la ecuacién:

o1 (2,9,2) = z+y+2°—2

0o (2,y,2) = wy+yz+ze—1

Primero comprobaremos que el punto @ es solucién del sistema. Para ello sustituimos el valor @
en el sistema

0 (0,1,1) = 04+1+12-2=2-2=0

vy (0,1,1) = 04+414+40-1=0

En segundo lugar calculamos el determinante Jacobiano de las funciones ¢, respecto de las
variables dependientes, que en este caso son y y 2

¢y Opy
9 (¢1:2) _ dy 0z _ 1 2z
9 (y, z) 9y Opy T+z Y+
oy 0z

15



y evaluando en @ = (0,1, 1)

8(()017902) _ 1
9 (y, 2) (0’1’1)‘ _’ 1

Para construir el polinomio de Taylor de segundo orden, necesitamos calcular las segundas

derivadas de las funciones y y z respecto de x. Para ello, derivamos directamente las ecuaciones
del sistema, teniendo en cuenta que y =y (z) y z = z (x):

2
1‘_1—2¢0

% (()01 (CC, Y, Z)) =0

% (@2 (.Z‘, Y, Z)) =0

%<x+y(a:)+z(x)2—2> =0

L (zy (@) +y@)z(x)+z(@)z—1)=0

1+9 () +22(x)2' () =0

y (@) +ay (z) +y (z) 2 (2) +y (2) ' (2) + 2 (2) + 22" (z) = 0
L+y'(2) +22(2) 2 (z) =

)

y(@)+ (@ +2()y (2) + (@ +y ()2 () +2(x) =0

Y ahora evaluamos ambas ecuaciones en x = 0; teniendo en cuenta que

y(0) =1
z(0) = 1

puesto que las ecuaciones pasan por el punto (0,1,1), obteniendose
14+ (0)+22(0)2'(0)=0
y(0)+0-4(0) +4'(0)2(0) +y(0) 2 (0) +2(0) +0- 2 (0) = 0
144" (0)+22(0)=0 y' (0) + 22/ (0) = —1
<~

1+y(0)+2(0)+1=0 v (0) + 2/ (0) = =2

el sistema es lineal y tiene por solucién

Para obtener los valores y” (0) y 2” (0), tendremos que derivar las ecuaciones dos veces

2
% ((pl (.’1?, Y, Z))

% (% (901 (.T},y, Z))) =0

2
% (@2 (.1‘, Y, Z))

% (% (902 (.%',y, Z))) =0
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2 (L+y (x)+22(2) 2 (2)) =0
Sy (@) + (@42 (@)Y (2) + (@ +y(2) 7 (2) +2(x) =0) =0
y" () + 22 (2)? + 22 (x) 2" (¥) = 0
y' (@) + (1 +2 @)y (@) + (@ + 2 (@) y" (@) + (L+y (@) (@) + (@ +y ()" (x) + 2/ (2) =0
y" (z) + 22 (:(:)2 +2z(x)2" () =0

20 () + (x4 2 (2)y" () +2¢ (2) 2/ (z) + (x + y (2)) 2" (x) + 22" () = 0
que junto con los datos calculados y (0) =1, 2(0) =1,3'(0) = -3y 2/ (0) =1

y" (0) + 22 (0)* + 22 (0) 2" (0) = 0
2/ (0) + (0 + z (0)) " (0) + 23/ (0) 2’ (0) + (0 + y (0)) 2" (0) + 22/ (0) = 0
y" (0) +2+22"(0) =0
—6+9y"(0)—6+2"(0)+2=0
y" (0) + 22" (0) = —2

y" (0)+ 2" (0) =10

sistema que tiene por solucién

27(0) = —12

y'(0) = 22
Los polinomios de Taylor serfan
1
Py(z) = y(0)+y (0)z+ gy” (0)z? =1 — 3z + 1122

1
P, (x) = z(O)+z’(0)x+§z"(0)x2:1+x76$2

14. Comprueba que las ecuaciones
T+2y—22=0

zy+z—y=0

define a las variables = e y como funciones implicitas de z, tales que = (2) = 0 e y (2) = 2. Calcula
una aproximacién de dichas funciones mediante el polinomio de Taylor de orden 2 de ambas funciones.

Solucién: Vamos a estudiar si el sistema de ecuaciones definido por

r+2y—22=0

zy+2z—y=0

17



define a las variables z y y como funciones implicitas de z en el punto @ = (0,2,2). Hay que
notar que la variable independiente es en este caso la variable z, es decir, x = x (2) e y = y (2),
las funciones que relacionan las tres variables son

o1 (z,y,2) = z+2y—2°

oo (2,y,2) = wy+z—y

Primero comprobaremos que el punto @ es solucién del sistema. Para ello sustituimos el valor @
en el sistema

©1(0,2,2) = 042:2-4=0

©,(0,2,2) = 0-242-2=0

En segundo lugar calculamos el determinante Jacobiano de las funciones ¢, respecto de las
variables dependientes, que en este caso son x e y

991 9o,
9 (1, ¥2) _ or Oy _ 1 2 = 9 (p1, p2) _ 1 2
0 (x,y) Opy  Opy y -1 d(y.2) y z—1
or Oy
y evaluando en @ = (0,2, 2), comprobamos que no se anula
0 (@17 902) — 1 2
L w2 = =—1-4
@<, 4 70

Ambas hipdétesis permiten escribir z (z) e y (2).

Obtenemos las primeras y segundas derivadas actuando sobre las ecuaciones. Derivando una vez,
obtenemos las primeras derivadas

% (()01 (.'If,y, Z)) =0

% (@2 (:U,y,z)) =0
% (x(z)+2y(z) —22) =0

@ (2)y () +2z-y(2) =0
2 (2)+2y (2) —22=0

' (2)y(2) +z(2)y (2) +1 -y

Evaluamos en z = 2; teniendo en cuenta que = (2) = 0 e y(2) = 2 (puesto que las ecuaciones
pasan por el punto (0,2,2)), obteniendose

2 (2)+2y(2)—2-2=0

2 (2)y(2)+z(2)y (2)+1-y'(2) =0
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que tiene por solucién

(G BN \V]

v (2) =
Para obtener los valores z” (2) y 3" (2), tendremos que derivar la ecuacién dos veces

2
% (SOI (xayv Z)) =0

2
% (@2 (mayv Z)) =0

% (% (¢1 (2,9, Z))) =0

2 (2 (95 (2,9,2))) =0

% (' (2) +2y (2) —22) =0

L@ (2)y(2) +2 ()Y (2) +1 -y (2)) =0
" (2)+2y" (2) —2=0

" (2)y(2) +2' (2)y (2) + 2" (2) ¥ (2) + 2 (2) ¥ (2) =" (2) = 0
2 (2)+2y"(2)—2=0

a" (2)y (2) + 22" (2) Y (2) + 2 (2) y" (2) —y" (2) =0
que junto con los datos del enunciado y los calculados para la primera derivada: z (2) = 0,
y(2)=2,2'(2) =2y v/ (2) = 2, se obtiene

2 (2)+2y"(2)—2=0 2" (2)+2y"(2) =2
=
2" (2)y(2) + 22" (2)y (2) +2(2)y" (2) —y" (2) =0 22" (2) —y" (2) = -3¢
sistema que tiene por solucién

22

" (9 _ 2

v (2) 125
136
" 2 — I

y los polinomios de Taylor de segundo orden para z (z) e y (z) son

22

px(z)::v(2)+x'(0)(z—2)+%x”(0)(z—2)2:0+§(z—2)—ﬁ(z—2)2
Py () =y (@) +9 () (= 2) + oy (0) (2 = 2P =24 2 (— 2) + 1o (2 2)°
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15. Estudia los puntos criticos de las siguientes funciones, indicando su naturaleza:

(@) f(z,y,2) =2® +y*+ 22 —ay + z — 22 (b) g (z,y) = —42? — 5y

(c) h(z,y) = 422 + 53> (d) k(x,y) = 22 + zy

() l(z,y) =2’ +¢° (f) m (z,y) = 2°y*

(g) n(z,y) =23+ 9> — 32y + 4 (h) o(x,y) = 2® + 3zy* — 152 — 12y

(i) p(z,y,2) =6 —4z — 3y — 2z (2 +y* — 1) ()q(z,y) =6—4z -3y — 2 (2> +y> — 1)
(k) r(2,y) =222 —day +y* — 1
Solucién: Recordemos que los puntos criticos son las soluciones de la ecuacion

szO@ﬁ:O,kzl,...,n
a:Bk

a) f(z,y,2) =a® +y* + 2% —wy +x— 22

of
L (ay,2) =002 —y+1=0
of

= 2 — =
8y(ﬂr:,y,z) 0<2y—xz=0
—gi(gg,y,z):O@?Z—Z:O

Sistema lineal que tiene como unica solucién (cualquier método)

2

r = —c

3

_1

Yy = 73
z = 1

H(z,y,z) = -1

Calculamos la sucesiéon de menores

AMMH = 2>0
2 1
AH = det< >:4—1:3>0
-1 2
2 -1 0
AsH = det| -1 2 0 | =6>0
0 0 2



Podemos asegurar que el punto

es un minimo.

b) g(z,y) = —4x* — 5y?

dg B B
%(m,y)—O@—Sx—O
gi(x,y)—O@—IOy—O

Sistema lineal que tiene como tnica solucién

Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

H(z,y) = ( _08 _(10 )

Calculamos la sucesiéon de menores

AH (0,0) = —8<0
-8 0

AxH (0,0) = det< 0 10

>:80>0

Podemos asegurar que le punto (0,0) es un méximo (ver gréfica).
¢) h(z,y) = 4a® + 5y°
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Comprobamos que h(x,y) = —g(z,y) siendo g (z,y) la funcién del apartado anterior,
podemos decir por tanto que el punto (0,0) es un minimo de h (z,y) (ver gréfica).

d) k(z,y) =2 +zy

ok
_— — 2 e
8w(x,y) 0&2x+y=0
ok
8—y(z,y)—0<:>:v—0

Sistema lineal que tiene como tnica solucién

=0

Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

Hen=(15)

292



Calculamos la sucesion de menores
A1H(0,0) = 2>0

AsH (0,0) = det<f é>=—1<o

Podemos asegurar que le punto (0,0) es un punto de silla (ver grafica).
e) l(z,y) =2 +y°

ol
%(x,y)20@3x2:0
ol
@(w,y)=0@3y2=0
Sistema que tiene como tnica solucién
zr = 0
y = 0

Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

Hen= (% o)

Calculamos la sucesion de menores

0 0
AyH (0,0) = det(o 0>_0

Luego no podemos decir nada del punto (0,0) con estos datos. Sin embargo podemos com-
probar que es un punto de silla, puesto que por una parte f (0,0) = 0. También ocurre

f(z,z) =223

y sabemos que la funcién z3 tiene un punto de inflexién en = 0. Si z > 0 entonces
f(x,z) > 0= f(0,0), pero si z < 0, entonces f (z,z) < 0, lo que implica que cerca del
punto 0 hay puntos donde la funcién toma valores mayores y puntos donde la funcién toma
valores mds pequenos.
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f) m(z,y) = z?y?

0
a—?(x,y):0<:>2xy2:0
0
a—Z(m,y)zO(:)Q:chzo

Sistema que tiene como tnica solucién

x = 0

Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

2% dxy
H(J"?y) = < 41‘y 2$2 )

Calculamos la sucesion de menores
A1H (0,0) = 0>0

0 0
AyH (0,0) = det(o 0>_0

Y no podemos decir nada sobre el punto (0,0) con estos valores, sin embargo vemos que la
funcién es siempre positiva puesto que

222 > 0

y ademaés
f(07y) :f(ovx) =0< f('ray)

luego todos los puntos son minimos y habria infinitos.
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g) n(z,y)=a3+1y>— 3wy +4

on

ox
on

0y

De la primera ecuacién se obtiene y = x2, y si sustituimos en la segunda

(,y,2) =032 -3y=022=y

(,,2) =03y> -3r=0y’ =2

r =

que tiene por soluciones x = 0 y « = 1. Tendremos dos puntos P, = (0,0) y P» = (1,1).
Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

nen=(% )

Calculamos la sucesién de menores en cada punto. Para (0,0)
A1H (0,00 = 0>0

AsH (0,0) = det(_03 _03)2—9<0

que indica que es un punto de silla y para P» = (1,1)
ALH (0,0) = 6>0

AH (0,0) = det<_63 _63):36—9>0

es un minimo.
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h) o(x,y) = x3 + 3zy? — 15z — 12y

0
8—Z($,y,z) —0e322+32-15=0
0
8—Z(q;,y,z) =0& 62y —12=0
De la segunda ecuacion se deduce que = # 0 (y también que y # 0), asi que podemos poner
122
v= 6r x

y sustituimos en la primera ecuacién

2\ 2 12 4
3m2+3<x) —15:O®3m2+?—15:O@m2+ﬁ—520©$4+4—5z2:0

Ecuacién bicuadrética que se trasnforma en una ecuacién de segundo grado. tomando v = z2

w2 —b5u4+4=0

que tiene por solucién

54316 5+0 s+3 | w=4

u

2 2 2 w — 1
2:
Y podemos calcular los valores de x = ++/u
$1:2:>y1:%:1
1‘:\/41:
$2:—2:>y2:%:—1
x3:1:>y3:%:2
:L‘:\/I:
x4:—1:>y4:l:—2
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Calculamos el Hessiano para saber la naturaleza de los 4 puntos encontrados P; = (2, 1),
Py=(-2,-1), P3=(1,2) y Py = (—1,-2)

6z 6
i = (g o)

Calculamos la sucesiéon de menores

AlH = 6x
AoH = det bz Gy =36 (962 — y2)
2 6y 6z
Y comprobamos en cada punto

Punto ‘ A H (z,y) ‘ Ao H (z,y) ‘ Naturaleza
P =(2,1) 12>0 108 > 0 Posible minimo
Py=(-2,-1)| —-12<0 108 >0 Posible maximo
Py =(1,2) 6>0 —108 < 0 | Punto de silla
Py=(-1,-2)| -6<0 —108 < 0 | Punto de silla

i) p(:v,y,z):6—4m—3y—z(x2+y2—1)

(

gi(x,y,z):0®—4—2zwzo

14
—(z,y,2) =0 —3—-22zy =0
3y (z,9,2) Y
0
a—p(:c,y,z) =0 — (22 +3°-1) =0

P
De las dos primeras ecuaciones se deduce que = # 0, y # 0 y z # 0. Podemos por tanto
despejar x e y en cada ecuacién

9 4
T = ——=ot=—
z z
_ 3 29
4 = 92 4 T a2



y podemos sustituir en la tercera ecuacién

4 9 25 =
P4yl -1=0 —+-—=116+49=42 4= ="= =
22 422 4 R
Y con estos valores calculamos = e y
B 2 y 3 3
= — = —T = —=; = — 5 = ——
2 (3) 5 2(3) 5
5 N 2 4 3 3
F=75 r==—7"5y "5 Y= 7575y " &
2 (=3) 5 2(-3) 5
Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza
-2z 0 -2z
H(x,y,2) = 0 -2z —2
-2z -2y O
Calculamos la sucesién de menores
A1 H (x,y,2) = —2z
AoH (x,y,z) = det —2z 0 =42?
2 Y N 0 -2z )
-2z 0 -2z
AsH (z,y,z) = det 0 -2z -2y | =80*+¢)>
—2x -2y O
Y comprobamos en cada punto
Punto ‘ A1 H (x,y) ‘ AoH (x,y) ‘ AsH (x,y, z) ‘ Naturaleza
P =(-5-235)]-5<0 25> 0 -20<0 Méximo relativo
P=(%23-2) |5>0 25 >0 20 >0 Minimo relativo

3) q(z,y) =6 —4z — 3y — 2 (a2 + 4% — 1)
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0
—q(x,y,z):0<:>—%x—4:0

Ox
0q 4
— (r,9,2)=0& —3:y—3=0
oy DY:?) 5Y
Sistema lineal que tiene como unica solucién (cualquier método)
T = =5
15
Y=y

Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

H(z,y,2) = ( _0% 0 )

Calculamos la sucesion de menores
4
AH = —g <0
16

AQH = det( = 25 = 25

(SN
o
~——
=
|
o
I
|
\Y
o

Podemos asegurar que le punto

es un maximo.
k) r(z,y) =222 —day +y* — 1

of
e (r,y,2) =04 —4y =0

g—g(m,y,z):0<:>—4:v+4y3:0
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De la primera ecuacién tenemos x = y, y sustituimos en la segunda
—dy+4P’ =0y’ =yey=0y=1y=-1

Tendremos 3 puntos

P = (0,0)
P = (1,1)
Py o= (-1,-1)

Calculamos el Hessiano para saber su naturaleza

4 -4
H(m,y,z) = ( 4 12y2 )

Calculamos la sucesiéon de menores
AH = 4>0

_ 4 =4\ _ o9
AoH = det(_4 1y2)—48y 16

Y comprobamos en cada punto

Punto A1H (z,y) | A2H (z,y) | Naturaleza

P, =(0,0) 4>0 -16 <0 Punto de silla
P, =(1,1) 4>0 32>0 Minimo relativo
Ps=(-1,-1) | 4>0 32>0 Minimo relativo

Lo podemos comprobar en la siguiente grafica

Se aprecian los minimos en los puntos P y P3, mientras que en el punto P; se comprueba
)
que en unas direcciones la funcién crece y en otras decrece, por tanto es un punto de silla.
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16.

17.

Dada la funcién ,

:c2+y
F(o,y) = / et
0

Estudia su continuidad y diferenciabilidad. Calcula sus extremos relativos.

Solucién: La funcién del integrando es continua, asi como los extremos de integracién por tanto
la funcién serd continua. Ademds por el teorema fundamental del cédlculo integral la funcién es
derivable y su gradiente se obtiene mediante la regla de la cadena siendo

%75 (z,y) = e($2+y2)2% (12 + y2) = 2xe(x2+92)2 2 2
2 2 P 2
2 ) > Vf(z,y) = (QJ:e(x +y?) 7de(ﬂﬁ +y?) )
% (z,y) = ela*+v7) 8% (2 +9?) = 9ye(@+v?)

Calculamos los puntos criticos resolviendo las correspondientes ecuaciones
2 2
V1 (@) = (0,0) ¢ (20e 0, 25eH7)) = (0,0) 2 =y =0

Usando el Hessiano podriamos determinar la naturaleza de este punto critico

9%F

2
%T}; (CC, y) 0xdy (.Z', y)
Hf (z,y) = . i
Py PE ()
2e(z740°)" 4 gy2e(a*+v%)° (22 +v?) saye(s*+v)’ (2% +9?)
saye(™ ) (22 4 y2) 2e(e+07)" | 8y2e(407)” (22 4 y2)

y si evaluamos en el punto (0,0)

Hf(0,0) =
0 2

y claramente el punto es un minimo relativo estricto puesto que A1 =2 > 0y As = 4 > 0; ademés
podemos comprobar que es un minimo absoluto teniendo en cuenta que como el integrando es
una funcién positiva, junto con los extremos de integracién 0 < z2 +%2 implican que F (z,y) > 0
y ademsas F' (0,0) = 0, luego se cumple

F (z,y) > F(0,0)

Se considera la funcién

x t2
f(z,y) :ln(1+$2+y2) _/0 mdt

Estudia su continuidad y diferenciabilidad y en su caso calcula df (z,y). Calcula y clasifica sus
extremos relativos.

Solucién: La funcién es continua en R? puesto que por una parte el argumento de la funcién
logaritmo neperiano es siempre positivo y por otra el denominador de la funcién del integrando
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18.

no se anula, luego es continua y por tanto la funcién definida mediante la integral es ademds

derivable. Su gradiente se obtiene mediante la regla de la cadena siendo

2x z?
of — —
ox (17,y) 1+.’L'2+y2 (1+$2)2 9
VS (@) ( e :
Z,Y) = -
2
0 Yy
%Cawziigiﬂﬁ

Calculamos los puntos criticos resolviendo las correspondientes ecuaciones

2x x2 2y

Vf(x,y):(0,0)<:>< — >:(0,0)<:>x

T+22+9y2 (1422 1+224y2
Usando el Hessiano podriamos determinar la naturaleza de este punto critico
2(1+x2+y2)—4x2 2x(1+x2)—4x3

s 92 f

ox2 (ZL‘, y) dxdy (LU, y) (1+a2+y2)? - (1422)?
Hf (:I:’ y) = , ) =
2] 0

(Tra>+y?)”

y si evaluamos en el punto (0,0)

Hf(0,0) =
0 2

2y
L+a22+y? (1+x2)2’1+x2+y2>

—4zy
(1+a2+y2)?

2(1+x2 +y2) —4cy2

(L+a2+y2)*

y claramente el punto es un minimo relativo estricto puesto que A1 =2 >0y Ay =4 > 0.

Se considera la funcién Y

rral

f(x,y):ln(1+x2+y2)—/0

Prueba que el punto (1,0) es critico y clasificalo. Halla el polinomio de Taylor de grado 2 de f (z,y)

en el punto (1,0).

Solucién: La integral es inmediata

T2t z 2t
/ ﬁdt = / ﬁdt = arctan 22
o 1+1 o 1+ (¢?)

f(z,y)=In (1 + 22 + y2) — arctan 2

y por tanto

que es una funcién continua en R? puesto que por una parte el argumento de la funcién logaritmo
neperiano es siempre positivo. Su gradiente (también se puede obtener mediante la regla de la

cadena a partir de la expresion integral) es

2z 2z
Of (1) — -
R A AT 2 2% 2
v - y
Ve =TTy T 124y
of -~ 2y
@(w,y)— 1+x2+y2
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19.

donde
Vf(1,0) = (0,0)

y por tanto (1, 0) es un punto critico. Para calcular el polinomio de Taylor de grado 2, necesitamos
el Hessiano

o2 f o2 f 2(1+z2+y2)—4x2 _ 2(1—1—1}4)—81:4 —dzy
flay) 52z (@,9) dz0y (z,y) (1+a2+y2)° (1+a4)? (1+a22+y?)*
Hf (x,y) = =
O (wy) oL () _ ey 2(1te +y?) —dy?
Oyox \"? Oy ’ (1+a2+y2)2 (1+a2+y2)2
y si evaluamos en el punto (0,0)
1 0
Hf(0,0) =
0 1

y claramente el punto es un minimo relativo estricto puesto que Ay =1 >0y Ay =1 > 0. El

polinomio de Taylor es con f(1,0) =In(2) — §

Tof (z,y) = f(170)+Vf(1,0)(x,y,z)+;(m_l,y)Hf(l,o)(iﬁ;l)

_ (1n(2)—1)+;(w—1’y)<(1) ?)(x;l>

= (@)t gyl -0ty

Ajuste por minimos cuadrados. El ajuste por minimos cuadrados de los cuatro puntos (—1,4),
(0,1), (1,1), (1,—1) a una parabola de ecuacién y = ax?® + bx + ¢ requiere resolver el siguiente
problema de programacién no lineal: Minimizar f(a,b,c), donde

flabye)=A4—(a—b+e)?+(1—-c)?+1—(a+b+)?+(1+(a+b+c))?

Como en todos los problemas de ajustes de curvas lo que se pretende es minimizar la suma de
los errores que se cometen al aproximar los puntos por la pardbola, son problemas de la forma

N
E=> (yr— M ()’
k=1

siendo M (z) el modelo elegido en cada caso y N es el nimero de pares de datos (xg,yx). Por
ejemplo, para la pardbola serfa M (z) = ax® + bz + ¢

N
Z Yk — amk + bxy, + c;,c))2
k=1

v lo que se busca es el valor de los pardmetros a,b y ¢ que minimizan el error F/, en este caso

E=f(abe)=@l—a+b—c)+1-c)+1-a-b-—c)?+(1+a+b+c)?
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. Se trata de un problema de optimizacién sin restricciones y tenemos que buscar los puntos
criticos. Calculamos el Gradiente de f respecto a los pardmetros a,b y ¢ e igualamos a 0

E

88a = 24—-a+b—c)—-21—-a—-b—-c)+2(14+a+b+c)=6a+2b+6c—8=0

OFE

o - 2@—a+b—c)—2(1—a—-b—c)+2(1+a+b+c)=2a+6b+2c+8=0

OF

e = —24—a+b—c)—2(1-¢c)—21—a—-b—c)+2(1+a+b+c)=6a+2b+8c—10=0

Sistema lineal cuya solucién es

= 1
b = -2
c = 1

Y usaremos el Hessiano para comprobar que es un minimo
6 2 6
HE=| 2 6 2
6 2 8

y calculando la secuencia Ay

Al = 6>0
6 2

Ay = '2 6‘—36—4—32>0
6 2 6

As = |2 6 2|=(288+24+24)— (216 + 24 +32) =64 > 0
6 2 8

Luego todos los menores son positivos y el punto es un minimo. La pardbola buscada es

M(z)=2% -2z +1

Parsbola 2 — 2z + 1.
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20. Halla los extremos absolutos de f (z,y) = #*—zy-+y* en el recinto K = {(z,y) € R? : 2% + y* < 2}

Solucién: El conjunto K es el interior de la circunferencia de centro (0,0) y radio r = v/2. No
se tiene en cuenta la frontera puesto que se ha utilizado la desigualdad estricta, por tanto la
forma de resolver el problema es plantear un problema sin restricciones y luego comprobar si las
soluciones estdn dentro del conjunto K.

X L

2

Calculamos los puntos criticos z? — zy + vy

Vi(z,y) =0+
F=0e-a+2=0

que tiene como unica solucién el punto (0,0) y usando el Hessiano en el punto

Hf (z,y) = < _21 _21 > = Hf(0,0)= ( —21 _21>

vemos que A1H = 2 > 0y AsH =4—1 =3 > 0, lo que lo convierte en un punto de
minimo relativo estricto. Podemos comprobar en la grafica como las diferentes curvas de nivel
van disminuyendo hasta el origen, dentro del conjunto K.

X, L
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21.

El méximo se alcanzaria en la frontera, justo en la circunferencia, pero esos puntos no estan en
K, por tanto no hay mdximo, nos podemos acercar todo lo que queramos a la frontera sin llegar
a contactar con ella.

Calcula las dimensiones del cubo de volumen maximo que se puede incluir en una esfera de radio 1.

Solucion:

Sean (x,y, z) las coordenadas de la esquina superior derecha del cubo inscrito en la esfera de
radio 1. El volumen viene dado por el producto de las longitudes de los lados en las respectivas
dimensiones, es decir

Vi(z,y,z) = (22) - (2y) - (22) = 8zyz,

por otra parte el punto (z, y, z) estd sobre la esfera, asi que debe cumplir su ecuacién. El problema
se puede plantear como

Maximizar 8zyz

Sujeto a 2 +y?+22=1

que es un problema de Lagrange. Para resolverlo construimos el Lagrangiano
L(z,y,2z,\) = 8xyz+)\(x2+y2—|—z2 — 1)

y buscamos sus puntos criticos

%:8y2+2)\x20<:>4yz+>\$=0 (1)

2—5:8:5,2—1—2)\3/:0(:)41‘2—1—)\3/:0 (2)

L

g_y:8$y+2)\z:0(:>433y+)\z:0 (3)
g—§:x2+y2+z2—1:0 (4)

Restando (1) y (2) obtenemos

(Adyz+ Ax) — (dxz+ Ny) =0<= A(z—y)+4z(y—2) =0« (x —y) (A —4z) =0,
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ecuacién que nos dos opciones
y=x 0 =4z

Para el caso y = z, el sistema quedarfa
drz+ A =0 (5)
42 + X2 =0 (6)
202 4+22-1=0 (7)

De la ecuacién (5) tenemos
z(4z+A) =0

pero si x = 0, entonces no hay paralelepipedo, asi que podemos asumir
dz+A=0=> A= —4z

y sustituyendo este valor en (6)

2

a2 — 422 =012 =2

y usando ahora la ecuacién (7)

1 1
=lerl=-"sr=+—
3 V3
y como
1 1
P=t=s =+
V3

y de este apartado obtenemos 4 puntos

—_ (1L 1 1 - (1A 1 _ 1 (-1 _1 1 — (-1 _
P1_<\/§7\/§a\/§> PQ_(\/ga\/g7 \/g) P3_( 37 30 3) P4_( V3’
Para el caso A = 4z, el sistema queda como

dyz 4+ 4zx =0 (8)
4oy +422 =0 9)
2 +y?+22-1=0 (10)

De la ecuacién (8) obtenemos
4z(y+x) =0
y como para z = 0 no tendriamos paralelepipedo, entonces y = —x y sustituyendo en (9)

—42? 4422 = 0 = 2? = 22,

y usando (10)

1 1
x2+(—x)2+a:2—1:0@3952:1@952:g@xzi—

S

37



Y como en el caso anterior tendremos

1 1
22:x2:§<:>z:i—,

B

y otros cuatros puntos

(X _1 1 (1 _1 _ 1 (-1 1 1 (-1 1 _ 1
=(f-wwn) B=(vw) PF=(Hws) B=(HeE%h)
El problema nos ha dado los 8 vértices del paralelepipedo, como habiamos supuesto que (z,y, 2)
eran las coordenadas del vértice que hay en el primer octante, entonces deben ser positivas y

1 lucién serfa P, = (L, L, L iendo 1 imension 1 volumen del paralelepi
a solucién serfa P; T3 U3 v3 )0 Sie do las dimensiones y el volumen del paralelepipedo
maximo:

a = b:c:ﬁ

2 2 2 64
V(a,b,c) = SEﬁ%:ﬁ

22. Calcula las dimensiones del rectangulo de drea méxima que estd contenido en la elipse de ecuacién

2 2

z Yy 2
¥+b—2—R.

Solucién: Sean (z,y) las coordenadas de las esquina superior derecha del rectdanculo inscrito en
la elipse (ver figura) .

El drea del rectdngulo es base por altura, por tanto vendra dada por la siguiente expresién
Az, y) = (2z) - (2y) = day,

por otra parte el punto (z,y) estd sobre la elipse, asi que debe cumplir su ecuacién. El problema
se puede plantear como

Maximizar 4xy

2 2
a?
45 =1
a?

Sujeto a 2
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que es un problema de Lagrange. Para resolverlo construimos el Lagrangiano

22 2
L(a:,y,)\):éla:y—i—)\(az—i-bQ—l)

y buscamos sus puntos criticos

oL 2\

or "Wt gr=0 ()
oL 2\

7:4 — 1Y =

3y x+b2y 0 (2)
oL  x%*  y?

a et =0 0

De las ecuaciones (1) y (2) podemos despejar el multiplicador A

=222 ()

T

x
A= 2025, (5)
Yy
notar que es posible dividir por z, puesto que si z = 0, entonces de la ecuacién (1) se obtendria
y = 0 y por tanto la ecuacién (3) no se podria cumplir; lo mismo ocurre para la variable y,
tampoco puede ser nula. Igualando las ecuaciones (4) y (5)

2 2
T x
x Y b a
y podemos sutituir en (3)
2 2 2 2 2
X Yy x x 2 a
=t ot NG

y por tanto

1
2 _ 42

=b-=y=+—.
RN
Hemos conseguido 4 puntos que son los cuatro vértices del rectdngulo tal y como aparece en la
figura anterior.

a b a b a b a b
P = =y T =] P - T=y T T = > P = T T =y = > P = T T =y T =
Las dimensiones corresponden a los lados del rectdngulo

a
base = 2— = aV/2
V2

altura = 2\1/% = bV2

y el drea méxima serd
Area = 2ab.
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23. Se dispone de una cantidad fija de material para fabricar una caja rectangular. Calcula las dimensiones
de la caja para que su volumen sea el maximo posible.

Solucién: Para determinar las dimensiones de una caja rectangular de forma que contenga el
mayor volumen posible, pero utilizando para ello una cantidad fija de material. El problema en
forma abstracta se podria plantear en los siguientes términos

Maximizar Volumen de la caja
sujeto a Area lateral fija

Con el fin de resolver este problema habrd que modelizarlo matemdticamente, es decir tendremos
que expresarlo en términos matematicos. El primer paso para modelizar un problema de opti-
mizacién es identificar y definir las variables que estdn implicadas en dicho problema, en este
caso y puesto que estamos tratando de determinar el tamano de una caja rectangular, la opcién
m4s clara es considerar como variables sus tres dimensiones rectangulares usuales (ancho, largo,
alto) y que representamos con z, y, z.

Con estas variables, la funcién para la que tenemos que encontrar el mejor valor serd el volumen
de la caja que puede expresarse como

Viz,y,2) = zyz

A continuacién debemos tener en cuenta las limitaciones existentes sobre el material. Como este
material se utiliza para construir las paredes de la caja, necesitaremos considerar el drea lateral
de la misma, y si la caja tiene tapa, dicha drea serd

A(z,y,2) =2(zy +yz + 22)

Por 1ltimo, teniendo en cuenta que las dimensiones de la caja no pueden ser negativas el problema
puede expresarse matemadticamente como

Maximizar TYZ
sujeto a ycy—l—yz—i—zq::% .
z,y,z >0

Se pueden omitir las restricciones de positividad sobre las variables ya que por la naturaleza del
problema, los valores de estas variables deben > 0; si alguna de las variables x,y o z es nula,
entonces no tendremos caja y no habra volumen. La funcién Lagrangiana para este problema es

A
L(x,y,z,»=xyz+A<xy+yz+zx_2)

y los puntos criticos de L

(0L

= = 1
5 0 = yz+A(y+2)=0 (1)
L

gyzo = xz4+A(z+2)=0 (2)

VL=0 =

(891;:0 = azy+A(z+y)=0 (3)
oL A
a_o = xy+yz+zx—§—0 (4)
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24.

Restando (1) y (2) obtenemos
(yz+A(y+2)—(zz+A(z+2)=0& (y—2)(z+A) =0
Asi que o bien y = x, o bien A = —z. Pero si A = —z, entonces de la ecuacién (1)
yz—z2(y+2)=0=yz—2y —2°=0=>22=0=>2=0

y no habria caja. Asi que debe ocurrir y = x.

Restando (1) y (3) obtenemos
(z+A(y+2) - (@y+A(ez+y) =0 (z—2)(y+A) =0
Asf que o bien z = x, 0 bien A = —y. Pero si A = —y, entonces de la ecuacién (1)
yz—y(y+2)=0=yz—9y> —yz=0= 4> =0=9y =0
y no habria caja. Asi que debe ocurrir z = x.
Como x = y = z, usamos la ecuacién (4)

A A A A [A
a:y+yz—|—zx—§:0:>x2+:c2+x2:§:>3:c2:§:>x2:€:>a::i B’

por las condiciones del problema, sélo cogemos la positiva y el sistema anterior tiene como tnica

solucion
T=yY=2=1\]—= A==
Y 6 24°

Se considera el conjunto de tridngulos isésceles incritos en la elipse z? + 332 = 12, con vértice fijo
en (0, —2) y base paralela al eje OX. Hallar los tridngulos de drea maxima y minima.

Solucién: Si (z,y) son las coordenadas de uno de los vértices sobre la elipse, por la construccién
el otro vértice sera simétrico respecto al eje OY', es decir, tendrd de coordenadas (—z,y),

y
N
(-x,yﬁ \(x,y)
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25.

26.

27.

28.

de forma que la base del tridngulo tendrd longitud 2z, mientras que la altura serd (y + 2) y el
drea viene dada por

base x altura 2z (y + 2)
2 2

Az, y) = =z (y+2)

y el problema serd
Optimizar z(y+2)
Sujeto a 2?4+ 3y? =12

que resolvemos usando el método de los multiplicadores de Lagrange
L(z,y,\) =z (y+2) —I—)\(ac2 + 3y% — 12)
Buscamos los puntos criticos

IL =0 (y+2)+2x2=0
e—0ez+6\y=0

G =0 a?+3y2-12=0

De la segunda ecuacion
= —6\y

Halla los extremos absolutos de f (z,y) = 2%+ y? con la condicién 322 +y? 4622 =1y —y+2z = 0.

Solucién: Consiste en resolver el problema de Lagrange con dos restricciones

Optimizar 2 +y?
Sujeto a 322 + 2 +622-1=0
-y+2=0

Halla los extremos absolutos de f (x,%,2) = = + z en la esfera de ecuacién 2?2 + y2 + 22 = 1.

Solucién: Consiste en resolver el problema de Lagrange con dos restricciones
Optimizar T+ z
Sujeto a 2?4+ +22-1=0
Halla los extremos absolutos de f (x,y,2) = z en el recinto
K= {(a:,y,z) GR?’:z+ez—|—2x+2y—x2—y2—3:0}.

Nota: La tnica solucién de la ecuacién t +ef =1 est = 0.
Solucién: Consiste en resolver el problema de Lagrange con dos restricciones

Optimizar z

Sujeto a 24+ +20+2y—a22—y2—-3=0
Halla los extremos absolutos de la funcién f (z,y) = x4y + 2 condicionados por 2% +2y2 + 322 = 1.
Solucién: Consiste en resolver el problema de Lagrange con dos restricciones

Optimizar r+y+=z
Sujeto a 22 +2y2+322-1=0
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29. Resuelve el siguiente problema de programacién no lineal:

Minimizar ||93H2 :x%+x%+...$i
. - —
sujeto a a-T=c
a —
donde @ = (aj,as2, -+ ,a,) es un vector no nulo de n componentes, ¢ es una constante y = =

(1}1,.’132,"‘ 7$7’l) .

Resuelve el siguiente problema de programacién no lineal:

« . . 2
Minimizar lz||* =22 + 22 +--- 22
sujeto a
a-r=c
donde a = (ai,ag, -+ ,a,) es un vector no nulo de n componentes, ¢ es una constante y x =
(JJ]_,SCQ, o ;:En) .
Solucién: = = C”2a

lla
Es un problema de Lagrange o problema con restricciones de igualdad. Usando las componentes
de los vectores a y x, el Lagrangiano serd

L(21,...,0p) =25+ 25+ + 22+ X(a1z1 + - + apzy — )

y los puntos criticos se obtendrdn de la ecuacién VL = 0. Tendremos n ecuaciones para las
variables x

oL

y una para la variable A

oL
T%:alml+"'+an$n—czo (2)

Para cada valor de k en (1) obtendremos
2z + Aagp = 0,

de donde

y sustituyendo en (2)

A A
a1x1+ -+ apxTy, —c=0= a1 <al>+---+an<an>c:0,

sacando factor comun _TA

y despejando



Sustituyendo en la expresion de xy,

c c
T = ——Qp = ar = a
k 2 k CL%—F—{—(Z% k ”a||2 k>
es decir
c c c c
X = (21,...,2p) = <2a1,...,2an> = ——(a1,...,ap) = —=a.
[[all [l [l [l
. Halla los extremos absolutos de f(z,y) = x2y + y3 — 2xy, sobre el conjunto compacto K =

{(z,y) eR| z*+y*—22 <0}.

. Una placa con forma circular 22 4+ 2 < 1,se calienta de manera que en cada punto (z,%), la
temperatura viene dada por T'(z,y) = 22 + 2y? — x. Obtén los puntos de la placa donde se alcanza
la mayor y menor temperatura.

. Resuelve los siguientes apartados:

a) Calcula y clasifica los puntos criticos de f (x,y) = 23 +3® — 2y? — x + 16.

b) Calcula los extremos absolutos de f (x,y) sobre el conjunto compacto
K= {(a:,y) eRZ: 22+ 2 <25y 20}
Solucién:

a) Para encontrar los puntos criticos resolvemos la ecuacién V f (z,y) = (0,0)

of _ 2,2 q_
Vf(z,y) =0« of

= =0 = 2 _ 9y = 2

oy " 3y —2zy =0 (2)

En la ecuacién (2) sacamos factor comin la y para poner
yBy—2z)=0

que nos da dos opciones y =0y 3y — 2x = 0.
Para y = 0, sustituimos en la ecuacién (1)

1
3:62—1:0:>:U2:§¢

m =k = P=(-%0)

Para 3y — 2x = 0, es decir y = %x =92 = %azQ, volvemos a utilizar la ecuacién (1)
_ 3 _ (3 2
3 9 w=5= =% %)
322 fx2—1:0é—m2—1:0:>m2:ﬁ¢

— 3 _ 3 2
m4__¢7§:>P4_<_¢T§’_¢T§>
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Calcularemos el hessiano para estudiar la naturaleza de los puntos criticos

i =( 5 o, )

los menores principales son

AIIJf ($,y) = 6z
AofHf (z,y) = 36zy— 1222 — 4y

y evaluamos en cada punto (ver grifica)

Punto A1H (x,y) | A2H (z,y) | Naturaleza Color
P, = (J% o) £ >0 ~121 <0 | Punto desilla | Rojo

P, = (—\%,0) —\% <0 —12% < 0 | Punto de silla Verde
P; = (\/%—3, \/LTZJ \}—2% >0 4>0 Minimo relativo | Azul

Py = (—\/%—3, —\/%—3) —\}—3—3 <0 [4>0 Méximo relativo | Magenta

z:x3+y3—xy2—a:—|—16

b) Para calcular los méximos y minimos absolutos (que existen por el teorema de Weierstrass,
ya que la funcién es continua y el conjunto un compacto) de f sobre K, que estd representado
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en la siguiente gréfica

X L

2L

Conjunto K

Dividimos el problema en dos subproblemas.

Optimizar 23 + 3% — zy? -

Subproblema P1 { (2,9) € i

Optimizar 23 + 9% — zy? — z + 16
K=0KUK
K compacto

Problema P —
Optimizar 23 + 3% — zy? -

Subproblema P2 { (2,1) € 6K

El problema P1 es un problema sin restricciones que ya hemos resuelto en el apartado
anterior. Lo tnico que nos queda por hacer es comprobar cuales de los puntos criticos
cumplen las restricciones:

Punto y>0|a2+y2<2
1= (45.0) ST |1 VALIDO
:( %,0) SI | s VALIDO
- (%3 223) SI | sI VALIDO

Py = (—%, %73) NO | SI DESCARTADO

El problema P2 es un problema sobre la frontera del conjunto que estd definida por las
igualdades y que en este caso estd formada por dos curvas: la semicircunferencia de centro
(0,0) y radio v2 (22 4+ y*> —2 =0 con y > 0) y el segmento que une el punto (—/2,0) con
el (\/Q, 0) situado sobre el eje OX (y = 0). Tendremos que resolver dos subproblemas

w34y —ay? -2+ 16

Optimizar
y=0
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Optimizar 23 493 —zy?> — 2 + 16
22 +y2 —-2=0

Ambos problemas son de Lagrange. El primero es muy sencillo y se resuelve directamente
puesto que al ser y = 0, el problema queda

Optimizar 23 —z + 16

T € [—\/i, \/i]

que es un problema de optimizacién en una variable que resolvemos de forma usual, buscan-
do los puntos criticos de la funcién que estdn dentro del intervalo y comparando los valores
que toma la funcién en estos puntos y en los extremos del intervalo. Los puntos criticos son

7 € [-v2,v2]
~75 € [-V2,V2]

que estd en el intervalo, de hecho son puntos que ya hemos encontrado en el apartado
anterior. Tomamos los extremos del intervalo y ahora comparamos los valores de la funcién
en todos esos puntos

f(=v2,0) = (—\@)2 — (~v2) +16 = 19.414
f(— > - )2—<—\}§>+16:16.911
> 2

3
f(l 0 1> <1>+16—16911
3’ 3 V3 T

r(v20) = (\@)2 — (V2) +16 = 16.58

f@)=2"-24+16=f(2)=0&32>-1=0&2=

,0

Sl

Sl

El mayor valor se alcanza en z1 = V2 y el menor en xo = \/5, luego en la semirrecta
tendremos un maximo en el z; y un minimo en el punto x2, ambos con coordenada y nula,
lo que nos da 2 puntos en el plano

P = (—\/5, 0)

P = (x/i 0)

El segundo problema se resuelve utilizando los multiplicadores de Lagrange para tener en
cuenta la restriccién. Construimos el Lagrangiano

L(z,y,\) =23+ 93 — xy? —:1:+16+)\(m2+y2 —2)
y buscamos sus puntos criticos

%:0 = 322 —y?—1+2xx=0 (1)
VL=0=1{ $f=0 = 32-20y+29=0 (2
U=-0 = 2249y —2=0 (3)
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Despejando A de la primera y segunda ecuaciones y suponiendo z # 0

y* +1—32?

N =y’ +1-3z2=\=
2

En el caso de que x = 0, entonces la primera ecuacién nos da —y% — 1 = 0, que no tiene
solucién real.
y tenemos el punto P3 = (0,1), que cumple la tercera ecuacién, adicionalmente y susti-
tuyendo estos valores en la segunda ecuacién, obtenemos A = —1. En resumen tenemos un
primer punto solucién

Py=(0,1); A=—1
Suponiendo ahora y # 0, de la segunda ecuacién obtenemos
—r — 2y

c4+2y+22y=0=>2\y=—z -2y == 5
Yy

FEn el caso de que y = 0, y usando esa misma ecuacién obtenemos el valor z = 0, sin
embargo, el punto (0,0) no cumple la tercera ecuacién y descartamos este caso.

Example 1 Queda ver qué ocurre cuando x # 0 e y # 0, igualando los valores de A

l—y—22x —x—2y

= =2y (1 —y —2x) =22 (—x — 2Y) <= 2y—29°—4day = — 2% —day <= 2y—2y* -

2x 2y

de donde se obtiene la relacion
?=yt—y

y sustituyendo en la tercera ecuacion
P4yt -1=0 (V¥ -y)+y’ - 1=02y"—y—1=0,

ecuacion de sequndo grado que tiene por solucion

1+ I+8 143 y=1

y=—1

la solucion negativa no sirve puesto que y > 0. El valor positivo ya lo hemos obtenido
anteriormente ya que x debe ser 0. Por tanto, para esta parte de la frontera sélo tenemos
un punto: el Py = (0,1).El problema P2 es un problema de Lagrange con una restriccion de
igualdad, asi que construimos el Lagrangiano

L(m,y,)\):m2+y2+)\(3:2—2x+y2—3)

y buscamos sus puntos criticos

oL
5 0 = 2z+A(2x—-2)=0 (1)
oL

VL=0 = { 50=0 = 2+ A(2)=0 (2)
aL_ 2 2 _
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De la ecuacion (2) se obtiene, sacando factor comin 2y

2 (1+A)=0=y(1+A)=0

que proporciona dos opciones

14X = 0=XA=-1
Para y = 0, sustituimos en la ecuacion (3)
22 —22-3=0

que tiene por soluciones

Tr1 = 244 = 3
2+v44+12  24+£V16 2+4 2
xr = = = =
y utilizamos la ecuacion (1) para encontrar el valor de A
9 m=3=M=55=-{=-3
2+ A2z -2)=0& A= 555 =
z $2:—1:>)\1:27(671):g:2
Para A = —1, si usamos la ecuacion (1) llegamos a una contradiccion. Por tanto tendremos
en este caso dos puntos
3
Py=(3,0) y A= —3

P3:(7150) y)‘:2

Evaluamos la funcion en todos los puntos (frontera e interior)

f(P) = £(0,00=0+0*=0
f(R) = f(3,00=324+0%=9
F(Py) = f(-1,00=(-1)"+0"=1
El punto Py es el minimo global, mientras que P es el mdximo global.

33. Halla los extremos absolutos de f (z,y) = z*+y? en el recinto K = {(z,y) € R? : 2? — 2z + y* — 3 < 0}.

Solucién: El conjunto K es un circulo centrado en (1,0) y radio v/2

=204+ -3<0=>(z—1)2+4y2<2
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Como K es un compacto, dividimos el problema en dos subproblemas.

L
Subproblema Pl{ Optimizar 22 + y }

Optimizar 22 + 32 22 -2 +1y>—-3<0
Problema P{ K — KUK —
K compacto Optimizar CCQ + y2
p Subproblema P2

22 —2x4+9y*-3=0

El problema P1 es un problema sin restricciones, buscaremos los puntos criticos de la funcién y
comprobaremos si estd dentro del interior, verificando si cumple o no la restriccién correspondi-
ente. Los puntos criticos

g:() = 2x=0
ox

Vi(z,y) =0+
g—o = 2y=0
8y_ y=

sistema que tiene como solucién tnica el punto P; = (0,0), que estd en el interior puesto que

02-2-04+02-3=-3<0

El problema P2 es un problema de Lagrange con una restriccién de igualdad, asf que construimos
el Lagrangiano
L(z,y,\) :x2+y2+)\(m2—2$+y2 —3)

y buscamos sus puntos criticos

oL
5 0 = 2z+X2z—-2)=0 (1)
L
VL=0 = gy:O = 2y+A(2y) =0 (2)
oL 9
I -9 2 _ 9 _
[ 51 =0 = a?-20+2-3=0 (3)
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De la ecuacién (2) se obtiene, sacando factor comin 2y
2014+ AN =0=y(1+X)=0

que proporciona dos opciones

1+A = 0= A=-1
Para y = 0, sustituimos en la ecuacién (3)
2 —20-3=0

que tiene por soluciones

r1 = 244 = 3
2+V4+12 2+/16 2+4 2
xr = g = =
2 2 2 oy — % _
y utilizamos la ecuacién (1) para encontrar el valor de A
[ mo3oh-so—f—
2x+)\(2x—2):0<:>)\:2 5 =
z xgz—lj)\lzﬁngQ
Para A = —1, si usamos la ecuacién (1) llegamos a una contradiccién. Por tanto tendremos en

este caso dos puntos

3

Py =(3,0) y A= 3
Py =(-1,0) y A=2

Evaluamos la funcién en todos los puntos (frontera e interior)

f(P) = [f(0,00=0"+0*=0
f(R) = f(3,0)=3+0"=9

F(Py) = f(=1,0)=(-1)"+0"=1

El punto P; es el minimo global, mientras que P» es el médximo global.

y

41+

f

} } ‘ } |

-4 2 \ 2 4
-2




34. Consideremos una placa circular que ocupa la regién bidimensional Q = {(z,y) € R? : 2% 4+ y* < 1} .Supongamos
(2,2

que la distribucién de temperaturas de la placa esta dada por la funciéon T'(z,y) = %.gﬁuél
es el punto de la placa que estd mds caliente 7 ;Y el mds frio?
Solucién: El problema considerado es:

1— (2% + o2
Optimizar (4y)
sujeto a 2492 <1

El conjunto 2 donde buscamos el méximo y el minimo de la funcién es un circulo de radio 1,
que es un conjunto compacto, como la funcién es continua el teorema de Weierstrass garantiza
la existencia de méximo y minimo de la funcién dentro del conjunto.

Q={(z,y) eR?|2? +y* < 1}
El problema se divide en estudiar qué ocurre en el interior del conjunto 2 = { (z,y) € R2’ 2?2+ 2 < 1}
y en su frontera 62 = {(:x,y) c IR{2| 2 +9? = 1}_

1— (22 +9?)

En el interior tenemos que encontrar las maximos y minimos de la funcién f (z,y) = 1 ,

para ello buscamos los puntos criticos de la funcién

Ve =( 50 )= (§)er=v=o

En la frontera tenemos que resolver el problema de Lagrange
1— 2 2
Optimizar M

sujeto a 2?2 +y?=1

No obstante si 22 + y? = 1, entonces f (z,y) = 0 es constante sobre la frontera. Evaluando la
funcién en el punto (0,0) obtendremos

F0.0=

mientras que en la frontera
f(z,y)=0

En el primer caso tendremos un maximo y en el segundo infinitos minimos, que son todos los
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puntos de la frontera.

Para comprobar que T (x,y) es solucién de la ecuacién del calor recordemos que

en este caso

or _ =z
T T2
oar _ _y
oy 2:>

N[

N[

V(z,y)

Ff Pf
2 - < -
V= Ox? + Oy?
o*T  8°T

— 2 — — [
= veT ((%2

a2

€ R:z2?2+9y°=1= f(z,y)=0

(©Silvestre Paredes Hernandez
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