Matematicas I
Grado Ingenieria Eléctrica/Electrénica Industrial y Automatica

Examen de problemas, 28 de junio de 2014

1. Encuentre en C las singularidades de la siguiente funcién, indicando su tipo y calculando, si procede,
sus correspondientes residuos:

1

=)= sen () + cos (2) — /3

Solucién: Las singularidades de f (z) son los ceros del denominador, por tanto debemos resolver
la ecuacién:

sen (z) + cos(z) — V3 =10

Utilizamos la definicién de sen z y cos z en términos de la funcién exponencial para reescribir la

ecuacién como . ) ) .
1z —1z 1z —1z
S (et ~V3=0
21 2

Si hacemos el cambio

e¥ =w
como w # 0 se deduce que:
I
e ETy
De esta forma se obtiene una ecuacion en la variable w
+ ! 2 2
w——  w-+—
—1 1
w . w_ Gt P Fo
21 2 2w1 2w

Multiplicamos toda la ecuacién por el valor no nulo 2wi: y obtenemos una ecuacién de segundo
grado
(w? = 1) +i (w?+1) = 2wi V3= (1+i)w? — 2wiV3+(i—1) =0

que podemos resolver facilmente mediante la correspondiente férmula de segundo grado

_2i\/§i\/(2i\/§)2—4'(1+i)(i—1)_2i\/§i\/—_4_2i\/§i2i
N 2-(1+1) o 2(1+4) 2(144)

obteniendo dos soluciones

wy = <\/§+1> (1ii) :\/§2+1(1+i)

z(\/§i1> !

v (1+41)

wy = (\/§—1> (l—Zi—z) —\/52_1(14-1')

Con estos valores para wi y we y teniendo en cuenta el cambio que se hizo al principio del

ejercicio obtendremos, usando la definicién de logaritmo complejo € = w = iz = logw. Para
el cdlculo de estos logaritmos necesitamos la forma exponencial de w1 y we que es claramente

\/§+ 1 im/4
=—-c
V2

w1



P

-1 eirr/4

w1 =

&

por lo que

iz = log <\/§+1 (1+i)> ~In (ﬁ+1>+z’ (LLQIW) = 2 = —iln <ﬁ+l>+(z+2lm)

2 V2 4 NG 4

izs = log (ﬁ; La +z‘)> —In <E>+z (E +2k‘7r> = 25 = —iln (ﬁ_ 1>+(E —|—2k:7r>

NG 1 NG 1

Todas las singularidades son polos simples ya que como hemos visto anulan el denominador,
pero su derivada

D (z) =sen (z) 4+ cos(z) — V3= D' (2) = cosz — sen z

se anula en -
D' (z) =cosz—senz =0« cosz=senz & z = Z—i—/ﬁr

que no coincide con ninguno de los anteriores, por tanto son ceros simples de D (z) y polos
simples de f (z).

Para el célculo de los residuos en estos polos simples utilizamos la expresién
Res (f (2), z) = lm (z = 21) f ()

que al aplicar directamente

lim (z — zi) ! 29
2=z * sen (z) +cos(z)—v3 O
y por tanto debemos utilizar L’Hépital
Res (/ (=), 2) = lim (= — 2) 1 I : :
es(f(z),zp) = lim (2 — 2 = lim =
k) k sen (z) +cos (z) —v/3  z—z cos(z) —sen(z)  cos(zp) —sen (zx)

Podemos dejar este resultado indicado o podemos simplificarlo como sigue: En primer lugar
tenemos en cuenta que para zj se cumple

sen (z) + cos (zx) — V3 =0
por ser un cero del denominador, de donde
sen (z;;) = V3 — cos (z1,)

y sustituyendo en la expresién del Residuo

1 1 L
Res (f (Z) ,Zlc) - coS (Zk) — sen (Zk) N CcOS (zk) — (\/§ — COS (zk)) B 2 cos (Zk) - \/5

Seria posible simplificar ain més esta expresién utilizando la expresién de cos (zi) y los valore
de zp, pero hasta aqui el resultado seria correcto.



2. Determine el valor o valores de la constantes reales a, b y ¢ para que la funcién
_ 2 2
u(z,y) = ax® + bxy + cy

sea armonica. Determine a continuacién sus arménicas conjugadas.

Solucién: Para que u (z,y) sea una funcién arménica debe cumplir la ecuacién de Laplace

Uzg + Uyy =0 (1)
Se deriva u (z,y) respecto de x e y
Uy = 20T+ by = uzr = 2a
Uy = bx+2cy = uyy = 2c
y sustituyendo en la ecuacién 1:
20 + 2¢ =0
<~ =~
Uzz Uyy

De la ecuacién anterior se deduce que para que u (x,y) sea arménica debe ocurrir
a=—c
mientras que para b no hay ninguna restricciéon. La funcién debe ser de la forma
u(z,y) = a(a:2 —yz) +bry a,beR

Para el célculo de las armoénicas conjugadas de u (z, y), hay que utilizar las ecuaciones de Cauchy-
Riemann:

Uy = Uy

Uy = —Up

Tomando, por ejemplo, la primera de estas ecuaciones (aunque como siempre esta eleccién es
indiferente del resultado final):

Uy = Vy & 20T + by = vy

Si se integra respecto a y obtenemos la siguiente expresién para v (z,y)
2

b
v(w,y):/vydy:/(Zax—i-by)dy:2awy+%+<p(w)

donde ¢ (x) es constante para y; para encontrar su expresion derivamos v (x,y) respecto de x
Uy = 2ay + ()0/ (.1‘)

Utilizando la otra ecuacién de Cauchy-Riemann, el opuesto de esta expresién debe coincidir con
uy = bxr — 2ay
Uy = —vp = bz — 2ay = — (2ay + ¢’ ()

de donde se deduce que
¢ (z) = —bz



e integrando respecto a x se obtiene su expresién

b 2
¢ (z) =—%+keR.
Finalmente la expresién para v (z,y) serd
by?  ba? b
v(z,y) :2%‘?;-1-% —— thk=2ay+3 (y* —2%) +k

y la funcién seria

f(z,y) =a(2® —y) +bay +i (2a:vy+g(y2—:c2) +k>

que en términos de z se puede expresar como
b\ o .
f(z)= a—5i)z + ik
. Determine los puntos para los que la siguiente funcién:

f(z,y) = (g:3 + 3:1:y2) +1 (y3 + 3x2y)

es derivable. Encuentre la derivada en esos puntos.

Solucién: En los puntos en los que la funcién es derivable se deben cumplir las ecuaciones de
Cauchy-Riemann, sea zg = x¢ + iyp € C, un nimero complejo cualquiera, por tanto para que
f (z,y) sea derivable en z, se debe cumplir

Uy ($07 yO) = 3$% + 3y§
_ 2 2 o2 2
uz (z0,%0) = vy (wo,v0) = = 3z + 3yp = 325 + 3yp
vy (20, Y0) =

uy (0, %0) = 6x0Y0
Uy (z0,%0) = —vz(z0,y0)y = = 610y0 = —6x0Y0
vz (20, Yo) = 6z0y0

La primera ecuacién de Cauchy-Riemann se cumple para cualquier valor (zg, yo) ya que u; = vy.
La segunda ecuacién de Cauchy-Riemann es

Trog — 0
Uy = —Vg <= 63:03/0 = —6$0y0 ~ 12x0y0 =0= 6
Y =0

Luego los puntos donde se cumple esta ecuacién y por tanto la funcién es derivable son

P, = (anO)
y
Qy = ($0,0)

es decir los puntos sobre los ejes cartesianos. Calculamos la derivada de f (z,y) en esos puntos
utilizando su definicién

f(2) = (z+iy) = us +ive



Por tanto
F(Py) = f' (iyo) = uz (0,50) + ive (0,50) = 35
mientras que

F(Qy) = f' (z0) = Uz (0,0) + vy (70, 0) = 323

4. Determine la serie de Laurent de cada una de las funciones en los anillos que se indican. Indica en
cada una de ellas su parte regular y su parte singular

a)
f(z):ez—i—e% en |z| >0

b)
1

O=tm

en |z| <R
Solucién:

a) De forma directa, teniendo en cuenta la serie de Taylor de la funcién exponencial

n

o0
z
e —_—
e *E ] Vze C
n=0

como para z # 0 existe el complejo %, podemos utilizar el desarrollo anterior tanto para z,
como para % y obtendremos:

T L iy |
Fet=) S+d o
n:On' nzon.z

b) Un posible desarrollo seria

11 1/ 1 1 1 o=/ 2\" 1 2"
f<z>‘;z_R‘;<—§m>‘—ﬁz§(§) ~ L

=0

donde hemos tenido en cuenta que como |z| < R, entonces ‘iR‘ < 1.
cos (%)
_—\2) g
y222—2-1

v es la circunferencia de centro 0 y radio

5. Determina el valor de la integral:

en los siguientes casos:

a
b
c

d

v es la circunferencia de centro 0 y radio

v es el rectdngulo de vértices —i, —2 — ¢, —2 + 4, .

)
)
)
)

~ es el rectdngulo de vértices 2 +4, =2 +14, —2 —1, 2 — 1.



Solucién: Todas las curvas del problema son cerradas y la funcién del integrando es un cociente
de funciones derivables, por tanto tendremos que aplicar el teorema de los residuos. Para ello
procederemos en primer lugar a buscar las singularidades que son los complejos que anulan el
denominador

2:2—2—-1=0

que es una ecuacién de segundo grado con soluciones

z1 = 1
1
Z2 = —=
2 2

Notar que z; también anula el numerador
-1
cos— =10
2

por tanto esta singularidad es de tipo evitable y su residuo serd cero, por tanto no contribuye
en ninguno de los cuatro caso al cdlculo de la integral. Bdsicamente el problema consiste en
comprobar cuando la otra de las singularidades cae dentro de la curva.

a) Calculamos la distancia de la singularidad al centro de la circunferencia

1 1 1
d{—=,0)=2>~
( 2’ ) 2 ~ 4
por tanto la singularidad est4 fuera de la curva y aplicando el teorema de Cauchy la integral
es nula.

b) Calculamos la distancia de la singularidad al centro de la circunferencia

1 1
d<—§,0> =3 <1

en este caso la singularidad estd dentro de la curva y la integral vale

/ cos (%) dz — 2 Res ( cos (%) _1) — 2mcos(——z) = _gi 2
.

222 —z—1 222 —z—-1" 2

c¢) Para comprobar si la singularidad estd o no dentro de la curva, comparamos las coordenadas
de ésta (—1/2,0) con los limites del recténgulo

1
Eje OX : —2<—3 <0
EjeOY : —-1<0<1

por tanto la singularidad estd dentro de la curva y la integral vale lo mismo que en el
apartado anterior.

d) Como antes para comprobar si la singularidad estd o no dentro de la curva, comparamos
las coordenadas de ésta (—1/2,0) con los limites del rectdngulo

1
Eje OX: -2< 3 <2
Eje OY: —-1< 0<«1



por tanto la singularidad estd dentro de la curva, aunque en este caso estd recorrida en
sentido negativo, por tanto la integral vale justo el valor opuesto

/7@8 (%) dz = 2Z\/§7T
~ 3

222 —z—1

6. Calcule, aplicando la teoria de variable compleja, la integral real:

2m 1
dt 0<axl1
/0 1 —2acost + a? (0<a<i)

Solucidén: Es una integral real de una funcién trigonométrica. Haciendo los cambios correspon-
dientes
it

e’ =z
. et e 2241
cost = =
2 2z
it e—it 2:2 -1
sent = =
N 2i 2z
1
dt = ,—dZ
1z
la integral queda
2
1 1 1
/ 2dt - / 211 —dt
o 1l—Z2acost+a 1_2a%+a2zz
N

- 1/ 1 gt
i) —a2+(1+a?)z—a
8!

1 1
= __-/ 2 2 dz
i Jyaz2—(1+a?)z+a

siendo 7y (t) = €% con t € [0,27], la circunferencia unidad. Para esta funcién racional las singu-
laridades son los ceros del denominador

1+a?) +4/(1+a2)?—4a2 (1+a2)+4/(1-a2) 2 _q?
az2—(1+a2)2+a:0(:>z:( ) \/( @) ¢ :( @) (1-a% :(1+a)i(1 a’)
2a 2a 2a
y tenemos dos raices
_ (+a)+(1-a) 1
a= 2a a

2\ _ (1 _ .2
- (1+a) (1 a):a
2a




Teniendo encuenta que segtin el enunciado del problema a < 1 se deduce que % > 1 y por tanto
sélo z9 estd dentro de la curva, de donde por el teorema de los residuos:

1 1 1 1
__ dz = ——(2m
iLazz—(1+a2)z+a ® i(WZ)ReS(a%—(l—i—a?)z—i—a’a)
271 Res 1 a
= — 2T 5
a(z—a)(z—%)
1
- 2
"a(a-1)
B 2T
1 —a?

7. Resuelva mediante la transformada de Laplace el siguiente problema del valor inicial:

y" () +6y" (1) + 11y (1) + 6y (¢) = f(t) >0

donde

-1 t>1
Comprueba que la solucién obtenida cumple las condiciones iniciales, asi como la ecuacién diferencial.

Solucion: Para resolver la ecuacién diferencial

y" (t) +6y" () + 11y (t) + 6y (t) = f (t)

junto con las condiciones iniciales y (0) = 0, 3/ (0) = 0, y” (0) = 1234 aplicaremos la transformada
L a ambos lados de la ecuacién y utilizando las propiedades de linealidad y desplazamiento:

Lly" (t) +6y" (t) + 11y (t) + 6y (1)] (2) = L[f ()] (=)

Primero la linealidad

Ly @) () +6L [y (1)] (2) + L[y (1)] (2) + 6L [y (1)] (2) = L[f ()] (2)

y a continuacién la propiedad de desplazamiento junto con las condiciones iniciales

Lly@l(z) = Y(2)
LIy ®)](z) = 2LE®)](2) —y(0) =2Y (2)
L' ®)] () = 2V (2) =2y (0) =4/ (0) = 2°Y ()

r [yl// (t)] (Z) _ Z3Y (Z) N z2y (0) _ Zy/ (0) _ y/l (0) — Z3Y (z) — 1234



Sustituyendo en la ecuacién

BY (2) — 1234 +62%Y (2) + 112Y (2) +6Y (2) = L[f ()] (2)

(22 +622+1124+6)Y (2) = L[f(®)](z)+ 1234

Despejando Y (z
b ) LI[f )] (z)+ 1234

Y =
()= G ezt iz +6)

El valor de la transformada L [f (¢)] (z) puede obtenerse por una parte recordando el valor de la
transformada de la funcién de Heaviside para cualquier pardmetro a > 0:

L, (1)) (2) = si Rez >0

y expresando la funcién f (t) en términos de funciones de Heaviside:
f (&) =1(ho (t) = ha(t)) = 1ha (t) = ho (t) — 2h1 (t)

El valor buscado seré:

LI O]) = £ [ho (1) — 2k ()] (2) = £ [ho ()] (2) — 2L [ ()] (2) = ~ — 26— =1 22¢7

z z z

y sustituyendo en la expresiéon de Y (z)

L[f )] (z)+ 1234 1=2¢ ° 4 1234 1 —2e7% 41234z

Y (2) = _ _
(2) (234622 +112+6) (234+622+112+6) 2z(23+622+112+6)

Mediante la transformada inversa obtendremos el valor de y (t)

y(t):ﬁl[ 1—2e %+ 1234z ]()

2 (23 + 6224 112 + 6)
Por linealidad

—1 1 —1 e *? —1 1
Y <t) = L z(z3+6z2+11z+6)} <t) —2L [z(z3+6z2+11z+6)} (t) +1234L [(z3+6z2+11z+6) <t)

= LTV (2)](8) = 2L71 [Y2 (2)] (1) +1234L7 1 [V3 (2)] (2)

y1 () — 2y2 (t) + 1234y3 (t) .

Utilizando la propiedad de traslaciéon

—Zz

ya (t) =L m] (t)=ha(t) L m] t—1)=h )y (t—1)

Calculamos las dos transformadas mediante residuos. Para ello descomponemos el polinomio
(Ruffini)

B 46224+11z4+6=(2+1)(2+2) (2 +3)



Para el primer término de y (t)
0 = | : Jo=c| 1 (1) = £7 [ ()] ()
Yt 2 (2346224112 + 6) 2(z+1)(2+2)(2+3) !

= Res (e”"Y1(2),0) + Res (¢*'Y7 (2), —1) + Res (¢*'Y1 (2) , —2) + Res (*'Y7 (z),, —3)

Como son todos polos simples este calculo es directo:

ezt zt zt 1
Res (_z(z+1)'(z+2)'(z+3) J 0) = ;Lr%zz(z+1)_(z+2)_(z+3) lﬂ% (z+1)'(z+2)'(z+3_) 6
. 1, ezt o 1, ezt o e_t
Res (z(z+1 2+2)(2+3)° _1> o Zirgl (Z + 1) z2(z4+1)(2+2)(2+3) — Zinjl 2(24+2)(2+3) — _7
o 11 e?t — % ezt o 6_2t
Res (z(z+1 z+2)(2+3)? _2> - ZEEz (Z + 2) z(z+1)(2+2)(2+3) — Zim2 z(z+1)(z+3) 9
—3t
, ezt _ ezt _ (&
Res <z(z+1 2+2)(2+3)’ _3> 2211713 (2 43) 2(z4+1)(2+2)(2+3) — Zlimg z(z+1)(z+2) T 6
por tanto
b 1 et =2t 3t
nh=g-5+t%5 "5
El segundo término serfa
1 o1 g=2t-1)  o-3(t-1)
) = —2(=— — hy (t
(1) (6 — — ) (1)
Y A S 2t-1) | L —3-1)
= 3 +e e + ha (t)

Y para el dltimo término:

_ 1 _ 1
1 (23+622+112+6)} ® = £ 1[(z+1)(z+2

— pr—1 Py
Terual (U RASIT

= Res (e”Y3(2),—1) + Res (€”Y3(2), —2) + Res (¢*'Y3 (2) , —3)

De nuevo todos los polos son simples

5 t _ < et _ s e*t et €
Res (Y3 (), ~1) = Res (e —1) = i, G+ 1) e = I s = 5
2zt et ‘ et ’ e*t —2t
Res (¢*Y3(z),~2) = Res <(z+1)_(z+2)_(z+3)’ _2> = lm (2+2) crees = Jm GrGE) = ¢
. 2t . ezt , 6zt zt eigt
Res (Y3 (), ~3) = Res (mmrianery —3) = i, (2 +3) e = i, s =
por tanto

ys (t) = 1234 ot e 2 4 e
2 2

10



y la solucién buscada se obtiene sumando todos los términos:

y(t) = yn(t)+y2(t) +ys ()

_ <1 L1238 2467 o 370163t> n <_1 41 21 %63@1)) ha (1)

6 2 2 6 3

11



