Curso 2019/2020

Grado en Ingenieria Quimica Industrial
Matemidticas | - Problemas tema 6 - Soluciones
Aplicaciones Lineales

Nicleo e Imagen

industriales

etsii UPCT

1. Determina si las siguientes aplicaciones f : V — W, son o no lineales.

) V=W=R? flzy,2) = (22 +y,y — 32,0).

) V=W=R? g(z,y,2) =2z +y,y — 3x,8).
c) V=R, W=R f(z,y) =2*>+y—b5z.

)

2. Sean V' y W espacios vectoriales y sea f : V — W, una aplicacién lineal. Demuestra los siguientes apartados:

0) SIS ={Tr ., Tw)) CV = (S) = ({f (T1) - [ (T}
b) SiB={{v1,...,v,}) CVesbasede V=Tm(f) = {f(V1),...,f(Tm)}).
¢) Si f es sobreyectiva = dim (W) < dim (V).

3. iExistira una aplicacion lineal tal que f(1,0,0) (1,1),f(0,1,0) = (21,-3),f(0,0,1) = (-1,2) y
(0,3

£(1,0,1) = (=1,1)? §Y si fuera f(1,0,1) = )?:

4. Demuestra la ecuacién de las dimensiones para aplicaciones entre espacios vectoriales de dimensién finita, es
decir, si f:V — W es una aplicacién lineal, entonces se cumple

dim V = dim (ker f) + dim (Im f) .

5. Para las siguientes aplicaciones lineales f : V' — W calcula tanto el nidcleo como la imagen e indica las
propiedades de la aplicacion (ver si es inyectiva y suprayectiva).
) V=W=R3 f(z,y,2)=(z,x+y,—2).
) V=W=R3 flx,y,2)=(x —y+22,y —2z,x+22).
) V=R3W=R* fr,y,2) =(z,z+y,—2,y — ).
d) V=R4LW=R? f(x,y,2,t) = (v — 3y + 8t,2z).
) V=R3W =R? f(z,y,2) =(x+y+20).
) V=W=R? f@y,2)=@+y+z,04+y—22).

6. Sea f un endomorfismo de R? cuya matriz asociada respecto de la base canénica es

I
W = =
o O O
O = O

Halla la matriz asociada a f respecto de la base
B’ ={(1,0,1);(1,1,0);(1,0,0)} .
7. Se considera la aplicacién lineal
f:R? - R3

que cumple que
f(]-ao) = (273_ 1) y f(oal) = (07_2a3)



Dadas bases respectivas de R? y R3

B = {(_1’ 2); (3, 0)}

B = {(0,0,-1);(0,2,1);(-1,1,4)},
se pide obtener las matrices asociadas siguientes
@) Mc, e, () (B) My_o, () (&) M, (f)
siendo Cy la base canénica de R? y C3 la base candnica de R3.
. Supongamos que tenemos una aplicacién lineal
f:R*P >R’

y que consideramos en el primer espacio vectorial la base canénica C y en el segundo una base B. Supongamos

que
MC34>B (f): < _; 7(1) (2) >

Dado el vector v = (2,—1,2) € R? halla f (") 5. Halla los posibles W € R3 tales que f (W) = (2,4).
. Consideremos en R? la base
B={v,=(-2,1,1);72=(1,-1,0); v'3 = (3,2, -4)}

y el endomorfismo f tal que

1 -1 a
M, ,(f)= 1 -1 b-1
-2 2 c
siendo a,b,c € R tales que f (Vo4 U3) = U1+ U2

a) Justifica que a =2,0=3y c=—2.
b) Calcula la matriz de f respecto de la base canénica y su expresién analitica.

¢) Calcula ker (f) e Im (f). ;Es f inyectiva?;Es f suprayectiva?
. Consideremos en R? la base
B= {?1 = (17 _1a 0) ; ?2 = (0, ]-, _]-) ; Wii = (]-a 0; 1)}

y en R? la base
B' = {wl = (715 1) ; E)Q = (7170)}

Sea f : R? — R? una aplicacién lineal tal que

2 1 0
Mp_p (f) = ( 1 0 -1 >
Calcula:

a) La matriz de la aplicacién f respecto de las bases candnicas respectivas.

Calcula ker (f) e Im (f) y bases para estos subespacios.

)
b) La expresion analitica de dicha aplicacion.
¢)

)

d) ;Es f inyectiva?;Es f suprayectiva?

. Determina un endomorfismo f de R® que verifique ker f = {(z,y,2) € R®: 2 =0} y f(0,1,1) = (2,1, -1).



12. Determina un endomorfismo f de R3 que verifique ker f = {(z,y, 2)ER3: 2 —2y=0;x+2= 0} elmf =
{(z,y,2) eR¥ :x+y+ 2 =0}.

13. Determina la matriz asociada en las bases candnicas para cada una de las siguientes aplicaciones lineales:
a) En R? la proyeccién ortogonal de base U = ({(1,1,0);(0,1,—1)}).
b) En R3 la simetria ortogonal de base W = ({(1,0,1);(1,0,—1)}).

14. Consideremos los espacios vectoriales P3 [R] y P3 [R] de los polinomios de grado menor o igual que 3 y 2
respectivamente. En el primero de ellos tomamos la base B = {1,x7x2,x3} y en el segundo la base B’ =
{1,z,2%}. Se pide:

a) Matriz de la derivada. Consideremos la aplicacién que asocia a cada polinomio su derivada, es decir,

p(x) — D(p)(z)=p(2).
Comprueba que D es una aplicacién lineal y que la matriz asociada a D en las bases By B’ es
B—B’/

0100
=00 20
000 3

b) Matriz de la integral. Consideremos ahora la aplicacién que asocia a cada polinomio su integral, es decir,

I: PQ [R] — Pg [R]

Comprueba que I es una aplicacién lineal y que la matriz asociada a I en las bases B’ y B es

0 0 O
1 0 0
MB,HB (I) = 0 % 0
00 4

¢) Calcula ker D y ker I.
d) Comprueba que M, ., (D) M, (I) = I3, con I3 la matriz identidad de M35 (R). Nétar que esta

B' =B
identidad matricial es una epecie de versién matricial del Teorema Fundamental del Célculo: La derivada de

la integral de una funcién f(z) es ella misma, es decir, derivacién e integracion son operaciones inversas.

15. Los graficos por ordenador tratan con imdgenes. Estas imdgenes se mueven, cambian de escala, se giran y
se proyectan (imagenes 3D sobre planos e imdgenes 2D sobre rectas). Las tres dltimas transformaciones se
representan matemadticamente, en el espacio tridimensional, por medio de las siguientes aplicaciones lineales:

= Cambio de escala (Scaling o Rescaling en inglés):

S: R? — R3
v = (01,112,113) = 5(7) = (6101,02112,03113)

con ¢; >0, 1 < k < 3. Calcula la matriz asociada a S en la base canénica de R3.

= Rotacidn: una rotacién en el plano de dngulo 6 se puede realizar por medio de la matriz

cos) —senf
Q_<sen0 cos )

iCémo es la matriz que permite rotar vectores en el plano Y Z ?



» Proyeccion: en los cursos de Algebra Lineal casi todos los planos pasan por el origen. En la vida real, casi
ninguno. Dado un vector unitario 7 = (n1,n2,n3) y otro vector fijo ¥y = (v?,vg,vg) la proyeccién
de cualquier vector tridimensional v = (v1,v2,v3) sobre el plano de ecuacién nix + noy + nzz =
vinl + vang + vzng se calcula multiplicando el vector de coordenadas (vq, va,v3,1) por la matriz 4 x 4
(lamada de proyeccién)

o (B To\ (L-7- 7 0\ (L -7
0 1 0 1 0 1
Comprueba que la proyeccion del vector ¥ = (vy,vs,v3) sobre el plano XY se puede calcular mediante
el procedimiento anterior.

= Aunque en principio, una translacién es ficil de entender, sin embargo no es una aplicacién lineal. En
. — . . .,
efecto, comprueba que si ‘@ = (a1, az2,as) es un vector fijo, entonces la aplicacién

To: R3 — R3
— —
v = (vi,v9,v3) — T—= (V)=(a1 +v1,a2 +va,a3 +v3),
no es lineal. Por tanto, una traslacién en el espacio tridimensional no se puede representar por medio de

una matriz 3 x 3. Esta dificultad se soluciona aumentando en uno el tamafio de la matriz de modo que
., — L, . .
la translacién de vector @ = (a1, a2, as) se calculara por medio de la matriz

1 0 0 a
o 0 1 0 a9
= 0 01 ag |’
0 0 01

. , — . .
para ello hay que considerar las llamadas coordenadas homogéneas de un vector v, definidas como
— —
v = (v1,v2,v3) = VU = (v1,v2,03,1).

Demuestra que.

1 0 0 a1 U1
—\ = — 0 1 0 as V2
T (on) = an+ on = 0 01 as U3
0 0 0 1 1
Soluciones:

. (a) Si. (b) No. (c¢) No. (d) No.

. (a) Se usa la definicién de imagen. (b) Se usa la imagen de una base de mV. (c¢) Usando la imagen de
una base de V' como sistema generador de Im f

. No. Si.

. Teorfa.

. (a) ker (f) = ((1,-1,0)), Im (f) = ((0,1,0),(1,0,—1)), no inyectiva, no sobreyectiva. (b) ker (g) = (0),
Im (g) = R3, biyectiva. (c) ker(h) = (0), Im ( ) ({(0,1,0,-1),(0,1,0,1),(1,0,—1,0)}), inyectiva,
no sobreyectlva. (d) ker (k ({(0,0,1,0),(0,%,0,1)}), Im (k) = R?, no inyetiva, sobreyectiva. (e)

ker (1) = ((1,0,-1),(0,1, — )}, Im (l) = ((1 O)>, no inyetiva, no sobreyectiva. (f) ker (m) = ((1,—1,0)),
Im (m) = {((1,1,0),(1,—1, 1)), no inyetiva, no sobreyectiva.

3 3 3
. Mp_p (f) = 0 -1 —1
-2 -1 -1



10.

11.

12.

13.

14.

15.

2 0 -2 6 —9/2 —4

Mcy—cy (f) = 3 =2 )|\ Mpc, (/)= -7 9 |, Me—p (f)= 5/2 -1
-1 3 7T -3 -2 0
f(?)B = (350)7-]071 (w) = {(a,a—Z,a+2) | o ER}'

(a) Expresar v's + U3y U1 + ¥9 en coordenadas de la base B y aplicar linealidad. (b) M, o, (f) =

6 —1 6
4 0 4 |;f(z,y,2)=(6z+y+6z,4c+ 42,8z +y+82) (c) ker f =< {(1,0,—1)} >;Im f =<
—8 1 -8
{(3,2,-4),(-1,0,1)} > .(d) No inyectiva, no sobreyectiva.
1 1 3
(a) MC:}"CQ (f) = ( §2 _2 _2§ . (b) f(xvyaz> = (%y - %ZL’-’- %Za %ZL’ - %y - %Z) (C) kerf =
2 2

2
-3.3):(3,-3):(3,-2)})- (d) No inyectiva, sobreyectiva.

{0, =3, D)}); Im f = ({

—~

0 0 2
La solucién no es tnica, una podria ser: Mp_.gf=1 0 0 1
0 0 -1
1 0 1
1
La solucién no es tnica una podria ser Mo_.cof = 0 1 g
-1 -1 =2
2
2 1 1 1 2 2
@P=:|1 2 -1 ].(b)S=3(2 1 =2
1 -1 2 2 =2 1

(a) Se obtiene derivando cada polinomio de B = {1, x, 22, x?’}. Se obtiene integrando cada polinoimio de
B' = {1,z,2%}. (b) ker D = ({(a,0,0,0)}), ker I = {0}. (c) Multiplicar las dos matrices.

cc 0 0 1 0 0 (1) (1) 8 8
(a) Mcy—c, (S) = 0 c2 0 |].(b) | O cosf —senf |.(c) P = 00 0 0 (d) No
0 0 c3 0 senf cosf 000 1

lineal. Multiplicar la matriz por el vector.
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