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1. Aplica la definicién para hallar las derivadas de cada funcién en los puntos que se indican:

a) f(x)=c¢, VzeR b) g(x) =22, VzxeR ) k(z) = &35, paraxzy=1

Solucién: La definicién derivada consiste en el cdlculo de este limite

flath) = f(a)

!/ — 1/
f'(a) = lim Y
a) La funcién es constante para cualquier valor de z, por tanto
i LEEN =@ ez 0 9 oo
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
b)
h) — h)? — a2 24 2xh 4 h? — 22 2xh + h?
P Gl ) 1 O PN e ) el PO e e et PN L NP VR AR
h—0 h h—0 h—0 h h—0 h h—0

¢) La funcién en zy = 1 vale
1-1

Valor que utilizaremos al calcular la derivada correspondiente

(Ath)—1 h

E(1+h)—k(1 3 )
lim (I+h)-k1) _ lim AHm7+2 — i (ERH2
h—0 h h—0 h h—0 h
, h
= lim ———
h=0p, [(1 +h)?+ 2}
L

Podemos comprobar efectivamente que & (1) = 1 utilizando la derivada analitica de k (z) y evaluando
dicha derivada en el punto 1 :
-1\ —2?+22+2 -12+2+2 3
K (z) = :Z; — "+ x—2|— =K (1) = +2+2_ 3
x4 +2 (2 +2)

1
(1+2?2 9 3

2. Calcula los puntos de la gréfica de cada funcién cuyas rectas tangentes en dichos puntos formen el dngulo 6
con la parte positiva del eje OX:

[SIE

a) f(x)=a’—4, =1 b) g () = senx, recta tangente horizontal c) hiz)=e*, 0=

Solucién: La pendiente de la recta tangente es la tangente del dngulo que forma esta recta con el eje OX
luego en cada caso nos piden el punto xy para el que se cumple

1’ (zo) = tan (0)

en cada caso.



a) Calculamos f’ (x)
fa) =2z

y usando la ecuacién anterior
71' 1
I (wo) Ztanz S2r0 =129 = 7

b) Calculamos ¢’ (x)
g (z) = cosx

y para este caso como la recta es horizontal, el d4ngulo es 0
T
g (x9) =tan0 < coszg =0 & 29 = (2k + 1) 5

habria infinitos puntos en los que ocurre esta circunstancia.
¢) Calculamos f’ (z)
fa)=e
En este caso el dngulo es 5 y por tanto la tangente a la curva deberfa ser una recta vertical con
tangente co y en este caso no existe solucién, puesto que

f’(zo):tang@eizoo@xﬂoo.

3. Analiza la continuidad y la derivabilidad de cada funcién:

x2 <0 20+ 5 r<-—1 2 =5 T <2
a) f(z)= b) g (z) = c) h(z) =
2x z <0 x2 z>—1 3r— 17 T >2
1
- x <0 l| x#0
d) k(x) = r e)l(x)= z f) m(z) = |2? — 4]
22 x>0 1 z=0
1
= x#0
gn)=4q h) o(z) = [z + 3|
1 =0

a) Como en cada tramo la funcién es un polinomio, sélo tenemos que comprobar cudnto vale la funcién
a izquierda y derecha en los puntos donde la funcién cambia de expresion
22 <0
flx) =

2x <0

estos valores deben ser iguales para que la funcién sea continua.
F(07)=(0)*=0
z=0= = f (0_) =f (0+) = Continua en 0.
f(0H)=2.0=0

Ahora veamos si es derivable calculando las derivadas laterales en el punto 0 y teniendo en cuenta

que f(0) =0
_ . f(O+h)—f(0) , (h) . h? ,
' = qm LUV EIE) g I i Py b=
/ (O ) hg})lf h hi%l* h hg{)lf h hir})l* 0
H0F) = g LOHM-FO) . f) 2
fo7) =l 3 Jim = = lim S = lin

luego [/ (07) # f(0T) y la funcién f no es derivable.



b) Como en cada tramo la funcién es un polinomio, sélo tenemos que comprobar cuénto vale la funcién

a izquierda y derecha en los puntos donde la funcién cambia de expresion

2¢ +5 z < -1

g(z) =
x? > —1

estos valores deben ser iguales para que la funcién sea continua.

f(-17)=3

r=-1= = f(-17) # f (-1") = Discontinua en — 1.

f-1%)=1=0

Como la funcién no es continua en —1, entonces tampoco puede ser derivable.

Continuidad en x = 2:

h(27) = 22-5=-1
h(2F) = 3.2—-7=-1
es continua en —1.
Derivabilidad:
_ (24 k) =5) —(=1)
W(2o) = m MEFRZRE g ( ) ~ lim
k—2- k k—2- k k—2——
h(24Ek)—h(2 24+k)—7)— (-1
W(2Y) = i PEERZR@ g BEHEH DD g
k—2- k k—2- k k—2——

y la funcién h (z) no es derivable en 2.

Continuidad en z = 0:

E(OF) = 2:0°=0

y por tanto la funcién no es continua en 0.

Continuidad en z = 0:

107) = tim o w28 = m —1— 1
z—0- T r—0— X r—0—

[0 = tim 2= tim © =l 1—
z—0t I r—0t X rz—0t

y por tanto la funcién no es continua en 0.

La funcién estd definida como
2—4 Si 22—-4>0
4—z2 Si 22—-4<0

o de forma equivalente por trozos como

K2 + 4k
T m k+4—6
k k—2——
— lim 3-3
k—2——



La continuidad estd garantizada puesto que es la composicién de dos funciones continuas, un poli-
nomio de grado 2 y la funcién valor absoluto. Estudiamos ahora la derivabilidad en los puntos x = —2
y x = 2. Parax = -2

2
) —m(=2 (=2+h)"—4) —(0) —4 2
m’ (_2_) = lim m(=2+h) —m(-2) = lim ( ) = lim Lh =—4
h——2- h h——2- h h——2- h
3 ol 4—(=2+h)*) = (0) 72
2 2 4
m(—2t) = i 2R EmED ( ) T et oy
h——2- h h——2— h h——2— h
y no serd derivable. Mientras que para x = 2
_ 4—(2+h)") = (0) b — B2
Vo o m(2+h)-m(2) ( ) L 4h—h*
m(27) = M h =, h e S !
2
24 h) —m (2 2+h)"—4)-(0) 4h + h?
w(21) = i MEER M@ e ( ) — lm My
h—2- h h——2- h h——2- h

y tampoco es derivable en este punto.
g) La funcién n (x) no es continua en = 0 y por tanto no serd derivable.

h) La funcién o (x) es contiuna en todos los reales, pero no es derivable en —3.

4. Calcula las rectas tangentes a las gréficas de cada funcién en sus correspondientes puntos de inflexién:

2

a) f(x)=22% - 322 — 122+ 7 b) g (z) = ze™ ™ C)h(x):?—lnx

Solucién: Recordemos que los puntos de inflexién se obtienen al buscar los ceros de la derivada segunda,
es decir, resolviendo la ecuacién

f'(@)=0
a)
f(x) =622 —6x —12= f" (x) =122 — 6
De forma que
1

6

v la pendiente de la recta tangente en ese punto seria

1 11 27
— (=) =6>—6--12=-=L
" f(2> 172 2

y como debe pasar por el punto (%, f (%)) = (%, %) la ecuacion de la recta tangente solicitada es

_ w1y, !
Yy=77 2) "3

203 — 322 — 122+ 7



Y 100!

b) Para g (z) = xe™®
g@)=e?—ze=(1-x)e "

mientras que
g (x)=—e"—(1—x)e*=(x—2)e "

de forma que como e~* > 0 y no se anula en ningin punto
(r—2)e"=02=2
La pendiente de la recta tangente en ese punto seria

o1

m=g (2)=—e ==

y la ecuacion de la recta tangente, que debe pasar por el punto (2,g (2)) = (2, 26_2) , €S

0.25

0.20 1

0.15




22
¢) Para h(z) = 5 Inx

1 1
Wa)=z—-=h(z)=1+—
(@) ==~ =B (@) =1+

La segunda derivada no se anula y por tanto no hay puntos de inflexién.

% —Inz
5. Calcula la derivada de cada funcién:
a)f(x)—m_g b) (x)—M c) h(z) = sen® 22
a1 I = T2 -
arctan® z — sen 22 o (-1
d) k(z) = . e) [ (z) = arcsen (M) f) m (x) = cos (cos (cosx))
g) n(z) = sec? x — cosec x? h) o(x) = 52sene — g4 i) p(z) = (gc)gc2
j) q(z) = senax® k) 7 (z) = (cosz)” 1) s (z) = garctan® =

Solucién: Usando las reglas usuales de derivacién tendremos

a) Cociente.
x—3 (x+1)—(z—3) 4

@)= T W= =

b) Cociente.

(z-1)°
In 22

2(:1371)111:527% B Q(xfl)lnzz—% 2z (z—1)lna? -2

(In22)? B (In22)? B (In22)?

g(x) = =g (z) =

¢) Funcién compuesta. Para estos casos es mejor realizar la derivaciéon paso a paso:

hz) = (@)= () =3(()"fi(2)
fi(z) = sen(fa(2)) = fi(z) = f3(x)cos (f2(x))

fale) = 2°=fi(a) =22

W (z) = 3x(sen fy(x))”cos (fa (x)) f5 (z)
= 3 (sen (91?2))2 cos (m2) 2x

= 6z cosx? (sen xz) 2

d) Cociente y funcién compuesta.

arctan® z — sen 22

k(x) =

X

(3 arctan® z ( ) — 2x cos x2> T — (arctan3 T — sen x2)

1
1+4+a2

= K (x)= —

(3 arctan® ¢ — 2z (1 + x2) Ccos x2) xr — (arctan3 T — sen x2) (1 + m2)
x2 (1 + 22?)




e) Funcién compuesta:

(z) = arcsen’ (i;;) @) = fi (@) =1 (@) = 2f (@) f| (2)
fi(@) = arcsen(fs(x)) = f](x) = &)2
1= fa(2)
ozl o, (@+2)—(x-1) 3
fle) = x+2:>f2(m) (z +2)° (z +2)°
por tanto
/ %
I'(z) = 2arcsen(f2(x)) 1027(“@) — 9 arcsen (:r - ;) (z+2) :
- h (@) (=)
1 2
= 2arcsen <x — ) (z+2)
x4+ 2 3 2z+1
(z+2)?

6 (x—l)
= arcsen
32z +1)(z+2) z+2

f) Funcién compuesta

m(x) = cos(cos(cosz)) = cos(fi (z)) = m' (z) = —f; (z)sen (f; (z))
filz) = cos(fa(z)) = fi(x) =—f;(z)sen(fz(x))

fa(x) = cos(z) = fi(x)=—sen(z)
y por tanto

m'(z) = —fi(z)sen(f1(z))
= fy(z)sen (f2 (x))sen (cos (f2 (x)))
— —sen (z)sen (cos (z)) sen (cos (cos (z)))
g) Usamos el teorema de la funcion compuesta de forma progresiva
n(z) = sec’z—coseca’ = fi ()" = fo (fs (x)) = n' () = 2f1 (z) f{ (z) + f5 (f3 (2)) f3 ()

sen tanx

fi(z) = secx= = fi(z) =

COS T cos2x  cosT
CcoST cotx
= = @ 4 e S —
f2 (®) cosecw senzx f2 (@) sen?x  senzx
fa(x) = 22= fi(x) =22



y por tanto

h) Utilizamos la derivada directa

2f1 () f1 (x) + f5 (fs (2)) f5 (@)

1 senz cos 2

2x

coszcos? T (sena?)?

2

2senx  2xcoszx

cos? (sen :c2)2

2 tan z sec? x + 2z cot 2 cosec x2

o(z) = 525" — g% = o/ (z) = 2In5 (cosz) (52°"%) — 423

i) Usaremos la expresion

ab — eblna

tomando a = x y b = 2 para expresar p (x) como

y ahora calculamos su derivada

1 2
P (z) =& n® (z*Inz) = v’ nw <2x lnw+x2> = ()" 2zlnz + )
T

q(z) =senz” = ¢ (z) = (cosz®) (")

y por otra parte

/

% = ewlnl‘ = (x.L)/ _ ewlnw (aclnx)/ — % (lnm—i— 1)

por tanto

q () =27 (cosz”) (Inz + 1)

r(z) = (cosz)” = e n(0s2) =/ (z) = =In(cos2) (1 n cosz)’ = (cosz)” (Incos — = tan z)

s (.’I?) — xarctaHQ T

arctan? x arctan x
T -
1+ 22

6. Demuestra las siguientes desigualdades:

T
a)tanxzx,en0§x<§

_ e(arctan2 :v) Inz = 8/ ({E) _

e(arctal’l2 I) In(z) ((arctan2 $) In (Z’))/

In(z) +

arctan? z
T

b) e* >

1
,enxz >0 lnzx<z,enz>1
T

a) Dado z € [0, g[ utilizamos el teorema valor medio de Lagrange en el intervalo [0, z] para la funcién
tan (). Dicho teorema nos dice que como tan (z) es derivable en [0, 2], entonces 3¢ € [0, z] tal que

tan (z) — tan (0) = (1 + tan® (€)) x = tan (z) = z + z tan® (£)
>

Como = > 0 y tan?¢ > 0 entonces xtan? (¢)

obtenemos

0 y sumando = a ambos lados de la inecuacién,

z+ ztan? (€) >z
| —1
tan(x)



b) Dado z € [0, co[ utilizamos el teorema valor medio de Lagrange en el intervalo [0, z] para la funcién
e®. Dicho teorema nos dice que como e* es derivable en [0, z], entonces 3¢ € [0, x] tal que

- =e(z—-0)=e" —1=ae = e” =14zt
Como z > 0 y siendo e® una funcién creciente sucede e > e = 1, luego zet > 2e° = x luego
e >1+x

Por otra parte como x > 0, entonces 1 + z > 1 y por tanto sus inversos cumplen la desigualdad

contraria, es decir, ﬁ < 1 de este modo

1
e >1+zx>1>
14+z

¢) Estd claro que la desigualdad también es cierta para x = 1, puesto que
In1=0<1

y entonces podemos considerar z € [1,00[ y utilizando el teorema del valor medio de Lagrange en
el intervalo [1, 2] para la funcién Inz. Dicho teorema nos dice que como Inx es derivable en [1,z],
entonces 3¢ € [1,z] tal que

1 rz—1
Inz—Inl=-(z—1)=lhes=—
5( ) 3

Ahora bien, como & € [1,z] entonces £ > 1y por tanto sus inversos cumplen la desigualdad contraria,

es decir, % <1, ademds = > 1 por tanto z — 1 > 0 y se cumple

rz—1 rx—1

<
£ 1
——

Inz

=x—1<zx

7. Demuestra que
|senz —seny| < |z —y|;Va,y € R.

Solucién: Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z < y, notar que si z = y la desigualdad se cumple
de forma trivial. Aplicaremos el teorema del valor medio de Lagrange a la funcién senz en el intervalo
[z,y]. Puesto que senx es derivable con derivada cosz, entonces debe existir £ € [x,y] que cumple

seny —senz = cos§ (y —x) = [seny —senzx| = [cos§ (y — z)| = |cos ]| - |(y — z)]

pero sabemos que
cos¢] < 1

luego
cos¢] - [(y —z)| < 1-|(y — )

como querfamo demostrar.
8. Calcula las derivada n—ésimas de cada funcién:
a) f(z) =1n(kx), k>0 b) g (x) = cos (kx) c) h(z) =z d) k(z) = ze®

a) Calculamos las primeras derivadas

Gk W~ O S
|
x>~
H|
[V}




estd claro que

£ @) = (1" = ke = (1)

xn

b) Calculamos las primeras derivadas

f ()

cos (kx)
—ksen (kx)
—k? cos (kx)
k3 sen (kx)
k* cos (kx)
—k5 sen (kx)
—kS cos (kx)
k" sen (kx)

O UUA W~ O S

podemos ver que el ciclo se repite cada 4 derivadas, por tanto

k*™ cos (kx) n=4m

—k*mtlsen (kz) n=4m+1
1 (@) =

—k*m*+2cos (k) n=4m+2

k*m*3sen (kz) n=4m+3

¢) Calculamos las primeras derivadas

estd claro que

d) alculamos las primeras derivadas

estd claro que

GUs W~ O

f (@) = (z +n)e”

9. Representa graficamente las siguientes funciones:

2

a) f(z)=23—62>+9z b)g(x) =—at+2? c)h(x):x m_l
Dm@) =1 8 n()=log(e*~9)

24z —4

sen xr

j) g(x) =senzcosz k) r(z)=Sh(x)

10

n—1)k




Solucion:

a) f(x)=2%—62%+9x
b) g(z) = —a* + 22

z? —
¢) h(z)= xl
1
@) k@) =
2 l(x)_z2+zf4
N m@ =
9) n(x) =log (z* —9)
h) o(a:):ac.e_w
) pio)= 2
j) q(z) =senxcosx
k) r(x) = Sh(x)
l) s(z) =Chuz

10. Calcula, si es posible, los extremos absolutos de las siguientes funciones en los intervalos que se dan:

24 2x _a2
Rl [0, 3] c)h(z)=e* enR

a) f(x)=12%—3en [-2,2] b) g(z) =z +

Solucién: Como las funciones son continuas sobre los intervalos, en los dos primeros casos, el teorema
de Weierstrass garantiza la existencia de méximo y minimos de cada una de las funciones sobre los
correspondientes intervalos, ya que estos son compactos. En todos los casos vamos a proceder del mismo
modo, buscaremos los posibles extremos en el interior del intervalo, lo que llevard a la bisqueda de los
puntos criticos y después compararemos con los valores de las funciones en los extremos de los intervalos.
En el dltimo caso el intervalo no es compacto y por tanto no hay garantia de la existencia de extremos y
en este caso sélo tendremos en cuenta los puntos interiores.

a) Para puntos en (—2,2)
filx)=32>= fl(z) =032 =0 2=0

Sélo estd el punto 0, que ademds estd dentro del intervalo. A este punto le anadimos los extremos
del intervalo para obtener los candidatos a extremo

E={-2,0,2}
evaluamos la funcién f; en cada punto
FE)={f(=2),7(0),f(2)} ={-11,-3,5}
y por tanto

Tmin = —2

Tmix — 2

Lo podemos comprobar si representamos la funcién en ese intervalo

11



b) Para puntos en (0,3)
24+2r 23+3x+2

f2($)=33+$2+1= 2+ 1
f@) = B3l -2w(@ sty ot-dass
i (22 +1)° (22 +1)°
folz) = 0er*—dx+3=0&(z-1)7(@*+22+3)=0sa=1

Las raices complejas del segundo polinomio no sirven, asi que el tinico punto es 1 que estd dentro del
intervalo. Anadimos los extremos
E={0,1,3}

y evaluamos la funcién en todos los puntos

y por tanto

LTmin
Tmix — 3
Lo podemos comprobar si representamos la funcién en ese intervalo

¢) Para puntos en (—oo, 00)

fi(z) = —2we™™

fi(x) = 0 —2ze ™ =0 2=0
Usando en este caso la segunda derivada
U (z) = —2eF 4 dz2e ™

y evaluando en el punto encontrado
£ (0)=-2<0

luego es un méximo. Como no hay mas puntos la funcién no tiene minimo. Notar que la funcién
es la conocida funcién campana de Gauss utilizada en Estadistica, tiene un méximo en 0 y asintota
horizontal en y =0

11. Calcula entre todos los nimeros positivos cuyo producto es 16, aquellos que tienen suma minima.

Solucién: Si z,y € R son los niimeros buscados, entonces el problema consiste en

Minimizar z+4y
Sujetoa  xy =16

z,y >0

Despejando la variable y de la ecuacién
16
y=—
x
y sustituyendo en la funcién objetivo, el problema consiste en

16
Minimizar T+ —
T

x € (0,00)

12



12.

Para ello buscamos los puntos criticos
, 16
ffla)=0e1-5=0z=40r=—4
x

Como z > 0 sélo nos quedamos con la positiva. Evaluamos la segunda derivada

32
1 (z) = 3
y evaluamos en el punto critico obtenido antes
32 1
1 (4) = 61-3 > 0= 2y =4 es un minimo.

La solucién es
r=y=4.

Calcula el punto de la pardbola y = 22 de menor distancia al punto P = (1,2),

Solucidén: La situacién se representa en la siguiente gréafica

Si z,y € R son los numeros buscados, entonces usando la distancia entre los puntos P = (1,2) y (z,y), el
problema consiste en

Minimizar \/(33 - 1)2 +(y — 2)2
Sujeto a y = a?

Sustituyendo y = 22 en la funcién objetivo, el problema consiste en

Minimizar \/(:E — 1) + (22 — 2)?

ze€R

En los problemas de célculo de distancias se utiliza la distancia de la funcién al cuadrado, ya que es una
funcién més sencilla de manejar, esto es debido a que f (z) y /f (z) tienen los mismos puntos criticos
como se puede comprobar facilmente:

=0«& f'(x)=0

S
S~—"

En este caso el problema consistird en
Minimizar (z — 1) + (2% — 2)2 =zt -3z -22+1
zeR
Si buscamos los puntos criticos de la funcién objetivo

fllz)=0s2@z-1)+2(z>-2)22=0& 42— 62 -2 =0.

Usando Ruffini obtenemos la raiz xg = —1, la ecuacién de segundo grado resultante de la divisién tiene
por raices 1 = # y x1 = %

Evaluamos la segunda derivada
" (x) =122% -6

13



y evaluamos esta derivada en los puntos criticos que hemos obtenido antes

/" (=1) = 6> 0= Minimo

I <1 +2\/§>

f”(l_\/g> = 6—2V27 < 0 = Méximo

6 + 2v27 > 0 = Minimo

luego el punto buscado es

14v3 (14v3) _ (VB VB
2 2 - 7 2

En la figura vemos una representacion de la funcién objetivo donde se pueden apreciar dos minimos locales
1+v3 1-v3

en el —1y en el =5, asf como el maximo local en ==
de minima distancia respecto a la parabola

.y en la siguiente gréfica la ubicacién del punto

13. Calcula las dimensiones del triangulo is6sceles de drea maxima y perimetro 30cm.

Solucién: En un tridngulo isésceles hay dos lados iguales y uno desigual como el de la figura
y=—x+1

Supongamos que b es la longitud de la base y [ la de cualquiera de los lados iguales (ver imagen). Por el
enunciado se cumple
b+ 20 = 30.

La funcién que queremos maximizar es el drea que viene dada por

_bh
T2

A

y h se puede obtener usando el teorema de Pitdgoras

2
h=al12 — é :M
2 2

1
A= ib\/4l2 —b?

Maximizar ib\/4l2 — b2

Sujetoa b4 2l =30

y sustituyendo en A, obtenemos

La funcién a maximizar es

I,b>0

14



14.

Por comodidad despejaremos 2! de la ecuacién
21 =30 — b= 41> = (30 — b)*

y sustituyendo en la funcién objetivo, el problema consiste en

Maximizar 1by/(30 — b)* — b2

b€ (0,00)

Para ello buscamos los puntos criticos de

flz) = ib\/900 ~ 600

1 300 1 900 — 90b
"(z)=0& = \/900—60[)—):0(:):
f'(@) 4 ( /900 — 60b 41/900 — 60b

Evaluamos la segunda derivada para conocer el cardcter de este valor

1 60 900b
4\ /900 — 60b \/(900 ~ 600)°

y evaluamos en el punto critico obtenido antes

£ @)=~

3
7 (10) = —1\/5 < 0= z¢ = 10 es un méximo.

La solucién es 30— b
b=10:>l:T_:10.

Luego el tridngulo es equilétero.

Calcula la distancia minima del origen a la curva zy = 1.
En la siguiente gréfica representamos la curva indicada

Si z,y € R son los nimeros buscados, entonces el problema consiste en
Minimizar /22 + 32

Sujeto a zy =1
Como antes, para simplificar, utilizaremos la distancia al cuadrado
Minimizar 2?2 + 3>
Sujetoa axy=1
Despejando la variable y de la ecuacién

Y=
z

y sustituyendo en la funcién objetivo, el problema consiste en
Minimizar 22+ —
72

Buscamos ahora los puntos criticos

2zt — 2
x =0 & gt

2
! _ —
f (m)_0@2x—ﬁ_0@ 3
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Evaluamos la segunda derivada

6
[ (@) =2+ oy
y evaluamos en el punto critico obtenido antes
6
) = 2—|—I:8>O:>x0=1esunm1’nimo.
11 6 s .
(=1 = 2+I:8>0¢x0:1esunm1mmo

La solucién son los puntos Py = (1,1) y P, = (—1,—1). La gréfica de f (z), que representa las distancias
alacurvazy =1 es

y podemos ver los minimos en —1 y 1.

. Calcula el rectdngulo de drea maxima y lados paralelos a los ejes inscrito en la elipse 422 4+ y2 = 1.
En la grafica se representa la situacion descrita por el enunciado

Si (z,y) es el vértice superior izquierdo (ver grafica), entonces los lados del rectdngulo son 2z y 2y, y por
tanto el drea serd

A =4dxy
El vértice debe estar sobre la elipse luego debe cumplirse
4o+ = 1.
El problema resultante es:
Maximizar 4xy

Sujeto a  4z2 +y% =1

Despejando la variable y de la ecuacién y considerando que y > 0

y=1+1-—4x2

y sustituyendo en la funcién objetivo, el problema consiste en

Maximizar 4zv1 — 4x2

xe[—

N[—=

)

=

Para ello buscamos los puntos criticos

1622 4 — 3222 1
")=0e4y1 —4da?2 - — =0 — =0 r=+——.
(@) V1 — 422 V1 — 422 22

Como z > 0 sélo nos quedamos con la positiva. Evaluamos la segunda derivada
16x (8.’1:2 - :c)
(1 —4z2)

f' () =

y evaluamos en el punto critico obtenido antes

1 1
" — ) =-32<0= 29 = —— es un maximo.
! (2@) "~

La solucién es

[N}
= % —
. [\}

|
S
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16.

17.

Calcula el rectdngulo de drea méxima inscrito en una circunferencia de radio 8cm.

La circunferencia tiene como ecuacion:
22+ y2 — g2

En la siguiente gréfica se representa la situacién descrita por el enunciado

Si (x,y) es el vértice superior izquierdo (ver gréfica), entonces los lados del recténgulo son 2z y 2y, y por
tanto el drea serd igual que la del apartado anterior:

A =4dxy
El vértice debe estar sobre la circunferencia luego debe cumplirse
y? =64 — 2%

El problema resultante es:
Maximizar 4xy

Sujeto a  x2 +y® =64

Despejando la variable y de la ecuacién y considerando que y > 0
y= VoI
y sustituyendo en la funcién objetivo, el problema consiste en
Maximizar 4zv64 — 22
x € [-8,8]

Para ello buscamos los puntos criticos

472 256 — 8z2
")=04V64 — 22 - —— =0 —= =02 =+V3 = +4V2.
f@) V64 — 2 V64 — 22

Como z > 0 sélo nos quedamos con la positiva. Evaluamos la segunda derivada
83 — 768z

(@) = - BET0%)

(64 — z2)?

y evaluamos en el punto critico obtenido antes
f (4\@) = —16 < 0 = xy = 4V/2 es un maximo.

La solucién es

r = 4V2

y = 42
es decir la forma de un cuadrado.

Para cada funcién, analiza si se verifican o no las hipétesis del Teorema de Rolle. Si es posible, calcula un valor
donde se cumpla la tesis:

a) f(z)=2*—4z +2en [1,3] b) g (z) =23 —1en [0,1] c) h(z)=|z—1] en [0,2]

Solucion:

17



a) f(z) es un polinomio de grado 2, por tanto derivable en |1, 3[. Evaluamos f (x) en los extremos del
intervalo

fay = 1?—442=-1
f3) = 32-12+2=-1

luego el Teorema de Rolle garantiza la existencia de £ € ]1, 3] tal que f’ (§) = 0. Podemos comprobar
que f'(x) = 2z — 4 se anula en x* = 2 que obviamente cumple 2 € |1, 3].

b) g(x) es un polinomio de grado 3, por tanto derivable en ]0, 1[. Evaluamos ¢ (x) en los extremos del
intervalo

g(0) = 0°—1=-1
g(1) = 12-1=0

luego el Teorema de Rolle no garantiza la existencia ¢ € 10, 1] tal que f’ (£§) = 0. Vamos a comprobar
qué ocurre con ¢’ (z) = 3z2 que se anula en z* = 0 que no estd en el intervalo ]0, 1[.

¢) h(x) es una funcién continua, pero no es derivable en todo el intervalo |0, 2] puesto que no es derivable
en x = 1, asf{ que no podemos aplicar el teorema de Rolle en ese intervalo.

18. Para cada funcién, analiza si se verifican o no las hipétesis del Teorema del Valor Medio de Lagrange. Si es
posible, calcula un valor donde cumpla la tesis:

a) f(z) = 2% — 9| en [1,4] b) g (z) =22 +2en [0,2]

%xQ—HE—&-l -1<2<0
c) h(z)=2>+x+1en[-1,1] d) k(z) =

z+1 0<zx<2
Solucién: El teorema de lvalor medio de Lagrange indica lo siguiente:
f :]a,b] — R, continua en [a,b] y derivable en (a,b) = 3¢ € (a,b) : f(b) — f(a) = f (&) (b—a)
Veamos cada apartado por separado.

a) La funcién es derivable en ]a, b[ salvo en el punto 3 y —3 donde la funcién x? — 9 vale 0 y en ese
punto la funcién || no es derivable, asi que como 3 € (1,4) no podemos aplicar el teorema.

b) La funcién es derivable en ]0,2[ con ¢’ (z) = 2z, por tanto podemos aplicar el teorema de Lagrange
y debe existir £ € )0, 2[ tal que

9(2)=g(0) = ¢(©)(2-0)

6-2 = 2AQQ)ed=4ac=1

y comprobamos efectivamente que 1 € ]0, 2[.

¢) La funcién es derivable en ]—1,1[ con A’/ (z) = 2z + 1, por tanto podemos aplicar el teorema de
Lagrange y debe existir £ € ]—1, 1] tal que

h(1)=h(=1) = W ()1-(-1)

3-1 = (2412 el=2+1a¢=0

y comprobamos efectivamente que 0 € ]—1,1].
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d) k (x) es una funcién definida a trozos, asi que primero debemos comprobar que es continua y después
que es derivable. Como las funciones son polinomiales s6lo debemos comprobar la continuidad y
derivabilidad en el punto en el que k () cambia su expresién. Estudiamos primero la continuidad en

0
_ 1,
k(07) = S0P H0+1=1
E(0Y) = 04+1=1
y ahora la derivabilidad
_ k(0+h)—k(0) k(h) — i +h+1-1 1
/ = i _—_—mm { = { —2 = { —_ =
ROT) = h T pm, h i =1
<0 <0 <0 <0
k(04 h)— k(0 k(h) -1 h+1-1
F(0Y) = FOEMZEO) g KDL g AELZL g
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
x>0 <0 <0 <0

Luego es tanto continua como derivable en el intervalo |]—1, 2] por tanto podemos aplicar el teorema
de Lagrange y debe existir £ € |—1,2[ tal que

k(2)—k(-1) = K(§2-(-1)

E(2) = 2+1=3
1 9 1
k(-1) = =(-1 -1 1=—-
(1) = S H(D+1=
1 5
—= = K K = -
35 GERSAGES
la derivada de k es
z+1 —-1<z<0
k' ()
1 0<x<2

estd claro que £ ¢ ]0, 2] puesto que la funcién k' (z) es constante en ese intervalo, asi que £ € |—1,0]
y por tanto deberia suceder

19. Calcula los valores de a y b para los cuales cada funcién satisface las hipétesis del Teorema del Valor Medio de
Lagrange en los intervalos indicados. Para dichos valores, calcula un punto donde se obtenga la tesis:

ar’+br+1 —-1<z<0 2 —a —-1<x<1

a) f(z) = b) g (z) =

ar+b 0<z<1 ar+b l1l<az<2

ar’+1 —-4<z<-1
c) h(z) =
2x +b -1<z<0

Solucién: Para que se cumpla las hipotesis del teorema de Lagrange las funciones deben ser derivables y
continuas en el intervalo abierto correspondiente, asf que tendremos que calcular cuanto valen las derivadas
laterales en los puntos donde las funciones cambian de expresién.
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a)

Continuidad en 0

a? +br+1 —1<z<0 FO)=a(0)’+b0+1=1
f(z)= =
ar+b 0<z<1 fOT)=a(0)+b=0
por tanto
FO)=f(07) s1=0b
Derivabilidad en 0

2ax + b -1<z<0 ff(07)=2a(0)+b=0
f (@) = =
a 0<z<1 (0t =a
por tanto
WO )=hr(0")eb=a
Luego a = 1.
La funcién estara definida por
?+r+1  —-1<z<0 2041  —-1<z<0
fla) = = f(z) =
r+1 O0<ax<1 1 O0<z<1

Para encontrar el punto intermedio en el intervalo |—1, 1] dado por el TFM de Lagrange

FO= D) =FOU- (1) =2-1=F(©2= (€)=

como f’(xz) =1 para 0 < z < 1, entonces £ € (—1,0) y por tanto f’ (§) = 2£ + 1, lo que nos conduce
a que

1 1
2 l=—¢&=—-= —-1.0).
E+1=5e¢=—7€(-10)
Continuidad en 1

2r —a -1<z<1 g(17)=2(1)—a=2-a
g(x) = =
az +b l<z<2 g1ty =a(l)+b=a+b

por tanto
g(l_):g(1+)<:>2—a:a+b(:>2a+b:2

Derivabilidad en 1,

a l<xz<2 g(1t)=a
por tanto

g (1_) =g (1+) S2=a
y por tanto utilizando la otra ecuacién

2a+b=244+b=2b=-2

y g (z) serd
g(x) =2z —2 —1<x<?2

y su derivada por
g (z) =2
Para encontrar el punto intermedio dado por el TFM de Lagrange
9@2)—g(-) =g 2-(-1))=2-(-49)=3f () =g (5 =2

En este caso cualquier valor de & € |—1, 2[ servirfa ya que ¢’ (z) es constantes.
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¢) Continuidad en —1
ar’4+1 —4<z<-—1 h(-17)=a(-1)+1=a+1

h(z) = =
204+b  —-1<z<0 h(=17)=2(-1)+b=0b—-2

de donde se deduce que
h(-17)=h(-1") <= a+1=b-2<=a—b=-3.
Derivabilidad en —1,
2ax —4<z<-1 B (=17)=—-2a
R (z) = =
2 -1<z<0 B(=1T)=2
de donde se deduce
W(-17)=h(-1") <= -2a=2<=a=-1
y utilizando la otra ecuacién
a—b=-3=>-1-b=-3=b=2.
Con estos valores la funcién y su derivada estdn definidas como

—22+1 —4<zr< -1 —2z —4<zr< -1
hix) = NIOE
2z + 2 -1<2z<0 2 -1<2<0

Para encontrar el punto intermedio dado por el TFM de Lagrange

B(O) — h(~4) = I () (0~ (~4)) = 2 (~15) = I/ ()4 = W' (&) = -+

como b/ (z) = 2 para —1 < z < 0, entonces & € |—4, —1[ y por tanto h’ (§) = —2¢, lo que nos conduce
a que
17 17
2=t e E=—— )4, 1.
= et=—3 €l
20. Dada la funcién f (z) = 22 + 1, ;Qué teorema afirma que existe € |—2,1] tal que la recta tangente a la
gréfica de f () en (xo, f (o)) es paralela a la recta que pasa por los puntos P = (—2,5) y @ = (1,2). Calcula

Zo-
Solucién: La recta que pasa por los puntos P y @ estd definida como

2 -5
x—g :y—3§x+2:57y:>y:3—x

si la tangente a f (z) en el punto (zo, f (zo)) es paralela a esta recta entonces tendran la misma pendiente,
es decir, debe ocurrir que f’(z9) = —1, asi que como estdn implicadas dos funciones f (z) y la recta
anterior, podemos ver si se pueden aplicar el TVM de Cauchy. Estd claro que se cumplen las condiciones
puesto que las funcionest f(z) y g(z) = 3 — x, son funciones continuas y derivables, con derivadas
f(x) =2z y g (x) = —1, asf que existird £ € |—2,1][ tal que

FO-f@ _f© _ FO-F(2) _f© _ 2-5_ () 1)

=1= s 6 =-1
g —g@ g ©  gH-g(=) ~ —1 ~2-5 - SR
por tanto zy = £ estd garantizado. Para encontrar su valor planteamos la ecuacién
1
f’(&):—1<:>2£=—1<:>§:—§

punto que estéd en |—2,1].
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21. Para cada par de funciones, comprueba si se verifican las hipétesis del Teorema del Valor Medio de Cauchy en
los intervalos indicados. Si es posible, calcula un valor donde se cumpla la tesis:

a) f(x)=22—-1yg(x)=x+2en 0,3
b) f(x) = x|y g(x) =% — 3z + 1 en [1,2]

22 —4 Tz <2

o) f(z) = yg(z)=2%+2x+1en|0,3]

Solucion:

a)

Las funciones cumplen las hipétesis del TVM ya que son polinomios de grados 2 y 1 respectivamente,
funciones continuas y derivables, con derivadas f' (x) =2z y ¢’ (z) = 1, asf que existird £ € ]0, 3] tal

que
FB—FO) _f& _ 8-(=1) _ [ . .
B -9 1 5.2 1 7310

Para encontrar ¢ planteamos la ecuacion

o) =3 x=3=6=",

punto que estd en ]0, 3[.

La funcién f (z) = |z| es derivable en R — {0}, pero 0 ¢ |1, 2], como ¢ (x) es un polinomio entonces,
las funciones cumplen las hipétesis del TVM. Siz € ]1,2[= 2 >0= f(z) =z, asi que f'(z) =1y
g’ () = 2z — 3, en ese intervalo. Se debe cumplir el TVM de Cauchy para f y ¢ en |1, 2], notar que
en este caso

9(2)=g1)=-1

luego debemos emplear la versién sin cocientes del teorema y debe existir € € |1, 2[tal que

f@)=-f1)g € =@@—-g) (=g () =0

Para encontrar £ planteamos la ecuacién
, 3
F(O)=0e>2%-3=0e¢=13,

punto que estd en |1, 2[.

La funcién g (x) es un polinomio, por tanto, es derivable en ]0, 3], mientras que la funcién f (x) es
derivable en todos los puntos salvo a lo sumo 2. Como 2 € ]0, 3|, antes de usar el TVC, hay que
comprobar si es o no derivable en ese punto.

Estudiamos primero la continuidad

-4 <2 F2)=02)°-4=0
flz) = =
T —2 Tz >2 f@2H)y=2-2=0
luego f es continua en 2.
Y la derivabilidad
2r x <2 ff@27)=4
f(x) = =
1 x>2 et =1

luego f no es derivable y no es posible aplicar el TFC.
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22. Calcula cada limite usando el Teorema de L'Hépital:

3 —1

1-— 1-—-¢
a) lim —— b) lim ﬂ, a,beR ¢) lim et d) lim el
z—1x2 —1 z—0 1 — cos bx e—z x— 7 z—0
xr sen xr
e) lim &°° f) lim — g) lim ze® h) lim &<
z—0+ Inx x_,%+ IOg (117 _ 7) T —00 z—0 .TS
2
N1 _ 1 1 , 1 , T —senx
i) zli%l+ tanz lnx j) ;IL% ons $3) k) zleroloz ) $11L% -
* 3 s(xr—1)—1 .
m) lim ¢ teosw n) lim (1 + cosz) wors o) lim cos (@ 2) p) lim (cotx)”
z—oo ¥ 4 senx z—3 z—1 (111 m) z—0+t
1+tanz\ ™" T 1 T
Ii e ——— I to — L llm — — —— t) I 1
a) z%<1+senm> ") wli)%(co T z) s) 21 Inz sen (x — 1) )wingo(cosm)

Solucién: En cada apartado comprobamos que se cumplen las hipdteis del teorema calculando el limite

directamente o haciendo las oportunas modificaciones. En cada paso la flecha A indica que se ha aplicado

el teorema de L’Hopital:

a)

i 3 —1 0_%1’ 3z 3
im = — im — = —
s—122—-1 0 z—1 21 2
b)
T 1—cosaxr O gl asenaxr O gl a’>cosar  a®
m-— == m-—=— m-———=—
z—01—cosbx 0 ~ 2—0bsenbr 0 -0 b%2cosbr b2
¢)
1—t 0 — (1 +tan® 2
lim aim:fg m ( )——2
=4 T — 1 0 z— T 1
d)
., senz 0 g ,, cosz
lim =— = lim =1
z—0 X 0 z—0 1
e) Recordemos que
1 y cos ()
= = [ S
cse () son (2) (csc (z)) sen? (2)
[y €% _ 0 H oo oy i —%CoST _ 0 H oo —cosztzsens -1
z—0+ Inz —00 z—0+ % z—0+ sen2zx 0 z—0+  2senxcosx 0t
f) Si hacemos el cambio x — § = y, tendremos
T
n(e-3) -
nlz 5 n(y)
(@) ( n 7r) 1 1
sec(x) = sec — | = = = —csc
T3 cos(y+7%) —seny Y
luego
secx —cscy

lim ————~ = lim
m’~>%+ In (.’I) _ I) y—0t In (y)
2

que hemos calculado en el apartado anterior

i —65¢Y _
y—ot+ In(y)
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, . , x oo H O, 1
lim ze " = 1lim —=—= lim — =0
T—00 z—o0 et 00 r—o00 €%
h)
) e esenzx
lim
z—0 3
H T _ oSeNT nog g
= lim
20 32
"o T _ gsenw 0082 T+ eSeN T goy) -
= lim
z—0 6x
; T eSenT 0063 ¢ 4 265N T cog rsen & 4 €5 T sen  cos & + €5 T cos x
= lim
z—0 6
i)
lim tanzlnz = 0-(—o0)
z—0t
3 B Inx —00
lim tanzxlnxz = lim = —
z—0+ xz—0+ cotx 0
1
i = i sen’z 0
= lim T = Ilim —— = —
z—0F 2 z—0+ T 0
sen< r
H ., 2senx cosx
= lim = 0
z—0t 1
7)
, 1 1
lim - — = 00—
z—0\senz
, 1 1 . (2% —senx 0
lim - = = lim —— | =5
z—0 \senx x z—0 \ x°senx 0
H ., 322 —cosz -1
= lim 5 3 = — = -0
z—0 \ 3xr“senx + x° cosx
k)
, L 1 , 1 lim Lflnz
lim 2° =00’ = lim 2° = lim ez ™% = gz
T— 00 r—00 Tr— 00
1
Inz o0 H = 1
Iim — = —= lim 2 =0= limz° =’ =1
r—00 I o0 r—o0 | —00
)
, x—senx O g ., 1—cosx Opg _, semx 0 gy , cosz
Im ——— = - = lim = - = —
x—0 1’3 0 x—0 3(E2 0 x—0 61’ 0 x—0 6
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e’ +cosx
e’ +senx

v —senx
“+ cosx

— COST

T —senx

+senx
— COST

e’ +cosx

glg glg g8 g[8 I8

Vemos que no es posible aplicar L’Hopital, sin embargo podemos expresar la funcién como

=€

0

"0

1+tanx

1+senx

i e* + cosx I
im ——— = — =
z—oo ¥ +senx  w—oo 1+ FEE
n)
. In(1l4cos z)
. —_— 00 . — . —L_In(l+cosz) llgnﬂ cos®
lim (1+cosz)=® =1 & lim (14 cosz)™= = lim ews= =e"
, In(1+coszx 0 H ., Treoss , , 1
i szé lim FST — Jim ——— — 1= lim (1+cosz)®* =¢!
z— I cosT 0 t—% —senxr z—2% 14 cosx T—T
)
, cos(z—1)—1 0 g, —sen(zx—1) ., —zsen(zx —1)
1m 5 = — = i — — _
z—1 (Inzx) 0  o—1 2(lnz)- z—1 2(Inx)
H ., sen(x — 1) —xcos(x —1 , x(—sen(x—1)—xcos(z—1 1
f g S @) —peose 1) a(sen@ ol —weos(@-1) 1
z—1 El r—1 2 2
xr
0)
; ; ; lim zIn(cot x)
lim (cotz)” = 0”& lim (cotz)” = lim ®!M(0t2) = goot
rz—0+ rz—0+ r—0+
, , , In(cotz %)
lim zln(cotz) = 0-c0< lim zln(cotz) = lim In(cotw) _ %0
r—0+ z—0 rz—0t 1/1’ o0
H 7. B sen ZL‘lCOS X 7. IQ 2:1:2 O
= lm —SEEeRE = lim ——— = lim =—
z—0+ —1/x z—0+ senxcosr z—0t sen2x 0
H ., dx
= lim — = 0
z—0+ 2cos 2z
Por tanto
lim (cotx)® =€’ =1
z—0t
p)
CSCx CcsCcxT 1 + tanx
) 1+tanx ) 1+tanz ) cscxln| — glin csczx ln
Im [ ———— =1*=lm | —— =lime I+senz/ —
z—0\ 14 senx z—0 \ 1+ senx z—0
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, 1+ tanz
limcscxln [ ——— = 00 =

z—0 1+senx
In 1+tanz
1+senz , In(l1+tanz)—In(l+senz) O
1 = lim

, 1+tanz
lim cscxln | —— = m—— = -
z—0 1+senzx z—0 sen () z—0 sen (x) 0
" 1+tan2w __ _cosw 0
2 {m 1+tanx 1+4cosx - =0
z—0 cos T 1
y por tanto

1+t cscx lim csczIn Mﬂ
1ir%(1+ anx) =e" L+senz/) — 0 =1
T— senxT

q) Directamente

1
lim (cotm—) =00 — 00
T

z—0

Realizamos alunas modificaciones en la funcién para conseguir las hipétesis del teorema

, 1 ; cosx 1 , T COST — Senx 0
lim ( cotx — — | = lim ——)=lm [ —m—— | = =
z—0 T z—0 \senxr z—0 Tsenzr 0

y ya podemos aplicar el teorema de L’Hopital.

H -, —xsenc 0

> lm|(———— = =

z—0 \ senx + x cosx 0

H ., —SsenxT — T cosT 0
S>lm|(————— = —=0.

z—0 \ 2cosx —xsenzx 2

r) Si calculamos el limite directamente
x 1
= 00— 0

xlﬂmlm_sen(xfl) B

realizamos algunas modificaciones antes de poder aplicar el teorema de L’Hopital
) x 1 , zsen(z —1) —Inz 0
Im|({———— ) = lim = -
z—0\Inz sen(z—1) z—0 \ sen(x —1)In (z) 0
y ahora podemos usar el teorema

<sen(z—1)—|—zcos(x—1)—i> — lim (;Esen(a:—l)—l—x?cos(a:—l)—l> 0

cos(x—l)ln(x)+w zcos(z —1)In(x) + sen (x — 1) 0

H .,
= lim

x—0

0

x—0

sen (z — 1) + 3z cos (z — 1) — 2% sen (z — 1) )_3
-2

= ilg%) (cos(m Din(z) —zsen(x —1)In(x) 4+ 2cos (z — 1) 2

1 z 1 r 1 lim =z ln(COS l)
lim (cos—) =0°= lim (cos— | = lim €* In(cos 1) _ oo e
T T

r— 00 Tr— 00 r— 00

, 1 i 1 o In (cos %) 0
lim z1n { cos — = o0:0= lim zln{cos— | = lim ——&~ = —
(z%sen%) L
"o ST sl 1
= hm# = Ilim — T = lim —tan— =0
T—00 (—?) TT00 COS o T—00 z
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por tanto
1 x
lim (cos ) =’ =1.
T—00 X

23. Escribe el desarrollo de Taylor de orden n de cada funcién en el punto x( dado:

a) f(xr)=In(14+2); z=0n=3 b) g (x) =senz? —xcosz; x9=0,n=3

c) hz)=xe Yy z9=1,n= d) k(x) =cos(x); z9=0,n=
e)l(z)=xsenz; 20=0,n=6 f)m(z) =tan(22); =zo=0;n=4
g)n(z)=vr; xzo=1Ln=4 hYo(x)=In(z); zo=1n=4

Solucién: Recordamos la férmula del polinomio de Taylor de orden n

n, FOTV(E)

_ I (o) I (xo) 2 f™ (x0) n+1
[ (x) = f(20)+ 1 (x — 20)++ 9 (z — o) +"'++T (z — o) +m (r — o)
a)
n| @) ] () | L)
0 In(1+x) 0 0
1 =0+2)" 1 11
-2
2 —(1+=z) -1 50
3 J
3 2(1+2x) 2 3
L o, 134
P;(z)=x 22 +§$
b)
(2
n ) (x) S (o) |
0 senx’ — T CosT 0 0
1 2% cosxZ — coSx + xsenx -1 -1
2
2 2cosx? —4x?senx® + 2senx + x cos T 2 521
3
3 | —12zsen (2?) — 8z cos (z?) — zsen (z) + 3 cos (z) 3 i z
2, 1 3
Py(z)=—x+x +§m
¢)
n F () £ () f<";(!xo)
0 xe T 1 1
1| (z+1)e” T 2 2 =2
_ 3
2 | (+2)e" !t 3 o = %
4
z—1 _ 2
3| (x+3)e 4 3=
2, 2 3
Pi(z)=14+2(z-1)+=-(z—-1) —|—§( -1)
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g/// (IL’)

9" (x)

n | £ (@) [ 0 () [ L0620

0 cosT 1 1

1| —senx 0 0

2 | —cosx -1 —%

3 sen x 0 0

4 Ccos T 1 %

5| —senx 0 0

Py(z)=1- %x2 + %m‘l
n f(n) (SL’) f(n) (CCO) f(":l('xo)
0 xsen (x) 0 0
1 Sen T + T cos T 0 0
2 2cosxr —xsenx 2 1
3| —3senx —xcosx 0 0
4 | —4cosx+xsenz —4 f%
5 Ssenx + xcosx
6 6cosx —xsenx 6 g
Py (z) = 2% — %:ﬁl + %zb

tan (22) = g (0) =0
2 (1+tan’2z) =2 (1+ g% (2)) = ¢ (0) =2 (1+ 4% (0)) =2

49 (z) g () = ¢" (0) = 49 (0) ¢’ (0) = 0

4(¢' (@))° +4g () g" (x) = ¢ (0) = 4(g' (0))* + 4 (0) g" (0) = 16

12¢' (z) " (x) +4g () ¢"' (x) = g™ (0) = 12¢' (0) g” (0) + 49 (0) g"" (0)

™ (2
n | g™ (@) | g™ (x) | L)
0 0 0
1 2 )
2 0 0
6
4 0 0
8 3
Ps(z) =2z + 3%
™ (2
n £ (z) £ (20) fT('o)
0| vz =a/? 1 1
I P N 2
2| e | - = —5
0 P N
15,.—7 15 —15/2% 5
4|~ 2] - i = T8
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1 1 9 3 5 4
h)
™ (2
n | FO (@) | FO) (m) | Ll
0| In(z) 0 0
1] I=z1 1 1
T
_92 _ 1
2 - -1 —%_ 5
2z 2 T
4| —62~1 —6 2L=—1
1 1 1
Ps(@)=(@-1)-5@-D*+5@-1" - (@-1*
i)
n n s f(n)1
AFCIEIFOICI
0 cosx 0 0
1| —senx —1 Eg——
2| —cosx 0 0
3 senx 1 %:%
4 cos X 0 0
5| —senx —1 -5 =—T5
T 1 T\ 3 1 T\ 5
Py == (e-3)+5(e-3) — 5 (- 3)

24. Escribe el desarrollo de Taylor de cada funcién, en el punto y orden que se indica, acotando el resto en el
intervalo propuesto:
a) f(z) =cosz xo=0,n=6,z € [-2,2]

b) h(z) =e™* zo=0,ne N,z e[-1,1]

T+ 7

) T+ 2

g(z)=

20 =3,n=3,x € [2,3]

Solucién: Hay que hacer lo mismo que en el ejercicio anterior, pero calculando ademas el resto.

a)

n| f™ (@) | F® (x0) f(";('zo)

0 cosT 1 1

1| —senx 0

2| —cosz -1 f%

3 sen T 0 0

4 cosx 1 %

5| —senx 0 0

6 | —cosx -1 —é

7| senx sen (§) 5 3

Ps(x) = 1—%;1024—%354—%6
Rsf (z,0) = Ser;ﬁ:ﬁ
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y buscamos una cota para el resto sabiendo por una parte que = € [—2,2] y por otra que la funcién

sen (x) estd acotada entre —1 y 1

sen (€)
7!

1, 7
'l < ﬂm

La funcién |z|" es simétrica respecto al origen y alcanza su méximo en los extremos del intervalo,
luego

sen(€) o 1 g 1y 128 8
7! 7! 7! 5040 315
n | @) | 0 (w) | L)
0 e T 1 1
1 —e 7 -1 —1
2 e * 1 X

n|(-)"e| ()" | G

1 1 .
Pn(:zz):l—m+§1:2—6;g5+..._|_ —

Para el resto necesitamos conocer la (n + 1)—ésima derivada f(+1) (z) = (=1)" "' e~

_ f(n+1) (f) n+1l __ n+1 6_5 n+1
BENCES I =0 n+ 0" "

R f (,0)

y ahora buscamos una cota para el resto sabiendo por una parte que x € [—1,1] y por otra que la
funcién e~ es decreciente, asi que el méximo lo alcanzars en el extremo inferior del intervalo, cuando
x = 1, como ademsds el intervalo es simétrico el mdximo de la funcién creciente |;13|"Jrl también se
alcanza en ese valor, asi que

-1

(—1)"*! ¢t Tt e Elka ‘
(n+1)! ~ (n+1)! ~ (n+ 1)l

Expresamos la funcién de una forma més manejable para el calculo de las sucesivas derivadas

e+7 _ TH2+5 5

1 (@) T+ 2 x+2 +33—|—2 +o@+2)
(2
n | M) | f0 () | TR
0l1+5(+2)"" 2 2
-2 1 1
1 -5 (.’E =+ 2)73 —25 —15
2 [ 10(+2) 7 & b
3| =30(z+2) — T —TF
Po(e) =2 ¢ (2 -3)+ o (2~ 3 = oz (5= 3’
G\ =g\ 95 " 125
Para el resto necesitamos conocer la cuarta derivada f® (z) = 120 (z +2)°
@ 120 5(z —3)*
Raf(w,0) = L& g gy 120 (g Bl
4 (€+2)° 4! (E+2)
y ahora buscamos una cota para el resto sabiendo por una parte que x € [2,3]. La funcién L

(6+2)°
es decreciente en [2,3] (podemos comprobar que su derivada es negativa), por tanto el maximo se

alcanza en el extremo inferior
5(x—3)" _ 5(x—3)"  5(z—3)*
(E+2)°

(2+2)° 45
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Finalmente la funcién (z — 3)* es decreciente (su derivada es negativa en [0,3]) por tanto el maximo
también se alcanza en el extremo inferior
5(x—3)* _ 5(2—3)*
45 - 45

<5
N

25. Calcula el desarrollo de McLaurin de grado 3 de la funcién f(x) = 1+ x y utiliza este desarrollo para
aproximar el valor de /1,1, obteniendo la menor cota posible del error cometido.

Calculamos el polinomio de McLaurin, es decir para zg = 0

n £ () £ (zg) | L lmo)
0| Vitz=(1+ :c)l 2 1 1
—1/2

1 % (1+x) s % 1/4%

2 —%(1+x)52 -1 o =1

3 % (1+x) % 58 — %

1 1 1
P3($):1+§x7§x2+1—6z3
Para el resto necesitamos conocer la cuarta derivada f(4 (x) = 7% (1+ a:)_7/2
) 15 1 ~ 5 4

Rgf(:z:,O):f (€) o2 (149 /24 _ x

ar T T 64l 128 (1 4 ¢)7/%

Queremos calcular /1,1 = /1T + 0,1 es decir, queremos calcular f (0,1) = f (1—10), usaremos por tanto el
desarrollo de Taylor para aproximar este falor

e RN VAR AR
\10) — 210 8\ 10 16 \ 10

g Lt L 16781
20 800 16000 16000

El valor que se obtiene directamente mediante MAXIMA es

= 1,0488125

4/1,01 = 1,048808848170152

bastante aproximado al anterior. Vamos a acotar el error maximo que vamos a cometer, teniendo en cuenta
que en la férmula del error hay que tomar x = % luego

4
R0 LY =|-5 o) _|___5 !
10 128 (14 6)772| 128 x 10 (1 4 ¢)7/2
dondefe((),lio). Como§>0:>1+£>1:>ﬁ<1dedonde
L
(1+9™

luego

1 5
— — ~3. 107%<4x10°°
R3f<0,10)‘< 128 < 104 3.9063 x 107" <4 x 10
notar que el error real que hemos cometido es

(\/1,1 - 1,0488125‘ ~ |1,048808848170152 — 1,0488125| ~ 3.6518 x 10~°

que es menor que la cota maxima, como se esperaba.
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26. Calcula el desarrollo de Taylor de grado 3 en 2o = 1 de la funcién f (z) = In(x) y utiliza este desarrollo para
aproximar el valor de In (0,9), obteniendo la menor cota posible del error cometido.

Utilizamos el desarrollo obtenido en el ejercicio 23.h, que reproducimos a continuacién por comodidad y
para el cdlculo del término del error:

(2
n @ (@) [0 @) [ T
0 In (z) 0 0
1[I=0a"" 1 1
1
) _ 1
2 —x -1 T
_ 2
_ _ —4
4] —6xt | 6" | =14
el polinomio de Taylor es
1 1
Ps(x):(17*1)*5(1’*1)2+§(x*1)3
siendo el término de error L1
4
Raf (0.0)| = |~ = 1)
con ¢ € (0,9,1). En este caso como z = 0,9 = 1—90
Rf09_11914_11 1\ 1 1
A\710)] | 4t \o T4t \U10) | ax 10t et

Como%<§<1:>%0>%>1:>(1—;)4>§%>1dedonde

1 10\*
£4<<9>

9 1 1 11 10* 1
Reflo 2)|=_~ 2 220 %  _38104x10°°
3f<’10> Ix107 ¢ 1107 97 Ax 9t ‘

Si usamos el polinomio de Taylor para el célculo de In (0,9)

) 9 19 N 1/9 N1 11 11 79
Psl9)=\35-1) 3 -1 (=) =~ - - —_ - 01
3(10> (10 > 2<10 ) +3<10 ) 10 2700 37000 750 093

mientras que el valor de MAXIMA de In (0,9) es
In (0,9) = —0,1053605156578263

luego

con un error
[In (0,9) — (—0,105 33)| ~ |-0,1053605156578263 — (—0,105 33)| ~ 3.0516 x 1075
que es menor que la cota maxima obtenida, como se esperaba.

27. Calcula el desarrollo de Taylor de grado 4 en zp = 9 de la funcién f (z) = \/x y utiliza este desarrollo para
aproximar el valor de v/10, obteniendo la menor cota posible del error cometido.

Calculamos el polinomio de Taylor para zg = 9, tenemos en cuenta que v/9 = 9'/2 =3

™ (zo)

n| f™(x) S (0) o

0| Vo=al/? 3 3
T,-1/2 I 1 T

1 i 23~ & 6

5 1,372 | _IL__ T [ 1 1__T
1 127 108 108 2 216

3 3,52 31— 1 11— 1
82 - 5243 — 648 648 3 — 38e3
15,.-7/2 15— S5 -

4| —1g% 165 s




28.

1 1 2 1 3
P = — — _— — _— —_
3 () 3+6( 9) 216( ) +3888(x 9)
Y el resto son 5
_ 90 p-T)2 4
Raf (2,9) = — o€ 7 (5 - 9)

Queremos calcular 1/10, para ello usaremos el desarrollo de Taylor obtenido

P3(10) = 3+ % (10— 9) — — (10 — 9)* + (10 — 9)°

216 3888

11 1 12295
= 3767916 T 3888 3sss 01023

El valor que se obtiene directamente mediante MAXIMA es

V10 = 3,16227766016838

bastante aproximado al anterior. Vamos a acotar el error maximo que vamos a cometer, teniendo en cuenta

que en la férmula del error hay que tomar x = 10 luego

5 . 7/2 4 5 .72
3 1 = |— 0= 1 — = —_—
Raf (10,9)] = |- 3567 10~ 0)"| = e
1\7/? 1\7/2 _ 1
donde ¢ € (9, 10). Com010>§>9:>—<§< :>(E) <(3)"" =+

luego

1 -5
g7 = L7861x 10

Como en los ejercicios anteriore, el error real que hemos cometido es

|Rsf (10,9)] <

V10 — 3.1623| =~ |3,16227766016838 — 3.1623| ~ 2.2340 x 10~°

de nuevo menor que la cota maxima, tal y como se esperaba.

Obtén aproximaciones con las cifras decimales exactas indicadas usando el polinomio de Taylor adecuado:

a) con 3 decimales exactos.

b) cos O ,1) con 3 cifras decimales exactas.

c¢) €%! con 4 cifras decimales exactas.

d) \ﬁ con 2 cifras decimales exactas.

e) e®!sen0,1 con 3 cifras decimales exactas.
Solucién:

a) Desarrollo de Taylor de (ac)fl/2 en o = 1.

),
n f (x) F™) (o) L
0 4 =a 12 1 1
1 \/flx_?’ 2 _1 _1
32 —5/2 32 32
2 72% 2 27 55
: . - o it
i o : i
n (2n—1)- (277. 3) 1$_(2n+1)/2 (2n71)-(.2n73)~--1 (2n—1)- (2n 3)-- 1L
2n 2n n!
2 1)-(2 1)1 2 1)-(2n—1)---1 ~— 2 1)-(2 1)---1
n + ]. ( nt )27(z+77i x (2n+3)/2 ( nt )27(L+77i ) 5 (2n+3)/2 ( n;zﬁ?l((n”:,l)? nil!g (2n+3)/2
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Como la aproximacion tiene 3 decimales exactos se busca que el error sea menor que 10~%, tomando
x = 1,1, es decir, buscamos n de forma que

Mm+1)-(2n—1)---1 o, . B
Ruf (0.0) = | 2n)+1((n+1)!) g1 -1t <107t

Buscaremos una cota para R, f (1,1,1)

(27’L + 1) . (2’[7, - 1) e 1§7(2n+3)/2 (1 1— 1>n+1
27+ (1 + 1) ’

:‘(2n+1)~(2n—1) L

21+ (n + 1) on+1

como ademds & € (1,1,1)

2n+3

1 1\ 2
1<§<1,1:>1>£$1><£>

luego podemos poner

2n+1)-2n—-1)---1 1

(2n+1)-2n—1)--- 15—(2n+3)/2 1

27+l (p 4+ 1)! 10n+1 27+l (n 4+ 1)! 10n+1
por tanto si
2 1)-2n—-1)---1 1 1
an:(n+)(n ) R S
27+l (n + 1)! 107+t 104

garantizaremos el error pedido en el polinomio de Taylor. Dando valores a la n > 1

n‘an
3
1| iyyrzor = 0375 x 1072
2 25(?;)L_3125><104
7531 1 __
3| S¥aroor = 27344 x 1070

por tanto habria que tomar n = 3. El polinomio serfa

1 3 2 ) 3
Pi(z)=1——(z—1D+°(@-172-2(z—-1
W@ =1- 5@ -1+ 5= - (@ 1)
y
1 3 2 ) 3
P3(1,1) = 1—=(1,1—-1 -(1,1-1)"—-——(1,1-1
3(7) 2(7 )+8(7 ) 16() )
1 3 5 5 2
= 1-=(0,1)+=(0,1)> — = (0,1
SO0+ 2017~ 2 (01)

11 31 5 1 3051
= 17210 "800 161000 3200 993

mientras que el calculo realizado por MAXIMA es

1
—— = 0,9534625892455922
VII
observamos que hay 4 cifras decimales exactas, esto es debido a que hemos cogido una cota para el
error maximo. De hecho para n = 2 podria ser vilido, puesto que la cota maxima estd muy cerca
del error solicitado; tomaremos n = 2 para comprobarlo, eso implica eliminar el 1iltimo sumando del

resultado anterior 1 ) 3 1

y efectivamente comprobamos que hay 3 cifras decimales exactas.
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b) Desarrollo de Taylor de cosz en zg =0

n | e [ [
0 cos () 1 1
1 —sen () 0 0
2 —cos () -1 -7
3 sen (z) 0 0
4 cos () 1 3
2m—1| (=1)"senx 0
2m (—1)" cosz (=™ %
m m —1)™ ¥l sen
om+1 | (=)™ senz | (—1)" " sen¢ %7“)'5

El término de error es o
n
()" sen€ g
(2n +1)!
Como la aproximacion tiene 3 decimales exactos se busca que el error sea menor que 10~%, tomando

r=0,1= %, es decir, buscamos n de forma que

Royy1 (cosz,x,0) =

(=)™ sene 1

<1074
@m+ 1)l 1027+

| Roy, (cos,0,1,0)| = |

Buscaremos una cota para Ra,, (cos,0,1,0). Tenemos en cuenta que [senz| < 1 para poner

1 1
~ (2m + 1)1 102m L

(=)™ sene 1
@m+ 1)l 102m+1

Dando valores a la m > 1

7171‘ L L —1.6667 x 107
@W— . X
2 | 3155 =:8.3333x 1078

Por tanto el grado del polinomio debe ser n = 2m = 4 (aunque por la cota de error que se obtiene
para m = 1, seguramente podria servir el polinomio de grado 2). El polinomio serd

,132 .134
Py(z)=1— "%+ =
3 (2) > "2
' 1 11 1 1 238801
Ps(0)=P(—)=1->— + — = ~ 0,995
3(0.1) (10) 2100 * 2410000 _ 240000

mientras que el cilculo realizado por MAXIMA es
cos (0,1) = 0,9950041652780258

observamos que hay al menos 3 cifras decimales exactas.

¢) Desarrollo de Taylor de e* en zy =0

(2
n | £ @) [ 5 (@) [ L)
0 e’ 1 1
1 e” 1 1
2 e 1 o
n e’ 1 %
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1 1
Pn()—1+m+2x +3x+ "

Para el resto necesitamos conocer la (n + 1)-¢ésima derivada ("1 (z) = e

f(n+1) © ., e
i) "~ (nt1)

Rof (e 0) — ef 1
"I\ 107) T i 1ont

x

Como £ € (O, %0) y €7 es creciente, entonces
61/10 1

St 1) 107+

ef 1
(n+ 1)l 107+1

por otra parte sabemos que e < 3 por tanto e'/10 < 31/10 < 31/2 < 41/2 = 2 por tanto

el/10 1 _ 2 1
(n+1)1107+L = (n 4 1)! 107+1

y buscamos n

n |
1] 2L =001
BN "
2 yIF 3.3333 x 10
3 471—283333><106
Por tanto el grado del polinomio debe ser n = 3. El polinomio sera
x? a8
P. =1 — 4+ —
s(@) =1+0+ 5+
1 1 11 11 6091
P;01)=P|—=)=14—+-—+-—=——>~1,015166666666667
3 (0,1) (10> + 100 + 2100 61000 6000
mientras que el cilculo realizado por MAXIMA es
e”! =1,105170918075648
observamos que hay al menos 4 cifras decimales exactas.
d) Desarrollo de Taylor de /z en xq = 81. Notar que 81™/2 = (811/2)m =9m
™ (2
n f (x) F (x0) £ )
0 VT =al/? 9 9
T,— T1 T1
1 2 20, 0,
y ik Sz L
5 g 37 5 55 55 31
5 7:5:3,.-9/2 753 L 753 1 1
25 25 99 25 99 41
(2n— 3) -1 ._(Qn 1)/2 (2n=3)-- 1 1 (2n—3)'-~i 1 1
n on 92w 1 on 9277 1 n|
2n—1)-(2n—3 1 —(2n 2n—1)-(2n—3)- n 2n—1)-(2n—3)--
n+1] ¢ )2’(L+1 ) (n+1)/2 | ( )27(L+1 e +0/2 | ( )27(L+1 ) (n+l)'£ (2n+1)/2

Desarrollo de Taylor de =/2 en zyp = 1.Como la aproximacién tiene 2 decimales exactos se busca

que el error sea menor que 1073, tomando x = 84, es decir, buscamos n de forma que

| Rn f (84,81)] =

(2n —

1)-(2n—3)---1 1

on+1 (n+1)!
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Buscaremos una cota para R, f (84, 81)

2n—1)-(2n-3)---1 1
gn+1 (n+ 1)

57(2n+1)/2 (84 _ 81)n+1

_|@n-1)-2n-3)--- 1€—(2n+1)/23n+1
27+l (n + 1)!

como ademds £ € (81,84)

2n+3 2n+43
2 2

1 1 1
81 8= —>—-—=(—
<éx 817 ¢ (81)

SORNE

(2n—1)-(2n—3)---1 (1)2"“3n+1

2+ (n 4+ 1)! 9

luego podemos poner

57(2n+1)/23n+1 <

2n—1)-(2n—-3)---1
’ 27+l (n 4+ 1)!

o simplificantod

<

‘ (2n—1)-2n—-3)--- 1§—(2n+1)/23n+1

2n—1)-2n-3)---1 (1 3n+1
on+1 (n+1)| ( )

2+ (n 4 1) 3

por tanto si

2n—1)-(2n—3)---1 (1)3”+1 1

2nF1 (n + 1) 3 103

garantizaremos el error pedido en el polinomio de Taylor. Dando valores a la n > 1

1.5432 x 107*
7 —
ey (3) =1 2.8578x107°

V)

¥
ol

=
—~
Wi Wl
SN—
IS

Il

por tanto habria que tomar n = 2. El polinomio serfa

1 1 2
P = —(x—81)— — (z — 81
5 (@) =9+ 5 (&= 81) — o5 (¢ — 81)
y
P3(84) = 9+i(84781) - L(84781)2
3 - 18 5832
_ogp o9 099 9,165123456790123

18 5832 648

mientras que el cilculo realizado por MAXIMA es
V84 = 9,16515138991168

observamos que hay 4 cifras decimales exactas, esto es debido a que hemos cogido una cota para el
error maximo. De hecho para n = 1 podria ser vilido, puesto que la cota maxima estd muy cerca
del error solicitado; tomaremos n = 1 para comprobarlo, eso implica eliminar el 1iltimo sumando del
resultado anterior 5 55
94+ — = — ~9,166666666666666
18 6
y efectivamente comprobamos que hay 2 cifras decimales exactas.

(*) Dificultad especial, no entrarfa en examen.
Desarrollo de Taylor de e*senx en 2o =0
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n ) (z) £ (o) L
0 e’senz 0 0
1 e® (senz + cos x) 1 1
2 2e” cos 2 2 =1
3 —2¢” (senx — cos ) 2 Z=1
4 —4e”senz 0 0
5 —4e” (senx + cos ) —4 — %
6 —8e” cos x —8 — %
7 8e” (senx — cos x) -8 -5
8 16e* sen x 0 0
9 16e” (senx 4 cos ) 16 —1
4m (—1)" 2°me% sen 0 0
mao22m
dm +1 (—1)"22me” (senx + cos ) (—1)™22m ((_41731751)&1
dm + 2 (_l)m 22m+1693 COS T (_1)m 22m+1 %
— pouy —\m¥252mFI
am+3 | (=1)"T22mHler (seng — cosz) | (—1)" T2 22mH1 Gy 1()4771+2:e))!

Teniendo en cuenta la expresién general para las derivadas podemos ver que el resto, que depende
de la n en la que se acabe, serd de alguna de las 4 formas siguientes, tomaremos = = % =0,1

1 (=1)™22meseng 1\
R O = R
amf (e 10 > (4m)! 10
1 (=1)™22meS (sen€ + cos&) [ 1\
R m v 7770 = 1N
ame1f (e "0 ) (4m + 1) 10
1 (—=1)™22m et cose (1)
Rym * y 7,0 = n
ame2f (e "0 > (4m +2)! 10
1 (=1)™ Tt 22mH1e8 (sen¢ — cos&) [ 1\
Ry, s ;70 = n
am+3f (e Ry > (4m + 3)! 10
Si tenemos en cuenta que
|[senz| < 1
lcosz| < 1
[senz + cosz| < [senz|+ |cosz| < 2
[senz —cosz| < [senz|+ |cosz| <2

y que ademés & € ( , 10) por tanto

1
10

et < et <2
obtendremos
1 (_1)m 922m sené [ 1 4m 92m+1 7 1\ 4m
xr . _ L < 1
‘Rmf <e o 10’0) (4m)! 10) |~ (m) \10
1 —1)™ 22met 1\ 4mtt 92m+2 1\ 4mtt
Ryms1f | €” senz, 7O _ =Y et (sen§ +cos§) (1 PR
1 (—1)™ 22t et cos e (1) 92m42 g1 Am2
10 = — < — | =
] <6 o 10’()) (4m + 2)! 10 = (4m+2)! \ 10
1 _1)ymHl 92m+1 ¢ _ 1\ 43 92m+3 1\ dm3
R47n+3f e’ senx, 7O = ( ) € (Seng COSS) L < = (=
10 (4m +3)! 10 (4m + 3)! \ 10
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29.

30.

y buscamos n

| Ram Ram+1 Rymy2 Riymys
4x1071 2x107% £ x10°°
$x107* & x107°

[ V)

ool\Jb—‘OS
w

Como buscamos error menor que 10~* tendremos que tomar m = 1 y llegar hasta el término 4m+1 =
5 para el error. Por tanto el grado del polinomio debe ser n = 4. El polinomio serd

23
P3(.’E):.’E+ZL'2+?
' 1 1 1 1 331
P01)=P(—)=—4—t-—= =0,11
3(0.1) (10) 10 7100 ' 3000 _ 3000 0.11033

mientras que el calculo realizado por MAXIMA es
e%1sen (0,1) = 0,1103329887302037
que nos da las 2 (de hecho son 5) cifras decimales pedidas.

Usando el polinomio de Taylor de la funcién f (z) = 6arcsenx en xg = 0, calcula una aproximacién de 7 con

4 cifras decimales. (Ayuda: m = f (3)).

Solucién: (*) Dificultad especial, no entraria en examen.

El Principio de Fermat y la Ley de Snell en Optica. El Principio de Fermat establece que la luz viaja
siguiendo el camino mds rapido. Supongamos que en un plano tenemos dos puntos de coordenadas A = (0, r)
y B = (s,q), conr,s >0y g < 0. Supongamos también que en la regién y > 0 la luz viaja a velocidad v
mientras que al pasar por el eje OX (al cambiar de medio) se refracta y su velocidad pasa a ser w. Denotemos
por x el punto del eje OX por el cual la luz pasa de un medio a otro. Se pide:

a) Calcula, en funcién de z, el tiempo que tarda la luz en viajar desde A hasta B.
b) Teniendo en cuenta el Principio de Fermat, encuentra la ecuacién que satisface .

¢) Denotemos por « el dngulo de incidencia, es decir, el dngulo que forma el rayo de luz con la vertical en el
punto = antes de ser refractado, y por 3 el dngulo de refraccién, es decir, el dngulo del rayo de luz en el
punto = una vez se ha refractado. Demuestra que se satisface la lo que en éptica se llama Ley de Snell:

sena  senf3

v w

)

d) El Principo de Fermat también es valido para la luz reflejada. Demuestra que, en este caso, el dngulo de
incidencia es igual al reflejado.

Solucion:

a) Supongamos que la luz impacta con el punto X = (z,0) en el eje OX. La luz viaja en linea recta
desde A hasta X a la velocidad v, por tanto el tiempo que transcurre en el medio 1 es

. d(A,X) _d((0,r),(z,0) V2 + 12

Por otra parte la luz viaja desde X hasta B a velocidad w, por tanto el tiempo que tarda en hacer
este camino viene dado por

LA B) _d((@,0),(50) _ (s—2)* + ¢
, = _ _
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El tiempo total serd la suma de ambos, que es una funcién de x
ViZ iz \(s—a)’ +¢
T (z) = - + " .

b) Para encontrar el punto de corte, tenempos en cuenta que debe hacerlo en el minimo tiempo posible,
por tanto tenemos que buscar los puntos criticos de T ()

_ 2z 2(s—x) PN x B (s —x)
wat+rt, (s —z)* + ¢ w2y, (s — ) + ¢

T’ (x)

¢) Teniendo en cuenta la definicién de seno de un dngulo tendremos, para el rayo incidente

Cateto Opuesto T T
senq = = =

Hipotenusa  d(A,X) a2+ 12

mientras que para el rayo refractado

Cateto Opuesto s—x (s —x)
senf = ot T dX,B)
ipotenusa , (s — x)2 g
y sustituyendo en la ecuacién del apartado anterior
x s—x sena  sen
_ smw) sema_senp

/2 2
vVITe+ T w (s—x)2+q2 v w

d) Para el caso de la luz reflejada, el medio es el mismo y por tanto v = w, de modo que
sena = sen f3

como «, 3 € [0, %], se debe cumplir @ = 3.

©Silvestre Paredes Herndndez®
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