Curso 2020/2021

Grado en Ingenieria Quimica Industrial

Matemidticas | - Problemas tema 7 - Soluciones comentadas
Diagonalizacién de Matrices

Autovalores y autovectores

industriales
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1. Sean u, v € R™, vectores propios de una matriz A € M, (R) asociados a valores propios distintos A, iz € R.
Razona si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
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Cada vector propio de A tiene asociado un unico valor propio.

Para todo o € R — {0}, a@ es un vector propio asociado al mismo valor propio .

u y v son vectores linealmente independientes.

Una matriz tiene el valor propio 0 si y sélo si su determinante es 0.

U + U es un vector propio de A.

Sin € N, entonces A" es un valor propio de A™ y si A es regular, 1/\ es un valor propio de A~!.

Si A,C son semejantes entonces tienen el mismo determinante, el mismo polinomio caracteristico y los
mismos valores propios.

Dos matrices diagonalizables son semejantes si y sélo si tienen los mismos valores propios con las mismas
multiplicidades.

Solucién:

a)

Verdadera. Si (), W) es el valor y vector propios asociados tendremos

AU =\,
si u estuviera asociado también a p, entonces deberfa cumplirse

AW = pu
e igualando obtenemos

M =pd =2 A0 —pd =0=>(A—p)uw =0
y como 1 _es un vector propio, entonces u # 0 y por tanto
A—p=0&A=p.
Verdadera. Si (\, W) es el valor y vector propios asociados tendremos AW = A\
A(QW) = AU = oUW = A (aW)

— . . .
luego av v’ es un vector propio asociado al valor propio A.

Verdadero. Si % y ¥ fueran linealmente dependientes, entonces deberfa existir a € R, tal que
7 = a7, y por el apartado anterior ambos vectores serfan vectores propios del valor propio A, lo
que contradice el enunciado.

Verdadero. Suponiendo que 0 es un valor propio de A entonces, debe existir w € R™, con u # 0,
vector propio asociado de forma que
AU =07 =0
es decir, el sistema
AZ =0
tiene como solucién no nula a @ y por tanto es un sistema compatible indeterminado y por el teorema
de Rouché-Frobenius eso implica que det (A) = 0 y viceversa.



e)

Falso. Suponiendo que @ + @ fuera un vector propio de A, entonces deberfa existir un o € R, tal
que
AW+ ) =a(u +7)

pero si aplicamos la propiedad distributiva tendremos
AU + AV = oW +av.

Ahora bien, u es un vector propio de A con valor propio asociado A y @ es un vector propio de A
con valor propio asociado u, por tanto

AU +pv=au +av

de donde
A=) W +(p—a)v =0,

como por el apartado c, los vectores ©w y v son linealmente independientes, debe cumplirse

y
A—a=p—a=0

que conduce a
A=p,
lo que contradice el enunciado del problema.

Ambas son verdaderas. Lo hacemos por induccién en n. Supongamos que n = 2, entonces
AP = A(ATW)
como W es un vector propio de A, con valor propio asociado ), tendremos AW = AW, luego
AAT) = ADT) = A (AT) = A(\T) = \*T

luego A2 es un valor propio de A2 asociado al vector propio . Suponiendo ahora que la propiedad
es cierta para n € N, es decir A" es un valor propio de A", demostraremos a continuacién que A" !
es un valor propio de A™t!:

AR = A(AT) = AA"T) = A\ (AT) = A" (AT) = A"

Para la segunda afirmacién suponemos que A es regular, es decir, A es invertible, existe A™! y
det (A) # 0. Supongamos que u es un valor propio de A asociado al valor propio A, es decir

AU = \u

Multiplicamos a izquierda por A~!

por tanto
AT =A(AT D) 5 LT = A (AW) 2 A (A7) =

Como A es regular, entonces por el apartado d, A # 0 y podemos dividir por este valor

(A%) = ;@

de modo que % es un valor propio de A~ asociado al vector propio .
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Verdadero. Si A y C son semejantes, entonces 3Q € M,, (R), matriz invertible tal que

A=Q'CQ

Estd claro que

det (A) = det (Q7'CQ) = det (Q™") det (C) det (Q)

y COmo y como
1

Q) = G

estd claro que
det (A) = det (C).

El polinomio caracteristico de A es
b4 (M) =det (A—AI)
o bien, por la semejanza de matrices

da () =det (Q7'CQ = AI)

Por otra parte, podemos poner
I=Q7'Q
para obtener
¢4 (N) =det (Q71CQ-2Q7'Q)
que se puede expresar como

$a(N) =det (Q71(C = A1)Q)

finalmente por las propiedades de los determinantes
pa(N) =det (Q'(C=A)Q) = ¢, (N =det (Q")det (C — AI)det (Q)

y se deduce
P4 (A) =det (C— M) = ¢¢ (A)

Obviamente al ser el mismo polinomio caracteristico, sus raices serdn las mismas y por tanto los
valores propios de ambas matrices coinciden.

Verdadero. Si A y C son semejantes, entonces por el apartado anterior tienen el mismo polinomio
caracteristico y por tanto tienen las mismas raices con las mismas multiplicidades.

Supongamos ahora que A y C' son diagonalizables y tienen los mismos valores propios con las mismas
multiplicidades. Como A y C son diagonalizables, entonces son semejantes a la misma matriz diagonal,
puesto que esta matriz estd formada por los valores propios, incluidas multiplicidades que, en ambas
matrices, son iguales. Luego A y C son semejantes a cierta matriz diagonal D, es decir, existen
matrices P y @ tal que

A P 'DP & PAP ' =D
C = Q'DPeQCQ =D

es decir
PAP ' =QCcQ !

multiplicando a la izquierda por P~! y a la derecha por P ambos miembros de la igualdad tendremos
PPAPTIP = PlQCQ P

y podemos escribir
A=PlQec—p



Si ahora usamos que
-1

@) =p @) =P
entonces
A=(Q'P)'C(Q'P)
es decir existe una matriz R = Q7' P tal que
A=R'CR

luego A y C son semejantes.

2. Estudiar los valores propios de las siguientes matrices, decir si son diagonalizables y en caso afirmativo obtener

la matriz de paso y la potencia n—ésima, siendo n € N.

—26

—2

-1
4 2

1 2 3

0 1 2

0 0 1
0 0 0
0 -1 -1

-1 0 -1
3 3 4

2 -1 —15
(a)A_(6 _3> (b)B_( o 29) (c) C =
5 g 5 1 1
(d)D:(1 2) e)E=|1 51 (f) F =
1 1 5
1 2 3 1 1 3 é
g G=|0 10 (hWH=|3 -1 3 (i) J = 5
0 0 1 0 0 -2
—6
Solucién:
a)
D . 2—A -1 2
da(N) = |A—)\I|_‘( s _3_)\>'—>\ + A,
bsN) = 02X +A=0 2 XA+ =0\ =0y d=—1

Como los valores propios son reales y distintos, la matriz es diagonalizable. A continuacién los vectores

propios correspondientes. Para el autovalor Ay =0

2 -1 z\ (0 20—y =0
ea-an= (g ) (5)=(0)={ e sl
los autovectores son de la forma (z,2z) = Ny, = ((1,2)).
Para el autovalor \g = —1
3 -1 x 0 3z—y=0
ker(A_A?I)j((a —2)<y) 0)‘:’{695—23,:0

(

los autovectores son de la forma (x,3xz) = Ny, = ((1,3)). Por tanto

&y =2z,

&y = 3z,



d)

- 0 =26-X —15\| .
o5 = 18- =|( TP T )=
+IFT6 3+
b)) = 0N —3h—4=0er= ot VIFIG BES v, =

2 2

Como los valores propios son reales y distintos, la matriz es diagonalizable. A continuacién los vectores
propios correspondientes. Para el autovalor Ay = 4

30 15\ /2 _ (0 —30z — 15y = 0 \ ¥
ker(B—)\1I):>< 50 25)(2/)_(0)@{ 50z + 25 = 0 Sy =2z,
los autovectores son de la forma (z, —2z) = Ny, = ((1,—-2)).
Para el autovalor Ay = —1

25 15\ [z _ [0 ~250 — 15y = 0 5
ker(B_A?I);s( 50 30) y>_(0)© 500+ 30y =0 YT 73"

los autovectores son de la forma (z, —3z) = Ny, = ((1,=3)) =((3,-5)). Por tanto
4 0
ve = (o )
_ 3
Pyt = ( s
_ 1 3 4 0\"/ -5 -3
o= () o) (77
d 1 3 4" 0 -5 -3
- -2 =5 0 -1 2 1
_ —5x4" -6 —3x4" -3
10x4"+10 6x4"+5

bo (V) = |C—M|=](22 2_i)\=x2,

dbe(N) = 06X =0 X =0ym((\)=2

Calculamos el subespacio propio asociado a A1 =0

-2 -1 z\ (0 —2z—-y=0 _
ker(C—)qI):>( 4 2)<y>_(0)@{ Az 42 =0 Sy =2z,

los autovectores son de la forma (x,—2x) = Ny, = ((1,—-2)), que tiene dimensién 1, como la
multiplicidad de A; es 2 # 1, la matriz no es diagonalizable.

_ . 2—A 5 2
op(\) = |D—)\I_’( - 2)\)‘_)‘ i
6p(N) = 08N +1=0& X\ =iyl =—i

Como los valores propios son complejos la matriz no es diagonalizable sobre R.



5-\ 1 1
dp(\) = |[E—-\|= 1 5-X 1| = =A% +150% — 72\ + 112
1 1 52X\
pp(N) = 0 =X 4+15A7—T2X0+112=0< A, =4 con m(A) =2y Ay =7 con m(\a) =

Calculamos los subespacios propios. Para el autovalor A\; =4

1 11 x 0 z+y+z=0
ker(E—M\I)= | 1 1 1 y |=10 ] 2+y+2=0 Sz2=—-z—y,
1 1 1 z 0 z+y+2=0

los autovectores son de la forma (z,y, —z — y) = # (1,0, —1)+y (0,1, -1) = N, = ({(1,0,—1); (0,1, -1)}).
Para el autovalor Ay =7

—2 1 1 T 0 —2x+y+2=0
ker (E — XoI) = 1 -2 1 y |=10 ]« r—2y+z2z=0 Sax=y=z
1 1 -2 z 0 z+y—22z=0

los autovectores son de la forma (x,x,2) = Ny, =((1,1,1)) Por tanto

4 0 0
D = 0 4 0
0 0 7
2 1 1
. TN 5, 1
1 1
—1.=1 1 3 3 3
2 1 1
E" = 0 11 0 4 0 53 3
1 1
-1 -1 1 0 0 7 3 3 3
2
1 01 2 —25 —%
= 0 11 O 4” —% ;s
n 1
-1 -1 1 0 7 i3 3
247L+l7n 17n_ 14n 17n_ 14n
_ i n_i n n n % n_:%
SO F T it A A T
§7n _ §4n §7n _ 34n §4n §7n
f)
- A 2 3
dp(N\) = |F—=X|= 0 1—2A 2 |l=@01-n?
0 0 1—-2X
pr(N) = 02 (1-N>=0s X =1conm(A\)=3
Calculamos el subespacios propios para el autovalor \; = 1
0 2 3 x 0 2y+32=0
ker(F—XM\I)= 1| 0 0 2 y |=101]<« 2y=20 Sy=2z=0,
0 0 0 z 0 0=0

los autovectores son de la forma (x,0,0) =« (1,0,0) = Ny, = ({(1,0,0)}). Como dim (N,,) =1 #
m (A1) la matriz no es diagonalizable.
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1-—A 2 3
ba(N) = |G=\|= 01—\ 0 ||=@1-x?°
0 0 1—AX
g (N) = 0@(1—)\)320@)/\1=1conm()\1):3.
Calculamos el subespacio propio para el autovalor A\; = 1
0 2 3 T 0 204+ 32=0 3
ker(G—-XMI)=1 0 0 0 y | =10 ]& 0=0 ®z=-2y,
0 0 0 z 0 0=0

los autovectores son de la forma (z, y, f%y) =2(1,0,0)+y (0,1, 7%) = Ny, = ({(1,0,0); (0,1, -

Como dim (Ny,) = 2 # m (A1), la matriz no es diagonalizable.

1-\ 1 3
by (\) = |[H=X|= 3 —1-X\ 3 == -222+4)1+38

0 0 —2-2X
dbp(N) = 08 XN -2 2 +4\+8=0 X\ =2conm (M) =1y dg=—2conm(\y) =2

Calculamos los subespacios propios. Para el autovalor A\; = 2

2

3

-1 1 3 T 0 —z4+y+32=0
ker (H — \I) = 3 -3 3 y |=10 )<< 3z-—3y+32=0 & 2=02z=y,
0 0 —4 z 0 —4z=0

los autovectores son de la forma (z,z,0) =z (1,1,0) = Ny, = ({(1,1,0)}).
Para el autovalor Ay = —2

3 1 3 x 0 3x+y+32=0
|[H-—XI|=| 3 1 3 y |=|0 ] 3x+y+32=0 ©y=-3(x+2),
0 0 O z 0 0=0

los autovectores son de la forma

(x,=-3(x+2),2)=2(1,-3,0)+2(0,-3,1) = N, = ({(1,-3,0);(0,-3,1)}).

Por tanto
2 0 0
Dy = 0 -2 0
0 0 -2
-1 ! ! 0 % % %3
P, = 1 -3 -3 = Py = i -1 —3
0 0 1 0 0 1
1 1 0 2 0 0 % il 33
1 -3 -3 0 -2 0 i —1 —%
0 0 1 0 0 -2 0 0 1

)3)-



) 1 1 0 2 0 0\" % 51 33
0 1 0 0 —2 0 0 1
1 1 0 2" 0 0 % i 3
= 1 -3 -3 0 (-2)" 0 : -+ -3
0 0 1 0 0 (-2)" 0 0 1
L)y 4 39n lon 1l oy 3on 3 ( _oyn
Y IR Vi O At v S O
4 4 4 4 4 4n
0 0 -2)
I-A 0 0 0
2 -x —1 -1 4 3 2 3
d;(N) = |J=\,|= 5 1 a1 =X - 2= - 1) (A~ 2)
-6 3 3 4-2)\
d;N) = 02X =5+ —TA+2=02 ) =1lconm(\) =3y =2conm(\) =1

Calculamos los subespacios propios. Para el autovalor Ay =1

0 o0 0 0 x 0 0=0

2 -1 -1 -1 y | [ O 2r—y—2—-1t=0 o
ker (J — \I) = 9 1 -1 -1 1=l o | ® Y —y— %t =0 S t=2xr—y—=z,

-6 3 3 3 t 0 —6x 4+ 3y +32+3t =0

los autovectores son de la forma (z,y, 2,20 —y — z) =« (1,0,0,2)+y (0,1,0,—1) 4+ 2 (0,0,1, —1) =
NAl = <{(17 07 Oa 2) ; (07 ]-7 Oa _1) ) (Oa Oa ]-, _1)}>
Para el autovalor Ay = 2

-1 0o 0 0 -z =0

x 0 =0
B 2. -2 -1 -1 y | |0 20 —2y—z—1t=0 B
e TR T 2 0 2r-y-2:-t=0 | T4
-6 '3 3 2 t 0 —6z+3y+32+2t=0 =

los autovectores son de la forma (0,y,y, —3y) =y (0,1,1,—-3) = N,, = ({(0,1,1,—3)}). Por tanto

100 0
0100
Dy = 0010
000 2
1 0 o o0\ " 1 0 0 0
4o 1 0 1 =2 2 1 1
Proo=o o 1 1| == 9 1 92 1
29 -1 -1 -3 2 -1 -1 -1



1 0O 0 O 1 0 00 1 0O 0 0
g 0 1 0 1 01 00 -2 2 1 1
o 0 0 1 1 0 01 0 -2 1 2 1
2 -1 -1 -3 0 0 0 2 2 -1 -1 -1
1 0O 0 O 1 0 0 0 1 0O 0 0
_ 0 1 0 1 010 O -2 2 1 1
o 0 O 1 1 0 01 O -2 1 2 1
2 -1 -1 -3 0 0 0 27 2 -1 -1 -1
1 0 0 0
- 2x 2" —2 2—2" 1-—2" 1—-2
o 2x2" =2 1-2" 2-2" 1-2"
6—-6x2" 3x2"—-3 3x2"—-3 3x2"-2
3. Estudiar segtin los valores de los parametros, si son diagonalizables las siguientes matrices:
1 2 0 1 a 1 a 0 0
aA=[1 2 0 (b)yB=| 0 1 p (c)C=| -1 1 2
1 2 « 0 0 ~ 1 3 2
Solucién:
a)
1—A 2 0
da(N) = A== 1 2—-A 0 =A(A=3)(a—N)
1 2 a—A\
¢)A(>\) = O@)\()\—3)(Oé—/\):0<:>/\1ZO,)\QZS,/\3=(X

n

b)

Si « ¢ {0,3} = Todos los valores son reales y distintos, por tanto la matriz serd diagonalizable.
Supongamos que a = 0, entonces A\; = 0 es un valor propio con m(\;) = 2. Para que A sea
diagonalizable en este caso dim (Ny,) = 2

1 20 x 0 r+2y=0
ker(A—MI)=[ 1 2 0 y | =10 &< z2+2y=0 &= -2y,
1 2 0 z 0 z+2y=0

los autovectores son de la forma (—2y,y,2) =y (—2,1,0)+2(0,0,1) = N, = ({(-2,1,0);(0,0,1)})
y por tanto dim (Ny,) = 2 y la matriz A sera diagonalizable.

Supongamos que a = 3, entonces A2 = 3 es un valor propio con m(\y) = 2. Para que A sea
diagonalizable en este caso dim (Ny,) = 2

-2 20 T 0 —2x+2y=0
ker (A — \o1) = 1 -1 0 y |=(0]<« r—y=0 <©z=y=0,
1 2 0 z 0 z+2y=0

los autovectores son de la forma (0,0, 2) = 2(0,0,1) = Ny, = ({(0,0,1)}) Por tanto la matriz no
serd diagonalizable en este caso.

¢p (N (=2 (r =X

|B— AI| =

b5 (\) 0 (1-N?(=N=0aX =1 =1 =1



Distinguimos dos casos, si y =1 0 si vy # 1.
Supongamos que v = 1, entonces A\; = 1 es un valor propio con m(\;) = 3. Para que B sea
diagonalizable en este caso dim (Ny,) = 3

0 a 1 T 0 ay+z2=0
ker(B—MI)=| 0 0 g y |=1|0]%«
0 0 O z 0 By=0

De la segunda ecuacién tendremos dos opciones: 3 # 00 3 =0.Si §# 0= y = 0, y la primera
ecuacién nos darfa z = 0, de modo que los autovectores son de la forma (z,0,0) = z(1,0,0) =
Ny, = ({(1,0,0)}) y por tanto dim (Ny,) = 1 y la matriz A no serd diagonalizable. Para el caso
B = 0, entonces sé6lo nos queda la ecuacién ay + z = 0 = z = —ay, de modo que los autovectores
son de la forma (z,y, —ay) = x(1,0,0) + y (0,1, —a) = Ny, = ({(1,0,0),(0,1, —«)}) y por tanto
dim (N, ) = 2 y la matriz B no serd diagonalizable

Supongamos ahora que v # 1, entonces A; = 1 es un valor propio con m (A1) = 2. Para que B sea
diagonalizable en este caso dim (N),) = 2

0 « 1 T 0 ay+z2=0
ker (B—XI)=1 0 0 Jé] y =10 |<% By=0
0 0 -1 z 0 (v=1)z=0

Como v # 1, la tltima ecuacién nos da z = 0, asi que nos queda

ay =

By =
Para o # 0 0 8 # 0 las ecuaciones nos dan y = 0 y los autovectores son de la forma (z,0,0) = z (1,0, 0)
= N, = ({(1,0,0)}), por tanto la matriz no seria diagonalizable en este caso. Si a = 5 = 0, entonces

los autovectores son de la forma (x,y,0) = 2 (1,0,0) +y (0,1,0) = N, = ({(1,0,0);(0,1,0)}) y la
matriz sf serfa diagonalizable. En resumen

v =1 = A no diagonalizable

a #0 o0 # 0= B no diagonalizable

T#F1=
a = =0 = B diagonalizable

0 B es diagonalizable siy# 1y a=8=0.

a— A 0 0

bo(\) = |C—\|= 1 1-2\ 2 ||=(a=N(A—4)(A+1)
1 32—

b (N) = 0 (@-ANA—4)A+1) =0\ =a,\ =4, =—1

Si a ¢ {4,—1} = Todos los valores son reales y distintos, por tanto la matriz serd diagonalizable.

Supongamos que a = 4, entonces A\; = 4 es un valor propio con m(A;) = 2. Para que C sea
diagonalizable en este caso dim (Ny,) = 2

0 0 0 T 0 0=0
ker (C—M\I)= | -1 -3 2 y | =10 | —2-3y+2:=0 < z=2z—23y,
3 -2 z 0 r+3y—22=0

los autovectores son de la forma (2z — 3y,y,z) =y (—3,1,0)+2(2,0,1) = N, = ({(—3,1,0);(2,0,1)})
y por tanto dim (Ny,) = 2 y la matriz C serd diagonalizable.

10



Supongamos que « = —1, entonces A3 = —1 es un valor propio con m (A3) = 2. Para que C sea
diagonalizable en este caso dim (Ny,) = 2

0 0 0 x 0 0=0 0=0
ker (C—XI)= | -1 2 2 y |=10 &< —2+2y+22=0 & y:f%z ,
1 3 3 z 0 z+3y+22=0 :c:%z
los autovectores son de la forma (%z, f%z,z) =2z (%, f%, 1) = N), = <{(%, f%, 1)}> Por tanto la

matriz no serd diagonalizable en este caso.

4. Sea f un endomorfismo diagonalizable de R® con valores propios A\; = 1y Ay = —1 y subespacios propios
Ny, = {(w,y,z) ER3 |z +2= O} y Ny, = {(w,y,z) ER} |z +y+z= 0,:c+y:0}. Calcula la expresion
analitica de f.

Solucién: Como f es un endomorfismo diagonalizable, la matriz asociada las bases canénicas de R? es
diagonalizable, es decir, existe una matriz diagonal D y una matriz de paso (cambio de base) P, tal que

Mo (f) =P 'DP

Como f es diagonalizable
dimNAk = m(/\k)
Para Ny,
z+z=0&z2z=—-z= (z,y,—x) =2 (1,0,—-1)+y (0,1,0) = Ny, = ({(1,0,—-1);(0,1,0)}) = dim Ny, =2

mientras que para Ny,

z+y+2=0
Sz=0y=—2= (z,—2,0) =2 (1,-1,0) = Nx2 = {(1,-1,0)}) = dim N,, =1
z+y=0

por tanto Ay = 1 tiene multiplicidad 2 y Ao = —1 tiene multiplicidad 1, por tanto

1 0 O
D=0 1 0
0 0 -1
1 0 1 0 0 -1
Pt = 01 -1 |=P=|11 1
-1 0 0 1 0 1
y
1 0 1 1 0 O 00 -1 -1 0 -2
Mc (f) = 01 -1 0 1 0 1 1 1 = 2 1 2
-1 0 O 0 0 -1 1 0 1 0 0 1
v la expresién analitica es
-1 0 -2 T —r — 2z
fz,y,2) = 2 1 2 y | = 20+y+22
0 0 1 z z
5. Sea f un endomorfismo diagonalizable de R? con valores propios A\; = 0, Ao = —1 y A3 = 2, y subespacios

propios Ny, = {(ac,y7z) 6R3|x—y:0;m—z:0}, Ny, = {(a@y,z) €R3|Jc=0,y+z=0} y Ny, =
{(z,y,2) € R3 |z +y = 0,2z +y = 0}. Calcula la expresién analitica de f.

Solucién: Como f es un endomorfismo diagonalizable, la matriz asociada las bases canénicas de R? es
diagonalizable, es decir, existe una matriz diagonal D y una matriz de paso (cambio de base) P, tal que

Mc (f) = P7'DP

11



Para Ny,

T—y=
sSr=y=z= (r,z,z)=2(1,1,1) = Ny, = {(1,1,1)}) = dim N,, =1
r—y=20
para Ny,
z=0
szr=0z=-y=(0,y,—y) =y (0,1,—1) = Ny, = ({(0,1,-1)}) = dim N,, =1
y+z=0
para Ny,
r+y=0
sr=y=0= (0,0,2) =2(0,0,1) = N,, = ({(0,0,1)}) = dim N,, =1
20 +y =0

Como los valores propios son reales y distintos

0 0 0
D=0 -1 0
0 0 2
1 0 0 1 00
Pl'=l1 10 |=P=(-110
1 -1 1 -2 1 1
y
1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 O
Mc(f)=1 1 1 0 0 -1 0 -1 1 0 |= 1 -1 0
1 -1 1 0 0 2 -2 1 1 -5 3 2
v la expresién analftica es
0 0 O x 0
flryz)=1 1 -1 0 y | = -y
-5 3 2 z 3y — bx + 2z

6. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y los subespacios propios de las siguientes matrices:

Lo 2 10
(a)A:(41> b)yB=[4 2 0
3 2 3

2 0 0 6 1 0
ec=[130 dD=[3 8 0
3 2 3 2 2 5

Buscaremos el polinomio caracteristico de cada matriz.

a)
Ga, (A) =det (A — Ap) = ’( 11/\ IEA )‘ :(1—)\)2—36:)\2—2)\—35
Obtenemos los valores propios de A; igualando a 0 el polinomio caracteristico

244+ 140 2412
o 2 T2

ba, (N) =02 -2\ —35=0 < \ =N =5 =T

12



Como son dos valores reales y distintos para una matriz 2 x 2, la matriz A; es diagonalizable.

Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio. Supongamos que 97 = (,y)
es un vector propio asociado al valor propio Ay = —5, entonces

171eker(A1+512)@(A1+512)771—0@(115 135)<§>—(8)@(2 2)(;5)_(8)

y por tanto
6z 4+ 9y =0 2043y =0
& & 2z + 3y =0,
4z + 6y =0 2043y =0

ecuacién que tiene por solucién paramétrica

2 . 2 2
T = y:—ga:>111: <a,—3a) = Ny, :<{(1,—3)}>.

Supongamos ahora que ¥s = (x,y) es el vector propio asociado al valor propio Ay = 7, entonces

172€ker(A17I2)@(A17I2)62—0<:>< b 127)<§>—(g>@<_46 _96><;3>—<8>

de donde
—6x+9y =0 —2x+3y=0
& &2 — 3y =0,
4dr — 6y =0 20 —3y=0

ecuacion que tiene por solucién paramétrica

2 2 2
a:za;y:3a2>172=<a,3a):>N)\2:<{(1,3>}>.

La matriz diagonal y la matriz de paso son

_( 50 -1 _
Dl_(o 7) B=

N
|
win
WD =
\/

podemos comprobar que

-1
_ 11 —5 0 11
o= () (0 7) (5 )
N B ZAL A I
11 -5 0 i -3
()07 7)0
19
- (3 7)-n
2-2 1 0 9% 1
da,(A) = det(Ay—A3) = 4 2-Xx 0 :(3—/\)’( 1 2_A)‘
3 23—

= (3—/\)<(2—>\)2—4):(3—)\)()\2—4>\):(3—)\)>\()\—4)<:>)\1:0,)\2:3,)\3:4

Hay 3 valores propios reales y distintos, por tanto la matriz A, es diagonalizable.
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Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio. Supongamos que ¥; = (z,y, 2)
es un vector propio asociado al valor propio A\; = 0, entonces

2 1 0 T 0
U erl‘(AQ —0.[2) < At =0& 4 2 0 Yy = 0
3 2 3 z 0
y por tanto
20 +y =0
20 +y=0 (1)
dx+2y =0 =
3x+2y+32=0 (2)
3z+2y+32=0
De la ecuacién (1) y = —2x, y sustuimos en la ecuacion (2) 3x +2(-22) +32=0<= —x+ 3z =

0 <= z = %, la solucién paramétrica es

1
T =q; y:—2a;z:%éﬂlz (a,—2a,%> = Ny, :<{(1,—2,3)}>.

Supongamos ahora que ¥ = (z,¥, z) es el vector propio asociado al valor propio A2 = 3, entonces

2-3 1 0 T 0
Uy € ker (A2 — 3[3) =4 (AQ — 3[3) Uo =0& 4 2—-3 0 Yy =10
3 2 3—-3 z 0
-1 1 0 T 0
& 4 -1 0 Y =10
3 2 0 z 0
de donde
—x+y=0
de—y =0
3z4+2y=0

sistema que tiene por solucién x = y = 0, como z es libre la solucién completa es
z=0;y=0z=a= v =(0,0,a) = Ny, = ({(0,0,1)})

Finalmente obtendremos N, para el valor propio A3 = 4. Suponemos que ¥5 = (z,¥, z) es su vector
propio asociado, entonces

2—4 1 0 T 0
U3 € keI‘(Ag—4[3)@(142—4[3)173:0@ 4 2—4 0 Yy =10
3 2 3—4 z 0

-2 1 0 T 0

& 4 =2 0 Y =10

3 2 -1 z 0

de donde
—2x+y=0

14



De la ecuacién (1) y = 2z, y sustuimos en la ecuacion (2) 3z +2(2z) —2=0<= Tz — 2 = 0 <
z = Tz, la solucién paramétrica es

r=o; y=20;2="Ta= 0 = (a,2a,7a) = Ny, = {(1,2,7)})

La matriz diagonal y la matriz de paso son

00 0 1 01
Dy=10 3 0 Pil=1 -2 0 2
0 0 4 107
podemos comprobar que
1 0 1 000 1 0 1\
Py'DyPy, = -2 0 2 0 3 0 -2 0 2
17 00 4 17
1 01 000 3 —3
8
= -2 0 2 030 -5 -2 1
17 0 0 4 5 3 0
2 10
= 4 2 0 | =4,
3 2 3
2-X 0 0 95—x 0
da, (A) = det(As—\3) = I 3-Xx 0 :(3—)\)’( ) 3A>’
3 2 3-)

= B=NE2-N=A=X=3X=2

Hay 3 valores propios reales, pero hay dos iguales, asi que no podemos determinar a primera vista si
la matriz es o no diagonalizable. Para comprobarlo tendremos que ver la dimensién de los subespacios
propios que deben coincidir con la multiplicidad del valor propio correspondiente.

Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio. Supongamos que ¥; = (z,y, 2)
es un vector propio asociado al valor propio Ay = A2 = 3, entonces

2—-3 0 0 T 0
Up € ker (Ag — 3[2) <~ (Ag — 3[2) 7 =0& 1 3—3 0 Yy = 0
3 2 3—-3 z 0

-1 0 0 T 0

& 1 00 y |=120

3 20 z 0

y por tanto
-z =0
z=0
3z +2y=0

que tiene por solucién (0,0, ) y por tanto Ny, = ({(0,0,1)}), subespacio de dimensién 1, pero la
multiplicidad de A\; = 3 es m (A1) = 2, por tanto la matriz no es diagonalizable y no es necesario
encontrar el subespacio propio asociado a Ag.

15



6-X 1 0
_ det (A — _ - o 6-X 1
da,(N) = det(Ay— \I3) g 82)\ 58/\ 5 )\)'< 5 S_AN
= (5=N((6-X)(8=X)—3)=(5-A)(\*— 14\ +45)

Obtenemos los valores propios igualando a 0

A, (N =0 (BN (N —14A+45) 0 A =5y NX’—14\+45 =0 & \ =

144196 —180 14+16 1444

2 2

Hay 3 valores propios reales, pero hay dos iguales, asi que no podemos determinar a primera vista si
la matriz es o no diagonalizable. Para comprobarlo tendremos que ver la dimensién de los subespacios
propios que deben coincidir con la multiplicidad del valor propio correspondiente.

Vamos a encontrar los vectores propios asociados a cada valor propio. Supongamos que ¥ = (z,y, z)
es un vector propio asociado al valor propio Ay = A2 = 5, entonces

6—5 1 0 x 0
U1 € ker(A4—)\13)<:>(A4—)\13)771 =0«& 3 8=5 0 Yy = 0
2 2 5—-5 z 0
1 10 T 0
& 3 3 0 y | =120
2 2 0 z 0
y por tanto
z+y=0
3+3y=0 )< x4+y=0}
2042y =0
que tiene por solucién y = —z, siendo z, luego la solucién del sistema es de la forma (o, —cv, ) y por

tanto Ny, = ({(1,-1,0);(0,0,1)}), subespacio de dimensién 2, que coincide con la multiplicidad de
A1 =5 quees m(N) =2.

Vamos a encontrar los vectores propios asociados al valor propio A3 = 9. Supongamos que ¥ = (z, y, 2)
es un vector propio asociado al valor propio A3 = 9, entonces

6—9 1 0 T 0
vz €  ker (A4 — )\3]3) = (A4 — 9]3) U3 =0& 3 8—9 0 Yy = 0
2 2 5—9 z 0
-3 1 0 T 0
= 3 —1 0 y | =1 o
2 2 -4 z 0

y por tanto
—3x+y=0 (1)

3x—y=0 (2)

2e4+2y—42=0 (3)

Sumando (1) y (2) obtenemos y = 3z, y sustuimos en la ecuacion (3) 2z +2(3z) — 4z = 0 <
8r — 4z = 0 < z = 2z, la solucién paramétrica es

r=0; y=3mz=2a=10 =(a,3a,2a) = Ny, = ({(1,3,2)}).
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La matriz diagonal y la matriz de paso son

500 1 01
Diy=|0 5 0 Pl=| -1 0 3
009 0 1 2
podemos comprobar que
1 0 1 50 0 10 1\ "
P;'DyPy, = -1 0 3 05 0 -1 0 3
0 1 2 00 9 0 1 2
1 01 50 0 g—%o
= -1 0 3 050 -1 =51
0 1 2 009 3 o0
6 1 0
= 380 |=4,
2 2 5

7. Consideremos el tensor! T : R? — R? definido como T'(z,y) = (22 — y,x + 4y). Si consideramos el sistema
de referencia® habitual en Fisica B = {e; = (1,0),e2 = (0,1)}, es decir la base canénica de R?, entonces T

estd representado por la matriz
2 -1
n-(173)

es decir, Ty = Mp_.g(T). Si ahora consideramos un nuevo sistema de referencia dado por los vectores
B’ ={v; = (1,-1),v2 = (3,2)}, entonces el tensor T" viene representado por la matriz

3 =5
n- (30

Comprueba que los autovalores de las matrices 77 y T5 son iguales y que los autovectores también son los
mismos, sin embargo, las coordenadas de éstos tltimos dependen del sistema de referencia que estemos usando.
No podia ser de otra forma: los autovalores son independientes del sistema de referencia. Y los autovectores
también, pero en el sentido de que dependen solamente del tensor aunque sus coordenadas cambien segin la
matriz que usemos para representar el tensor.

Solucién: Calculo del polinomio caracteristico y de los valores propios para T

- 2= x 1] e
pr (A) = |T1_)\I|—’( | 4)\)‘—)\ —6A+09,
pr,(A) = 08X —6A+9=0& X\ =X\ =3

Calculo del polinomio caracteristico y de los valores propios para 15

3—A -5
pr, (V) |T2—M|=K 03_)\)‘=(3—A)2,

pr,(A) = 0& A =X =3.

Célculo de los autovectores de T3 para el dnico autovalor A = 3

-1 -1 ) (0 —r—y= _
ker(Tl—BI):>< 1 1)<y>_<0>@ r+y=0 Sy=—z,

IEn este contexto el tensor es sinénimo de endomorfismo sobre R2.
2En este contexto un sistema de referencia en el es una base del espacio vectorial correspondiente.
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los autovectores, expresados en la base B, son de la forma
VB = (':Ea —1’)3 .

Calculo de los autovectores para 75 para el tinico autovalor A = 3

ker(T2—31):><8 _8)<§>:(8)©—5y:0®y:0

los autovectores, expresados en la base B’, son de la forma
vpr = (z,0)p .
Aunque tengan expresiones distintas, hay que tener en cuenta que los vectores estan expresados en bases
distintas; si expresamos este vector en la base candénica (base B) se obtiene
(,0)g =2 (1,-1)+0(3,2) = (z, —x)
que vemos que coincide con la expresiéon obtenida para los autovalores de T;.

. Tensor de inercia de un sdlido rigido. En Mecdnica del Sélido Rigido, el llamado tensor de inercia en un
punto es una aplicacion lineal que, como todas, se representa por medio de una matriz (en este caso simétrica)
que denotaremos por T;. Las llamadas direcciones principales de inercia se corresponden con los autovectores de
T; mientras que los momentos principales de inercia son los autovalores. Supongamos que el tensor de inercia
en coordenadas cartesianas de un sélido bidimensional viene dado por

5 4
5 (31

Calcula los momentos principales y las direcciones principales de inercia de I.

Interpretaciéon geométrica: Consideremos la elipse de ecuacién 522 + 8xy + 5y% = 1. Dibuja, con MAXIMA,
dicha elipse. Comprueba que, con la ayuda de la matriz T; anterior, la ecuacién de la elipse puede escribirse en

la forma
eo(14)(5)

Comprueba que los autovalores de T; son A\; = 9y Ay = 1y que sus autovectores asociados (normalizados) son
U = %(1, )y v = %(1, —1). La matriz de cambio de base P que contiene los autovectores es ortogonal

con lo que P! = PT. Por tanto, se tiene la descomposicién
5 4\ _1/[1 1 9 0\ 1 /1 1
45 ) 21 -1 0 1/)2(1 -1

Si multiplicamos por la izquierda por (z,y) y por la derecha por < 5 ) se tiene la identidad

2 2
Tty r—y
522 + 8z +52=9< )+1< )
Y+ 5y NG 73

.. . . r+y r—y .. .
lo que indica que con el cambio de variables u = =——% e v = =—2, la ecuacidn de la elipse es 9u? + v = 1.

V2 V2

Dibuja con MAXIMA esta nueva elipse.

Solucién: Como se ha indicado en el texto, los momentos y direcciones principales de inercia son los
valores y vectores propios del tensor de inercia. Calculamos los valores propios mediante el polinomio
caracteristico:

p(\) = TZ-—AI|:’(5‘f1 5_;‘)‘:(5—A)(5—A)—16:A2—10A+9,
pi(A) = 02X —1004+9=0< X =11 =0.
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Y a continuacién los vectores propios correspondientes. Para el autovalor Ay = 1

4 4 z\ _ (0 dx+4y =0 _
kcr(Tz—I):><4 4><y>_<0>®{4w—|—4y=0 &S y=—x,
los autovectores son de la forma (x, —z) y tomaremos como base v; = (1, —1).

Para el autovalor Ay =9

o -4 4 z\ _ (0 -4z + 4y = R
ker (T; 9[):>< 4 —4)<y><0)<:>{ Az — 4y =0 Sy =uz,

los autovectores son de la forma (x,x) y tomamos como base vy = (1,1).

Notar que la base B de R?, definida como B = {(1,—1),(1,1)} es ortogonal para el producto escalar
euclideo usual. Entonces dividiendo cada vector por su respectiva norma, obtendremos la base ortonormal
buscada.

1
v o= (1,-1) = ||ln||=vV2 =/ = —(1,-1),
1 ( ) [|v1]] 1 ﬂ( )

1
va = (1,1) = ||lva]| = V2 = v, = —=(1,1).
2 (1,1) [[val 2 \/5( )

El resto se obtiene sustituyendo directamente en las expresiones.

9. Elasticidad Lineal. Se supone que el tensor de pequeiias deformaciones € en un entorno de un punto de un
sélido elastico trabajando a deformacién plana viene dado por la matriz

_ 120 —80 6
6‘( —80 100) 1077
Calcula las deformaciones principales (autovalores) y direcciones principales de deformacién (autovectores nor-
malizados?).

Interpretacién geométrica: la misma que en el ejercicio anterior pero cambiando la palabra inercia por defor-
macioén.

Solucién: Valores propios de ¢

B | 1201076 — A —80-1075 | ., 6 1o
pe(A\) = |Je—All= 80.10-% 100106y | = A° —220-107°A+ 5600 10
, 11 7

a 50000)\ + 1250000000

Pe (A)

0 A2 —220-10"5A +5600-10"2 =0 e )\ = (110 + 10¢6€) 1076,

Calculamos los vectores propios. Para A; = (110 4+ 10v/65) - 107°

e — M| = 8 ) .

1201076 — Xy —80-107° v _ (0 _.
—80-1075 1001076 — X, y ) — \0

(10 — 10v/65-) 107° —80- 1076 v _ (0
—80-1075 (—10 — 10v/65-) 107° y ) — \o

3De médulo 1.
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10.

(10 — 10v/65-) 10762 — 80 - 10~%y = 0 (10 — 10v/65-) z — 80y = 0

— s
—80- 10752 4 (—10 — 10v/65-) 1076y = 0 —80z + (—10 — 10v/65:) y =0
Sistema cuya solucién general es
1
<m78 (1—\/@):10)

El subespacio propio asociado a A1 serd

(s

ool —

()

Para Ay = (110 — 10v/65) - 1076

e Al = (8):»

120-1076 — A —80-107°¢ T > 0y _
—80-107% 100-1076— X y )~ \o

(10 + 10v/65-) 107° —80-10~° v _ (0
—80-107% (—10+ 10/65-) 107° y ) — \o

(10 4+10v/65-) 10 Sz 80-10 %y =0 (10 +10v/65-)  — 80y = 0
— s
—80-107%z + ( 10+ 10v65-) 10 ®y=0 —80z 4 (—10+ 10v/65-) y = 0
Sistema cuya solucién general es
1
<$, 3 (1 + \/65> a:)

y el subespacio propio asociado a Ay sera

Ny, < (1,
Los vectores normalizados son
25/2 1—+65
ni = )
V65 — /65 V2165 — /65

25/2 1465
na - )
V65 + 65 v21/65 + /65

(1+\/@))>

ool —

o numéricamente

iy (F0,7497, F0,6618),

iy, = (30,6618, F0,7497).

La teoria de Hiickel en Quimica Orgdnica analiza la posibilidad para algunos tipos de moléculas de tener
propiedades aromaticas. Aplicada al ciclobutadieno Cy H,4, aparece asociado el problema de autovalores definido

por la ecuacién
HC = EC
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donde H representa el Hamiltoniano efectivo de un 7 electrén del sistema, los autovalores E de H son la energias
orbitales de los 7 electrones, y los autovectores C representan las correspondientes orbitales moleculares. En
concreto,

e =Ree)
O@WR ™
DR ™o
ST o™

donde «, 8 son nimeros reales negativos.

Comprueba que los autovalores de H son B} = o+ 28, Es = E3 = «, B4 = a— 28, y que C; = (1,1,1,1),
Cy=(0,1,0,—-1), C5 = (1,0,—1,0) , C4y = (1,—1,1,—1) son autovectores asociados.

Solucién: Contruimos el polinomio caracteristico:

a— A B8 0 I}
-
pH()‘) = ‘H*AI‘: g 046 a?)\ g
B 0 B a— A
a—-\ B 0 BB 0 Bra=-X p
= (a—2A) I6; a—A B8 -8 0 a—-\ 8 - B 0 8 a— A
0 B a— A B B a— A 8 0 B
= (@=N((@=N" =28 (@=N) - F (a =N =5 (a— V)
= (a= N ((a= N7 =28%) —26%(@ - A
= (=N ((a= N -45)
Calculamos los valores propios:
(a=N)?=0% \=a (doble)
Pr(\N)=0& (a=XN)=2=A=a—-20
(a=AN? -4 =05 (a— N’ =48
(a=N)=-2=A=a+204
Luego los valores propios son F; = a+ 28,F; = F3 = ay By = a — 2. Calcularemos ahora los
autovectores para cada autovalor.
Para F1 =a+ 20
a— Fy Ié] 0 I5) T 0
I5) oa— Fq I3 0 Y _ 0
0 B a-E B 2] T o |T
B 0 5 OL*El t 0
=26 p 0 I3 x 0
6 -2 5 0 v | _ o]
0 g =28 B z o 0
B 0 B —28 t 0
—2Bx+ py+pt=0 —2x+y+t=0
Bxr—2By+ Bz=0 r—2y+2z=0 o
By—28:+pt—0 & BFOSY L o1y Sr=y=s=t
Bxr+ pfz—20t=0 rz4+2z—-2t=0

Los autovalores son de la forma (x, z,z,x), con base (1,1,1,1)
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Para Fy = F3 = «

a— FEy 153 0 15} T
g a— Ey B 0 Yy
0 I} a— Ey B z
ﬁ 0 B OZ—EQ t

0O g 0 p x
B0 5 0 Y
0 8 0 p z
6 0 B O t
By + Bt =0
Bx+pBz=0
By+Bt=0
Bx+pPz=0

0

0 <~

0

0

0

0

0 <~

0
y+t=0 ‘=
r+2=0 =Y

B0 e T, o

r+2=0

Los autovalores son de la forma (z,y, —z, —y) = = (1,0,—1,0)+y (0,1,0, 1), con base {(1,0,—1,0),(0,1,0,—1)}.
Para B4 = a — 20

Ck—E4 ﬁ 0 ﬁ xT 0
B a—FEy B 0 y B 0 A
0 B8 a—Ey B z o 0
B 0 15} a—FEy t 0
26 B 0 x 0
g2 5 0 ||v| _ |o].
0 B 28 p z 0
8 0 B 28 t 0
2B8x 4+ By + Pt =0 20 +y+t=0 —
Bx+2By+ Bz=0 r+2y+2=0 _
Bywapzipr=0 & CFOSY 940 &) 50
Bx+ Bz+2Bt =0 rT+2z+2t=0 o

Los autovalores son de la forma (z, —z,x,—x) =z (1,-1,1,—1), con base {(1,-1,1,—1)}.
11. Responde a las siguientes cuestiones:

a) Sea f :V — V una aplicacién lineal y supongamos que A = 0 es un autovalor de f. jEs f inyectiva ?
iPor qué ?

b) Sea A una matriz invertible y sean A1, -, A, los autovalores de A. ;Cudles son los autovalores de A~!
? i Qué relacién existe entre los autovectores de A y los de A~1 ?

Solucién:
a) No, puesto que si A = 0, es un autovalor entonces, existe un vector v € V' con v # 0 con
fw)=0-v

es decir v € ker f y por tanto no es inyectiva.

b) Supongamos que p4 (\) y pa—1 (A) son los polinomios caracteristicos de A y A~1, respectivamente,
entonces, por definicién

Pa(d) = [A=)|
Py (A) = A7 =)
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Como A es invertible, entonces ninguno de los valores propios de A puede ser nulo, ya que en caso

contrario

Py (0)=]A—-0I|=0«< |A] =0 = A no es invertible 4

Por otra parte sabemos que AA™! = A1 A = I, luego

Py (N) = |ATT = M| = |[AT" = DMATA| = [ATN (I = XNA)| = |[ATY| |1 = M

como hemos visto A # 0 entonces, podemos sacar factor comin A, para poner

Pas ) = 47| 3 (5= a)| = x|

o de forma equivalente

Pyr (3) =A]A7Y- ‘— <A - il) ‘ = (-1)" A4

para k =1,...n, entonces

Py (uy) = Pa— ()\lk>

1

—I-A
A

A- i[‘ = (-1)

)
XA Py (i)

donde hemos hecho uso de las propiedades de los determinantes. De este modo si tomamos ), = -

Ak

(=)™ A AT Pa () = ()" M [A7H] -0 =0

12. Algunos tipos destacados de matrices. Recogemos en la siguienta tabla algunos tipos de matrices importantes
en las aplicaciones junto con las propiedades de sus autovalores y autovectores

Matriz Definicion Autovalores Autovectores
Simétrica A=AT AER PT =PI
(si son ortogonales)
Definida Positiva | z7Axz >0 A>0
de Markov my; > 0, Z?:l my; =1 Amax = 1 Vj (Amax) > 0
a b 0
b a b 0
Tridiagonal 0 b
A = a + 2bcos nkfl
Tipo 1
o o - 0
2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
Ejemplo 0 -1
/\16:272(30811’“—51 vk:(senn’%’_’l,senzi’;,...,)
a=2b=-1 0
: -1
0 0 0o -1 2

Determina de qué tipo son cada una de las siguientes matrices y calcula sus autovalores y autovectores:

08 0,3 (11 7
M1<0,2 0,7> M2(0 1) Ms =

Solucion:

2 -1 0
-1 2 -1 | M=
0 -1 2

5 0 —4
0 3 0
-4 0 -1



= M es definida positiva y de Markov (por columnas). El polinomio caracteristico y los valores propios
son:

B | 08=A 03 \|_ 2
pmy, (A) = |M1_)\I|‘< 0.2 0’7_/\)‘/\ 15\ +0,5
(A = 08X —150405=0& X\ =1 ==

Los vectores propios son:

_ -02 03 0 —0,22 40,3y =0 2 B 2
A= 1;‘< 0,2 0,3)( > (0) { 0,22 — 0,3y = 0 ©y_3m:'N*l_<(l’3
1 03 03 0 0,32 + 0,3y = 0 et o
Yo = 2‘:(0,2 0,2)( ) (o) {02x+0,2y:0 Sy=-z= Ny, =(1,-1))

= M> es definida positiva. El polinomio caracteristico y los valores propios son:

B 1= 1\|_ 2
P, (A) = |M2)\I|’< 0 1_/\>‘-/\ 22+ 1
(N = 08X —2X4+1=0& X\ =X\ =1.

Los vectores propios son:

A1:1:>(8 3))(2):(8)@{ gzg Sy=0= Ny =((1,0)).

= M3 es tridiagonal, simétrica y definida positiva, por tanto las raices seran reales. El polinomio car-
acteristico y los valores propios son:

2-x -1 0 ,

par, (N = | Ms— M| = —1 2-X =1 ||==A 46\ —10\+4
0 -1 2-2\

P (A) = 06 X 4+6X2—10A+4=02 X\ =2—-V2 X =2+V2 X3 =2.

Y los vectores propios para cada valor propio.
Para A\ =2 =2

V2 -1 0 T 0 \/ix—y:() y:ﬂm
-1 v2 -1 Y = 0 & —x—|—\/§y—z:O &
0 -1 V2 z 0 —y+v22=0 y =12z

cuya solucién es

(x, \@x,—x) = Ny, = <(1f2 1)>

Para Ao = 2 +1/2

-2 -1 0 x 0 —V2z—y=0 y=—2zx
-1 =2 -1 Y = 0 = —q:—\/iy—zzo &
0 -1 —v2 z 0 —y—V22=0 y=—2z

cuya solucién es

(530, 2) = 8y, = ((1.-v2.1))
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Para A3 =2

0 —1 0 x 0 —y =0 y=20
-1 0 -1 y |=10]&e< —z—2=0 & ,
0 -1 0 z 0 -y =0 z=—x

cuya solucién es
(JZ, 0, _$) = N/\S - <(1a 0, _1)>

= M, es simétrica. El polinomio caracteristico y los valores propios son:

5\ 0 —4
o, (N = | My— M| = 0 3—A\ 0 ||=-N+722+91~63
—4 0 —1-2X
(N = 00 =N 4T 49N-63=0 X\ = -3\ =T7X3=3.

Y los vectores propios

8 0 —4 T 0 8r—42=0 z =2z

A =-3= 0 6 0 y |=10]<« 6y =0 S y=0 = N, ={((1,0,2)).

-4 0 2 z 0 —4x +22=0 z =2

—2 0 —4 T 0 —2xr—4z=0 z:—% 1
Ao =T= 0 —4 0 y |=10 |« —4y =0 & y=20 :}N)\2<<1’0’2>>.

—4 0 -8 z 0 —4x —8z=0 z:—%

2 0 —4 T 0 20 — 42 =10 z=0
A3 =3= 0 0 0 Y = 0 & 0=0 & y libre = N, = ((0,1,0)).

-4 0 -4 z 0 —4xr—4z=0 z=0

13. Calcula la potencia n—ésima de las matrices M; y M, del ejercicio anterior.

Solucién: La matriz M; tiene dos valores propios reales y distintos, luego serd diagonalizable. Usamos
los dos autovalores y los autovectores correspondientes para expresar

0,8 0,3 3 3 1
_ 9 9 _ 0 _
w=(0307)=(2 & )-mom
donde
1 0
o= (o f)
0 3
1 11 22
Py = Mp,c, = 2 =P = 2 73
3 5 5
por tanto
" _ n o 1 1 1 o\'/2 3
My = (P{'DiPy) :P11D1P1:<2 _1><0 1) (3 _‘)3>
3 2 5 5

(
= (2 )Gt 220t
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La matriz M, tiene tres valores propios reales y distintos, luego también serd diagonalizable. Usamos los
dos autovalores y los autovectores correspondientes para expresar

5 0 —4
M, = 03 0 |=P'DyPy
-4 0 -1
donde
-3 0 0
D, = 0 7 0
0 0 3
1 10 % 0 2
Pl = Mp.c=|0 01 |=P=|3 0 -2
2 -1 0 01 0
por tanto
1 10 -3 0 0\" % 0o 2
My = (P{'DyPy)" =P;'DiPy=|( 0 0 1 070 $ 0 -2
2 —30 00 3 01 0
1 10 (-=3)" 0 0 %o 2
= [0 01 0o 7™ 0 5 0 =2
2 -3 0 0 0 3" 01 0
1 10 1(=3)" 0 Z(-3)"
= [0 01 EVA VI
2 f% 0 0 37 0
AT (=30 2((-3)"+ T
23"~ 0 L@ (-3)" 4T
14. Estudia para qué valores de los pardmetros a y b es diagonalizable la matriz M.
5 0 0
M=10 -1 b
4 0 a
Solucién: El polinomio caracteristico y los valores propios son:
5—A 0 0
pmy(A) = |M—)|= 0 —-1-2AX b =0B-XN)(-1=-X)(a—N)
4 0 a—A
pM()\) = O(:)(E)—/\)(—l—)\)(a—)\):O(:))\l:5,)\2:—1,)\3:a.

Luego si a ¢ {—1,5}, los 3 valores propios son reales y distintos y por tanto M serd diagonalizable.

Caso a = 5, los valores propios son A\; = 5, con multiplicidad m (A1) = 2 y A2 = —1, con multiplicidad
m (A2) = 1. Para saber si es diagonalizable tendremos que estudiar qué ocurre con la dimensién del
subespacio propio asociado a A\; = 5. La matriz es

= O Ot
|

o = O
ol o O
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y los autovectores de A\; serdn

0 0 0 T 0 0=0
AM=5=[0 —6 b y | =10 | —6y+bz=0 & (¢ 6y=>z
4 0 0 z 0 4xr =0 z=0

Se distinguen dos casos segiin b sea 0 no un valor nulo. Para b =0
6y=0=y=0= N,, ={(0,0,2)} =((0,0,1)) = dim (Ny,) =1 #m(N\2),

la matriz no es diagonalizable.
Si b # 0, entonces

=Sy { (o)} = ((0.1.5)) o v a7

y de nuevo, tampoco M es diagonalizable.

Para el caso a = —1, los valores propios son A1 = 5 con multiplicidad m (A1) = 1y A2 = A3 = —1 que tiene
multiplicidad m (A2). Como en el caso anterior, sélo hace falta comprobar que la dimesnién del subespacio
propio asociado al valor propio multiple. Para Ay = —1, la matriz es

5 0 0

0 —1 b |,

4 0 -1

y los autovectores correspondientes

6 0 O T 0 6x =0 z=0
0 0 b vy |1=10]<« bz=0 <
4 0 O z 0 4r =0 z=0

Distinguimos dos caso. Si b = 0, entonces tanto y como z quedan libres
Ny, = {(0,9,2)} = ((0,0,1);(0,1,0))
y la matriz es diagonalizable. Si b # 0
z2=0= Ny, ={(0,5,0)} = ((0,1,0))

v M no serd es diagonalizable.
En resumen M es diagonalizable para a ¢ {—1,5}, siendo en este caso cualquiera el valor de b, si a = 5,
no es diagonalizable para ningun valor de b y si a = —1, entonces sélo es diagonalizable cuando b = 0.

. Teorema de Perron-Frobenius. El teorema que sigue es una pieza clave en el algoritmo PageRank que usa
Google para ordenar las bisquedas de las paginas de Internet. En su versién mas sencilla el Teorema de Perron-
Frobenius se enuncia asi: "Sea A una matrix cuadrada con entradas positivas, es decir, a;; > 0. Entonces
existe un autovalor simple (es decir, de multiplicidad 1) cuyo autovector asociado tiene todas sus componentes
estrictamente positivas". Calcula los autovalores y autovectores de la matriz

1 3 1
A=13 1 1
1 3 2

y comprueba que se satisface el Teorema de Perron-Frobenius.

El polinomio caracteristico es:

A 3 1
pa(\) =|A—-\|= 3 1-2X L [=-N+4\*+8\-38.
1 3 A
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Calculamos los valores propios

M =3-5
PaN) =0 XN+ +80-8=0-(A+2) (N> -6A+4)=0&1 A\ =3+5
A = —2

Y los vectores propios para cada valor propio:
Valor propio A\; = 3 — /5

V5 —2 3 1 T 0 (f—Z)x+3y+z:0
3 V5 —2 1 y |=(0 e 32+ (V5-2)y+2=0
1 3 V-1 z 0 z+3y+ (V5—1)z2=0

sistema cuya solucién se obtiene restando las dos primeras ecuaciones y es

(x,x, (—1—\/5) x) — Ny, = <(1,1,—1—\/5)>

Valor propio Ay = 3 + V5

—2-+/5 3 1 x 0 (—V5—2)z+3y+2=0
3 —2-56 1 0 ]eq 32+ (—V5-2)y+2=0
1 3 -1-5 z 0 t43y+(-vV5-1)z2=0

<
I

sistema cuya solucién se obtiene restando las dos primeras ecuaciones y es
(x,x, (—1 + \/5) x) = N, = <(1,1,—1 + \/5)>

Valor propio A3 = —2

x 0 3z +3y+2z=0 3z +3y+z2=0
0 | &< 3z24+3y+2=0 & ,
z 0 r+3y+42=0 r+3y+42=0

<
I

3 3 1
3 3 1
1 3 4

sistema cuya solucién se obtiene restando las dos ecuaciones y es

11 2z 11 2
(-5 ) == ((1-5:3))

El secreto de Google y el Algebra Lineal. Se recomienda la lectura de este articulo profesor de la Universidad
Auténoma de Madrid, Pablo Fernandez Gallardo, a aquellos alumnos que tengan curiosidad por saber las
Matematicas usadas en el algoritmo PageRank de Google. En particular, se podra apreciar el papel destacado
del Teorema de Perron-Frobenius.

©Silvestre Paredes Hernéndez®
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