Capitulo 5

Espacios Vectoriales Euclideos

5.1. Producto escalar

Definicién 5.1 Un producto escalar sobre un R-espacio vectorial, V', es una aplicacion definida de
V xV en R, que denotaremos por { )

(): VxV — R

(@,0) ~ (@;7)
que cumple las siguientes condiciones:

1. Bilinealidad: Vu,v,w € V, a € R

2. Simetria: Vi,v7 € V = (u;v) = (U;4)
3. Definida positiva: Vi € Viu # 0= (d;d) > 0
Definicién 5.2 El par (V,()) se denomina espacio vectorial euclideo.

Definicién 5.3 En el espacio vectorial real R™, definimos el producto escalar euclideo de &,y € R"
como

n
(&) = wrk
k=1
Siendo T = (x1,...,%n) €Y= (Y1, -,Yn)-

Ejemplo 5.1 Sobre el espacio vectorial real L2([a,b]) = {f : [a,b] — R : fabf(x)de < oo} definimos
el siguiente operador

b
(r59) = | Falglads
que define a L2([a,b]) como espacio vectorial euclideo.
Por ejemplo si f(z) =z y g(z) = 22 + 2 sobre [0, 1], entonces
=1

<f;9>:/0133(372+2)d33:/01(:133+2x)da:: [Qf+x2} _d

z=0 4 '
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78 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos

Ejemplo 5.2 En el espacio vectorial real R? definimos (i; U)p para cada par de vectores U,V € R3
como
(U;T) p = w172 + Sy1y2 + 22122,

siendo U@ = (x1,y1,21) Yy U = (22, Y2, 22). El operador ( )p asi definido, es un producto escalar y el
par (R3;( )p) es un espacio vectorial euclideo.

Proposicién 5.1 Sea (V,( )) un espacio vectorial euclideo. Entonces
VeV = (70) =0

Demostracién: Sea v € V. Como V es un espacio vectorial, el vector ¥/ tiene opuesto, —, de
forma que ¥ — ' = 0. Por tanto aplicando la propiedad 1.a (bilinealidad):

(5:0) = (@7~ 3 = (59 - (#:7) = 0.
5.2. Norma asociada a un producto escalar

Definicién 5.4 Sea (V,( )), un espacio vectorial euclideo y sea U € V. Llamamos norma (mddulo o
longitud) del vector U asociada al producto escalar ( ), al nimero real no negativo definido por

17l = /(¥ 0)
Si ||9]] = 1 entonces U es un vector unitario. Notar que si ||¥]| # 0, entonces ﬁ es un vector unitario.
0]
Definicién 5.5 Para & = (x1,...,2,) € R" y () el producto escalar euclideo, definimos la norma
euclidea de & como
17l = /i + -+ af

Ejemplo 5.3 Si v = (2,—3,0) € R3, entonces su norma euclidea es

17 = V/(2)2 + (=3)2 + (02 = V4 + 9+ 0 = V13.

(

2 =3 o
13,0) es un vector unitario.

v
VI3 V13V
Ejemplo 5.4 Consideremos el espacio vectorial R? junto con el siguiente producto escalar: dado @ =
(z1,91), V= (22, ¥2)

mientras que

—\

(U; 7)), = dx129 + 2y1y2 — 2212 — 27201

Para este producto escalar, la norma de un vector ¥ = (x,y) € R? estd definida como

[15]l,, = /(7 7), = V42 + 22 — day.

Por ejemplo, la norma del vector v = (2,1) para el producto escalar ; >p es

12, 1)), =V4-22+2-12-4.2-1=10
Proposicién 5.2 La norma ||| cumple las siguientes propiedades:
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5.2. Norma asociada a un producto escalar 79

1. Vi eV = ||7]| >0, ademds ||7]| =0 <= 7 =0
2. Desigualdad Cauchy-Schwarz

Vi, 7€V = [(@;0) | < ||d - ||V
3. Desigualdad triangular:

Vi, 7€V = [l + 7] < ||a + ||7]]

Demostracion:

1. Por la definicién, estd claro que ||¢]| > 0. Ademés
17 =0 /{@;0) =0 (7;0) =0 7=0
2. Sean 4, v € V y A, u € R, entonces tomando el vector \il — uv, se cumple
(NG — p0y ML — pd) = N2 (@) — 20 (@ 0) + p2 (0;0) >0

donde hemos utilizado las propiedades de bilinealidad y positividad del producto escalar. Si
tomamos ahora los siguientes valores concretos para Ay p
A= (U;0); p = (t; 1)
La expresién se transforma en
(;9)° (@ @) — 2(@; 0)° (@ 3) + (@ 3)* (7;5) 2 0
simplificamos dividiendo por (u;u)
(@ 5)* = 2(@;9)° + (@ @) (7;7) 2 0 <= —(@;0)" + (@ §) (7,7) > 0

De donde
(it; @) (v, 0) > (@;0)% <= ||@])* - 0] > (a@;0)°

y tomando la raiz cuadrada a ambos lados, obtenemos la desigualdad buscada
T L2 Lo
[l - [|7]] = /(@ )" = | (@ 7) |.

3. Para demostrar la desigualdad triangular haremos uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
demostrada en el apartado anterior. Tomemos i, 7 € V, entonces

@+ 9)* = (i@ + ;@ + 7)
Usando bilinealiad
(@ + 0 + 0) = (@ @) + 2 (@ 0) + (5, 9) = ||a@l|* + 2 (& &) + |7,
aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz sobre (i; )
1)1 + 2 (@; @) + |19]1* < [|@)]* + 2 1@l - |9 + 19° = (lall + [19)*.

Hemos obtenido
R, _, -
|17+ )1* < (|la] + [17])
y tomando raices cuadradas, teniendo en cuenta que ambos valores son positivos, obtenemos el

resultado buscado
L2 R -
0 < [ +d]” < [la]l + [|17]])
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80 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos

Definicién 5.6 Sean u,v € V', con u # 0,7 # 0. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz y puesto
que ||| # 0 y ||U]| # 0, obtenemos

@) < 1] 171 = g <1
de donde se deduce
e B
[l - (||
Ahora podemos asequrar que 3°0 € [0, 7| tal que
cosf = _{GT) (5.1)
]| - [|9]]

El valor 0 es el dngulo entre los vectores @ y ¥ y podemos poner:
(u;0) = ||| - [|¥]| - cos &

Ejemplo 5.5 Calcula el dngulo entre los vectores i = (2,—2) y © = (0,3) de R?, usando la norma
euclidea.

Solucién: Usamos la ecuacién (5.1)

(a;0) = ((2,-2);(0,3)) = (2-0) + (=2-3) = —6

Il = V{(2,-2); (2, -2)) = 2V2

171 = v/{(0,3);(0,3)) = 3

cosf = =
2

De donde se obtiene 6 = %.

Definicién 5.7 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo. Dados i,V € V' definimos distancia de i@
a v como:

d (i, 0) = |7 — ]

5.3. Ortogonalidad

Definicién 5.8 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo y u,v € V. Diremos que @ y ¥ son ortog-
onales (o perpendiculares) entre si, y lo indicamos por @ L U, cuando

(u;9) =0
Un sistema de vectores S = {U1,...,Un} se dice ortogonal <= v; L Uy; Vj # k
Un sistema de vectores S = {01, ...,Un} se dice ortonormal <= U; L Uy; Vj # k y (U;;0;) = 1; Vj.
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5.3. Ortogonalidad 81

Un sistema ortonormal se puede definir mediante la funcién delta de Kronecker, d 1, que recordemos,
estd definida como

1sij=k
djk =
0sij#k
de este modo
S ={t1,...,Un} es ortonormal <= (¥}; Uk) = di

Ejemplo 5.6 El sistema S = {01 = (1,2,-3,0);72 = (0,0,0,1);75 = (0,3,2,0)} es un sistema
ortogonal.

Solucién: Vamos a comprobar la ortogonalidad de los vectores entre si:
(th;v2) = ((1,2,-3,0);(0,0,0,1)) =1-0+2-0—-3-04+0-1=0= 71 L ¥

(th;7s) = {(1,2,-3,0);(0,3,2,0)) =1-0+2-3-3-240-0=0= & L 7is
(T2 ) = ((0,0,0,1);(0,3,2,0)) =0-0+3-0+2-040-1=0= 0 L 7.

Ejemplo 5.7 Los vectores @ = (2,1) y ¢ = (1,3) son ortogonales para el producto escalar definido
como
((@1,91); (22, 92)), = 47172 + 2Y1Y2 — 221Y2 — 24172.

Solucién: Sustituyendo directamente
(6;17>p:<(2,1);(1,3)>p:4-2~1—|—2-1-3—2-1-1—2-2~3:8+6—2—12:0.

Sin embargo, podemos comprobar que no son ortogonales si consideramos el producto euclideo sobre
R2puesto que
(u; 7y = ((2,1);(1,3)) =2-14+1-3=2+3=5+#0

Proposicién 5.3 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo con dim (V') = n, se cumple:

1. Un sistema formado por un sdlo vector, es un sistema ortogonal.

2. La base candnica de R"; B = {e; = (1,0,...,0,0);...;¢&, = (0,0,...,0,1)}, es una base or-
tornormal para el producto escalar euclideo.

3. Un sistema ortogonal de vectores no nulos es linealmente independiente.
4. Un sistema ortonormal de vectores es linealmente independiente.

5. La ortogonalidad se conserva mediante combinaciones lineales, asi si @ | U entonces u L

av; Ya € R
6. Si B = {t1,02,...,U,} es una base ortogonal (b.o.) entonces B = {”z—i”, ”53”,...,“;’—”“} es una
n
base ortonormal (b.o.n).
7. Si B = {U1,v2,...,U,} es una base ortogonal entonces B = {a1U1, aals, ..., anUn} con o #

0; Va; € R es una base ortogonal.

Demostracion:
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1. Se establece de esta forma.

2. Resultado trivial, sélo hay que usar la definicién de producto escalar euclideo sobre los vectores

de la base candnica.

Sea B = {¥1,¥a,...,Un} con U; # 0,¥i = 1,...,m y supongamos que existen ay, ag,...,a; € R
tal que
Q101 + aoUy + -+ + @ty =0

tomando un vector ¥, cualquiera, entonces

(1 T1 + oty + -+ + A Uim; Uk) = (0;Tx) = 0.
Usando bilinealidad

o (U715 Ug) + ag(Va; Uk) + -+ 4+ Qm (Um; Uk) =0
y como los vectores B = {0y, ¥a, ..., U, } son ortogonales entre si, entonces

(U3 U) = 0; Vj # k,
quedando sélo el término k-ésimo
ap(Uk; V) = 0,

pero (U; Uk) # 0 porque los vectores de B son no nulos, y por tanto debe ocurrir o = 0 para
cualquier k y se deduce que los vectores son linealmente independientes.

Si suponemos que el sistema de vectores B = {¢/1,Ua,..., Ty} es ortonormal, entonces ||v|| =
1 # 0 y por tanto ninguno puede ser nulo, asf que tendremos un sistema ortogonal de vectores no
nulos y aplicando el apartado anterior se deduce que es un sistema linealmente independiente.

—\

. Si @ L ¥, entonces se cumple (@; ¥) = 0, si tomamos « € R y se aplicad bilinealidad

(U o) = a(ti;0) =0 = u L av.

. Son ortogonales

Ui Uk 1 N
— ) — = i - <’l}"7}k> = O
<||va|’ ||vk||> 15511 N1
y tienen norma unitaria
Uy, 1
—— || = = [l%]l = 1
0%

el
Por el apartado 4, es un sistema linealmente independiente y como tiene n vectores, es una base.
B en un sistema ortogonal y por tanto ¥; L U = (¥}; v}) = 0, usando bilinealidad

<aj17j; akﬁk) = ajOék<17j; 77k> =0,

por tanto B’ es un sistema ortogonal.

Como B es una base entonces ¢; # 0; Vj, como ademds a; # 0 los vectores de B’ son no nulos,
asi que por apartado 3 B’ es un sistema libre y como hay n vectores, también serd una base.
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5.3. Ortogonalidad 83

5.3.1. Meétodo de ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Sea B = {1y, Uy, ..., Uy} una base de V, espacio vectorial sobre R con dim (V') = n. El objetivo de
esta seccién es construir una nueva base B’ = {w;, W, . .., W, } que sea ortogonal. Para ello seguiremos
los pasos que a continuacién se describen:

1. Tomamos w; = 1, como el primer elemento de B’.

2. Definimos Wy como
Wa = Uz + a21W1,

y elegimos ao; € R; de forma que wy L w1, es decir

= 0= (Wy; Us + ag1W) = (Wh; Ua) + ao1 (Wi;W1) =0 = g = —

3. Definimos w3 como
W3 = U3 + 31w + azaWs,

y elegimos asgy, age € R; de forma que w3 L Wy y Wy L wa, es decir

(W1;wW3) = 0 = (Wr; Uz + az1Wy + agala) = (W U3) + az1(Wr; W) + asz(Wr; W) = 0.
Como se ha construido el vector Wy para que ocurra W, L we = (wWi;we) = 0 y la ecuacién
anterior queda
(wy; u3)

Wy Us) + as (W wh) = 0= a3 = —7————+.

Procedemos de forma andloga para obtener el valor de ass
(Wo; W3) = 0 = (Wa; Uiz + az W + azeta) = (Wa; U3) + az1(Wa; W) + e (Ws; W) = 0,

como W L Wy = (Wa; W) =0y la ecuacién anterior queda

Wo; U,
<'ll72;ﬁ3> + 0431<1172;1172> =0= ag = —w.
(p; )
4. Si tenemos {wh,...,Wr_1} con (k — 1) < n, el siguiente vector de la base ortonormal, Wy, se

construye como
W = U + ap1W1 + agatWs + - - + Oék,k—lwk—la

donde los pardmetros ay; se eligen de forma que Wy, L w;; Vj < k

(W Wg) = 0 =(Wj; Up, + ap1 W + apeWa + - - - + p g—1Wg—1) =

(Iﬁj; ﬁk> + oy <U7j; U71> + CV]Q(U_)']'; 1172> + -+ Ckk,k,1<ﬂ7j; U7k,1> =0
Como se cumple que W; L w;; Vi,j < k, es decir (Wj; W;) = 0; Vi # j, la ecuacién queda:

(5 i)

=57 .".-".:0:> L=
(W Up) + v (W5 W) Qfj (@ 3;)
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84 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos

A partir de la base B’ podemos obtener una base ortonormal B”dividiendo cada vector por su
correspondiente norma asociada al producto escalar utilizado:

Wy W W }

|| izl (| |

B" ={01,0,...,0,} = {|

Ejemplo 5.8 Sea el espacio vectorial R® y sea B = {iy = (1,1,1);d2 = (2,1,0);4d3 = (1,0,0)} una
sistema de vectores. Resuelve los siguientes apartados:

1. Demuestra que B es una base de R3.

2. Encuentra una base ortogonal de R3.

Demostracién:

1. Para demostrar que B es una base sélo hay que comprobar que los 3 vectores son linealmente

independientes entre si, lo que lleva a comprobar que el rango de la matriz cuyas columnas son
los vectores de B tiene rango maximo.

1 21
M=\ 2 10
1 00
Es fécil comprobar que det (Mp) = —1 # 0 y como consecuencia la matriz estd formada por

vectores linealmente independientes.
2. Usamos el método de Gram-Schmidt para encontrar una base ortogonal.

a) Tomamos Wy = 4 = (1,1,1) como el primer elemento de B’.

b) Definimos ws como
Wo = Uy + 91 W1 = (2, 1, 0) + agl(l, 1, 1)

y elegimos ao; € R; de forma que wy L Wi, en este caso

021 = — 55— = -

De donde wp = (2,1,0) —1-(1,1,1) = (1,0, —1).
¢) Definimos w3 como
W3 = U3 + az1w + azwz = (1,0,0) + asz1(1,1,1) + ase(1,0,-1)

y se calculan asq, ass € R; de forma que ws L Wi y w3 L wo, en este caso

a3] — — = — = ——

(u71;1171> <(17171);(17171)> 3
o __<U72,'D:3>__ <(1707 1);(17070» __}
P @) (L0 -1:(10,-1) T2

En este caso ws = (1,0,0) — %(1, 1,1) — %(1,0, -1) = (é, —%, %)
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5.3. Ortogonalidad 85

Por simplicidad tomaremos el vector 6-ws = (1, —2, 1), que como hemos visto en la proposi-
cién 5.3 también es ortogonal a los anteriores. La base ortogonal seria

B'={(1,1,1),(1,0,-1),(1,=2,1)}.
Para encontrar una b.o.n. a partir de B’, dividimos cada vector por sus respectivas normas

leH = \/<1171; U_;1> = \/<(17 L, 1); (1’ L, 1)> = \/ga

\/57

||1D2|| = \/<7I;2; 7~U2> = \/<(1707 _1); (1707 _1)>

||’ll73|| = \/<u_;3; Qﬁ3> = \/<(17 -2, 1)5 (17 -2, 1)) = \/6

Siendo la b.o.n

R S B I IR T
V3'TVBTVBTIVRTTT VRTTVET V6T VG

Ejemplo 5.9 Encuentra una base ortonormal del subespacio vectorial U definido por:

B" ={{( )}-

U={(w.y) |z —2y =0} <R

Demostracién: Como no se indica nada en el enunciado del problema suponemos que se usa el
producto escalar euclideo. Usando la ecuacién implicita z — 2y = 0, obtenemos z = 2y. Tomando
y = a, los vectores de U son de la forma (2a, «), y por B = {(2,1)} serd una base de U.

Como B esta formada por un inico vector, entonces es una base ortogonal. Para encontrar la b.o.n.
dividimos ese vector por su norma ||(2,1)|| = V5 y B’ = {(%, %)} es la base ortonormal buscada.

Ejemplo 5.10 Sea W el subespacio vectorial de R* definido como
W ={(z,y,2,t) ER* |2 +y — 2+ 3t =0;y + 2 + 2t = 0}
Encuentra una base ortonormal para W.

Demostracién: Como no se indica nada en el enunciado, supondremos que estamos utilizando
el producto escalar euclideo. Obtenemos las ecuaciones paramétricas de W a partir de sus ecuaciones
implicitas

z=A z=A )
r+y—2+3t=0 rH+y=z2—-3t t=u t=pu
= = =
y+z+2t=0 y=—z—2t T=A—-3u—y T=2\—p
y=-A—=2u y=-A—2u

Luego (z,y,2,y) € W <—
(z,y,2,t) = (2N — py =X — 2u, A\, ;) = A(2,—1,1,0) + p(—1,-2,0,1).
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86 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos

Se obtiene asi una base de W: B = {(2,—1,1,0);(—1,—-2,0,1)}. Podemos comprobar que esta base
ya es ortorgonal, puesto que

(2,-1,1,0); (-1,-2,0,1)) =2-(-1)+(-1)-(-2)+1-04+0-0=0
La base ortonormal buscada se obtiene dividiendo cada vector de B por su respectiva norma:

Ly Lo
B_{\/E(Q, 1’1’0)’\@< 1, 2,0,1)}.

Ejemplo 5.11 Usando el producto escalar ( >pen R? definido por

((z1,91); (72,92)), = 4x122 + 2Y1y2 — 221Y2 — 20122,

Y cuya norma es

(2, 9)]l, = V422 + 22 — day,

encuentra una b.o.n. a partir de la base B = {u; : (2,0);u2 : (—1,1)}.
Solucién: Usamos el método de Gram-Schmidt:
1. Tomamos w; = @y = (2,0) como el primer elemento de B'.

2. Definimos ws como
Wy = U + ag1wh = (—1,1) + a21(2,0),
eligiendo ag; € R de forma que Wy sea ortogonal a w; para el producto escalar >p, es decir,
(Wh; Wa), = (Wh; Uz + ag W), = (W; Uz), + az1 (W @), =0

de donde se obtiene

<u_j17 _’2>p <(270)7(_171>p
0] = =750 =
(@i; W), 1(2,0)|2
 4-2.(-1)+42-0-1-2-2-1-2.0-(-1)  —12 3
N 4-2242.02-4-2-0 16 4
Y el vector wy seria
o 3 1
Wy = (—1, 1) +a21(2,0) = (—1, 1) + 1(2,0) = <2, 1)

La base ortogonal es
1
B = {(2,0): (5, )}

Para encontrar la base ortonormal divididimos cada vector de B por su correspondiente norma

-1,

(s W), = V16 = 4,

1\? 1
— _ - = o 2 o o
[Wall, = 4/ (W2; wz)p\/4-<2) +2-1 _4,5_17\/171_

La base ortornormal serd
1 1 1 1
7 2 _ L 2
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5.4. Subespacio ortogonal

Definicién 5.9 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo y sea W < V. Definimos el subespacio
ortogonal a W, que denotamos por W, al conjunto definido como

W={3ecV|¥LwVoeW}={TecV|(@u) =0, Ve W}

La definicién implica que W, el subespacio ortogonal de un subespacio vectorial W, esté formado
por los vectores del espacio vectorial V' que son ortogonales a todos los vectores de W.

Teorema 5.4 Sea V un espacio vectorial euclideo sobre R y sea W <V —
W+ <V

Demostracion:
Dado i, 7 € W+, a, B € R. Tomemos @ € W, entonces se cumple (i; @) = (#; W) = 0, por tanto

(il + Bo; W) = (it ¥) + B(w; ¥) = 0;
luego «vii + B € Wt y por tanto W+ < V.

Teorema 5.5 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo y sea W < V. Si B = {wh,..., Wy} es una
base de W, entonces se cumple

TEW =¥ Ldj; Vj=1,...,m.

Demostracion:

TeWh =71l YoeW; comow; e WVj=1,... m=v0Ld;; Vi=1,...,m

<— Sea B base de W, como @ € W, entonces existen aq,...,a,, € R tal que
m
W= Wi + ...+ apy, = E oW
=1

Veamos que U | @

por hipétesis ¢ L @;, Vj =1,...,m = (T,w;) = 0;Vj = 1,...,m y todos los sumandos en el
sumatorio son nulos, de donde se obtiene

(U;W) =0
El teorema implica que para comprobar si un vector ¥ estd en el conjunto W=, sélo hay que probar

que ¥ es ortogonal a los elementos de una base de W, no es necesario probarlo para todos los vectores
del subespacio W.

Ejemplo 5.12 Dado W = ({w; = (1,-2,0,3) ;1 = (—3,0,2,0) ;w3 = (5,0, —1,0)}) < R*. Encuen-
tra una base de W considerando el producto escalar euclideo.
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88 Capitulo 5. Espacios Vectoriales Euclideos

Solucién: Por el teorema 5.5 si @ = (z,y, 2,t) € Wt = @ Lj; Vi =1,2,3 = (@;0;) = 0; Vj =
1,2, 3, es decir

(@) = ((x,y,2,t);(1,-2,0,3)) =2 —2y + 3t =0 (1)
(U wa) = ((x,y,2,t);(—3,0,2,0)) = =3x+22=0 (2)
<ﬁ; _'3> = <(£L’,y,2,t);(5,0,—1,0)> =5x—z=0 (3)

De las ecuaciones (2) y (3) se obtiene z = z = 0. Para estos valores, la ecuacién (1) nos proporciona

Yy = %t, luego las ecuaciones paramétricas de W+ son (x,y,2,t) = (0, %a, 0, a) yWt = <{ (0, %, 0, 1) }>

Ejemplo 5.13 Dado W = ({w; = (=3,2,1) ;w2 = (2,0,—1)}) < R3. Encuentra una base de W+
considerando el producto escalar euclideo.

Solucién: Por el teorema 5.5 si @@ = (z,y,2) € Wt = @ L w;; Vj = 1,2 = (@;w;) = 0; Vj = 1,2,
es decir

(;wh) = ((z,y,2);(—3,2,1)) = =3x+2y+2=0 (1)

<’J; u_;2> = <(:‘Caya Z) ; (2707 _1)> =2r—2z=0 (2)

De la ecuacién (2) se obtiene z = 2z y sustituyendo en la ecuacién (1) nos proporciona y = %m, y las

ecuaciones paramétricas de W+ son (z,y,2) = (a, %a, 2a) y WE = ({(2,1,4)}).

Ejemplo 5.14 Dado W = {(a:, y,2) ER3 | —x +2y — 2 = 0}. Encuentra una base de W= consideran-
do el producto escalar euclideo.

Solucién: En este caso, si utilizamos la definicién de ortogonal de un subespacio vectorial obten-
emos directamente una base de W+, el conjunto W estd definido mediante la ecuacién implicita
—x + 2y — z = 0, que se puede expresar como el producto escalar de los vectores (z,y,z) y (—=1,2,—1)

—r4+2y—z=0&-1-242-y—1-2=0% ((v,y,2);(—1,2,—1)) =0

luego
W ={{(-1,2,-1)})

Ejemplo 5.15 Dado W = ({w; = (1,3, -2);wWs = (—1,0,3)}) < R3. Encuentra una base de W+
considerando el siguiente producto escalar:

((x1,91, 21); (w2, Y2, 22)) p = T1T2 + 2y1Y2 + 42122,

Solucién: Por el teorema 5.5si @ = (z,y,2) € W+ =@ L @j; Vj = 1,2 = (@0;)p = 0; Vj = 1,2,
es decir

(W) p = ((z,y,2);(=3,2,1))p = =3z + 4y + 42 =0 (1)

(@ w2)p = ((,9,2); (2,0, =1)) p = 22 — 42 =0 (2)

De la ecuacién (2) se obtiene z = Z y sustituyendo en la ecuacién (1) nos proporciona y = %x, luego
las ecuaciones paramétricas de W+ son (z,y,2) = (a, T, 3a) y Wt = ({(4,1,2)}).
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Teorema 5.6 Sea (V;{ )) un espacio vectorial euclideo y sea W <V =
V=Waow"

Demostracién: Vamos a comprobar que cualquier elemento ¢ € V' se puede poner como suma
de un elemento 1 € W y de otro elemento de @y € W+. Para ello consideramos B = {1y, ..., Wn}
una base ortogonal de W (siempre es posible obtener una base de este tipo mediante el método de
Gram-Schmidt). Definiremos el elemento ¢, como

. = — = m = =
= ) g DT 5 B g
(i 1) (i ) ™ 2 (i3 )
y por tanto
Ty =¥ — ).

Estd claro que 7 € W ya que se ha construido como una combinacién lineal de los elementos de
la base B de W. Ahora comprobaremos que 7, € W, para ello y utilizando el teorema 5.5 sélo es
necesario comprobar que v L w;; Vi =1,...,m.

m -
N (U wg)
<027w‘7> - <U 1, > - <'U Z < = ;,u—);k>wk7w]

<

Usando bilinealidad
. Zm (Vo) L Zm (o) .,
v — = 5 WEs Wy = (Vjw;) — = 5 \Wks Wj

B es una base ortogonal = (wy;w;) = 0; Vj # k, luego en el sumatorio sélo queda un término no
nulo, el correspondiente al valor k = j

e a7 - <U)U7k> - e =, = <’Z77 _"> - b d =, = -, =
(; j>—27<wk.wk><wk;wj>:<U;wj>—7<_,”u_]}.A><wj;wj>:<U;wj>—<'U; i) =0,
k=1 ’ VR

y queda probado que 7 € W+,

1. La suma es directa, puesto que si @ € W N W, entonces como @ € W y @ € W, debe ocurrir
(wW; W) = 0y por las propiedades del producto escalar esto implica que debe ser el vector nulo.

5.5. Proyeccion ortogonal
Definicién 5.10 Sea (V;{ )), espacio vectorial euclideo y sea W < V. ComoV =W SW entonces

30, € W, v € W tal que ¥ = ¥y + Ua. El vector vy € W se define como la proyeccién ortogonal de @
sobre W (o también proyeccién ortogonal de ¥ de base W ).

Teorema 5.7 Seav € V, con (V;{ ) espacio vectorial euclideo y sea W <V, entonces la proyeccion
ortogonal de base W es inica.
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Demostracién: Supongamos que 91, w; € W son proyecciones ortogonales de ¥ € V' de base W.
Esto implica que 30, Wy € W tales que

U =01 + U

Wy + W

v
por tanto debe cumplirse
U1 + Uy = W + Wo = U — W1 = Uy — Wa
pero ¥ — Wi € W, mientras que ¥y — o € W, asi que

— —

Ul—w1202> 12151
171—1312172—1172EWﬂWL:>171—’ID'1:’L72—’LB2:0:>
172—152:0:>172:w2

Definicién 5.11 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo y sea W < V. Dado ¥ € V, llamamos
distancia de 7 a W a
d(0,W) = min{d (v,0) : & € W}

Teniendo en cuenta la definicién de la distancia entre dos vectores, también podemos poner:
d(U,W)=min{||w -] : W € W}

Teorema 5.8 Sea (V;( )) un espacio vectorial euclideo y sea W < V. Dado ¥ € V entonces se
cumple
d(0, W) = d(v,71) = ||t — 61| = [| %],

siendo U1 la proyeccion ortogonal de U de base W y siendo v = U — U7.

Demostracién: Sabemos que para 1 € Vy W <V = 0 =0 + 0y, con ¥ € W y v € W,
Tenemos que comprobar que
d(#,) < d(@,@); Vi € W,

desigualdad que es equivalente a probar que
101 = 0| < || = 5]f; Vi e W

es decir
||| < ||&f — d; Vui € W

Por comodidad, usaremos el cuadrado de la norma
|1%]* < [|@ - &) Vi € W,
que en términos del producto escalar seria
(U3 v2) < (W — v — v); Vi € W,

Como U = U1 + Uy
<Q72;Q72> < (u_i— (171 +?72) s — (171 +’l72)>; Vi € W,

o reagrupando términos

(U2 Up) < (W — V1) + Vs (W — ¥1) + U); Y € W,
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Utilizando la bilinealidad del producto escalar tendremos
(Vg;U2) < (W — 1) ; (W — T1)) + (W — ¥1) ; U2) + (To; (W — 01)) + (2; Ta); Vi € W,

Finalmente tenemos en cuenta que w, 7 € W, como W es un subespacio vectorial entonces (4 — 9) €
W y como i, € W, entonces (t; (@ — #1)) = 0 y por tanto

(Ta; To) < (@ — T1) 3 (@ — 1)) + (Ta; Ta) <= 0 < (@ — T1) 5 (@ — T1)) <= 0 < [|[@ — &% Vb € W,

desigualdad esta ltima que es cierta por las propiedades de la norma.

5.5.1. Obtencién de la proyeccién ortogonal

Sea W < V' y supongamos que dim (V) = n y dim (W) = m, con By = {W,Ws, ..., Wy} una base
del subespacio vectorial W. Como V = W @& W entonces dim (WL) = n — m. Consideremos una
base de W+, By = {Wyy1,...,Wn}, por tanto, B = By U By = {11, Wa, . .., W, W1, .- -, Wn} serd
una base de V.

Sea v € V, entonces dvh, € W; vy € W+ tal que ¥ = 91 + vp. Como 77 € W, entonces serd
combinacién lineal de los elementos de la base By, es decir

da,...,am ER: U] = g + ... + apWy,

mientras que como ¥, € W, entonces serd combinacién lineal de los elementos de la base By, es decir,

Jamt1y---s0n eR: vy :am+1zﬂm+1+...+anw’n
asf
U=101+ 0 =o1wWi + ...+ apWm + Otm+1’LBm+1—|—, vy QW
Siv=(z1,...,Tpn)y Wx = (Wig,...,Wnk) Vk, entonces para encontrar v y U2, planteamos el siguiente
sistema:

T1 = aqwil + awig + ...+ QpWip

To = a1w2] + oW + ... + apWon

Ty = QA1Wp1 + Q2Wp2 + ... + QpWnn

Sistema cuya solucién nos dard los valores para los coeficientes ay.
Si multiplicamos escalarmente el vector ¥ por w € W

(U W) = (U1 + Ua; W) = (T1; W) + (Ua; W)
y se tiene en cuenta que 7y € W, tendremos
<17; Zﬁk> = <171; ’U_jk> = <a1w1 + ...+ Oémwm;wk> = oz1<161; wk> +...+ Clm(lﬁm; Iﬁk>
Si repetimos el proceso con cada vector de la base B; de W, obtendriamos el sistema

(U 01) = aq (W W) + . . . + Qup (Wi W)

(U Wa) = 1 (W wWa) + . .. + (Wi Wa)

(U3 Wy ) = aq (W W) + - .« + (Wi Wiy
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que nos darfa un sistema para calcular los coeficientes de ¥, el valor de U5 se obtiene teniendo en
cuenta que U = U] + U = Uy = ¥ — 0.

Si la base By de W fuese ortogonal (siempre la se puede conseguir utilizando el método de Gram-
Schmidt), entonces (w;; W) = 0; Vj, k salvo para j = k y el sistema se transforma en

— —

(T 1) = a (Wy; Wh)

y despejando

_ () (g
aq R S 2
(@i @) |
_ (Tydy) (U da)
a2 = — S 2
(Wa;w2)  ||adia|
<17§ _’n> <17§ wn>
an - o0 - — 2
(Wn; W) |, |
Finalmente, si la base B; fuera ortonormal, entonces ||| = 1; Vk = 1,...,m y obtendremos los
valores de los coeficientes directamente
(Uyah)  (Tywn) L
ay = ——— - vV wy
CRTYRNTALEA
(Usdp) (U 2) .
Qg = 5—— - (U} W)
(Was i) iz ’
(T 0,) (T Wn) .
a . vy w
n <wn,wn> ||u_),n”2 < 9 7Z>

Ejemplo 5.16 Dado el subespacio vectorial de R? definido como W = {(x, y,2) ER3 i —y — 2 = 0},
encuentra la proyeccion ortogonal del vector v = (6, —6,10) de base W, suponiendo el producto escalar

euclideo.

Solucién: Dado ¢ = (x,y, z) € R, entonces 35; € W; 3ty € W+ tal que ¥ = ¥} +0s. Necesitaremos
una base de W. Como W estd descrito mediante una sola ecuacién implicita, usamos dos pardmetros
para obtener sus ecuaciones paramétricas; de forma que si y = oy z = [ se obtiene (z,y,z) =
(a+B,0,6) =a(1,1,0) +4(1,0,1) y B={w; : (1,1,0); wa:(1,0,1)} es una base de W.
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Usando los coeficientes de la ecuacién implicita obtenemos una base de W=, en este caso, B’ =
{ws = (1,—-1,-1)}.
neW=1v = Oé(l, 1,0) + 5(1,0, 1)

Ty € Wt = 0y =~(1,-1,-1)

U= _'1+'172 = (67_6710) :Oé<1,1,0)+,6(1,0,1)+’Y(1,—1,—1) = (a+ﬁ+77a_77ﬁ_7)

Para encontrar los valores de «, 3, € R hay que tener en cuenta que {¢7, W, wa} € Wy {Ua, W3} €
W, por tanto el producto escalar de cualquier elemento del primer conjunto y cualquier elemento del
segundo conjunto es 0:

(U 01) = (U1 + Uo; W) = (VW) + (Uo; W) = (U; 1)
(U3 ) = (U1 + Vs ) = (v1; Wa) + (U2; Wa) = (U; Wa)

(U di3) = (U1 + Vs ws) = (V5 us) + (V5 i3) = (V5 wWs)
Sustituyendo los valores correspondientes para cada vector

((6,-6,10);(1,1,0)) = («(1,1,0) + 5(1,0,1);(1,1,0)) = «{(1,1,0);(1,1,0)) + 5((1,0,1);(1,1,0))
((6,—6,10);(1,0,1)) = (a(1,1,0) + 5(1,0,1); (1,0,1)) = a((1,1,0); (1,0,1)) + B((1,0,1); (1,0,1))

<(67 —6, 10); (la -1, _1)> = <7(17 -1, _1)5 (17 -1, _1)> =7 <(17 -1, _1)5 (17 -1, _1)>

Que nos conduce al siguiente sistema

0=2a+p (1)
16 = o + 28 2)
2=3y (3)
cuya solucion es o = —%, = 3—32 yy= %, de forma que ¥; = (1—36, —?, %) y Up = (%, —%, —%)

Ejemplo 5.17 Sea W el subespacio vectorial de R? definido como W = ((2,0,—1);(6,0,1)) y sea
U =(2,—1,3). Calcula la proyeccion ortogonal de ¥ sobre W.

Solucién: Los vectores W = (2,0,—1) y @ = (6,0,1) forman una base de W, luego si 9; es la
proyeccién ortogonal de ¢ sobre W, entonces

_)1 =1 (27 07 _1) + a2 (67 07 1)

y se debe cumplir
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es decir

<(2’ _17 3); (27 07 _1)> = a1<(27 07 _1); (27 07 _1)> + a2<(27 07 _1)3 (67 07 1))

(2,-1,3); (6,0,1)) = ar{(2,0, ~1); (6,0,1)) + a2{(6,0, 1); (6,0, 1))
Usando el producto escalar euclideo obtenemos el sistema

1 =501+ 1lay

15 =11lag 4+ 37

que tiene por soluciéon a; = —2 y as = 1, y la proyeccién ortogonal de © sobre W serd v7 = —2 -
(2,0,—1)+1-(6,0,1) = (2,0,3).

Otra forma de resolver el problema es obtener el valor de ¥, la proyeccién ortogonal de ¥ sobre
W, para ello necesitamos una base de . Usando la base de W se obtienen las ecuaciones implicitas
de Wt

WJ‘:{(x,y,z)eR?’:Zx—z:O; 6x+z:0}

De la primera ecuacién se obtiene z = 2z y usando la segunda obtenemos z = 0, por tanto el espacio
W+ se puede describir como

Wt = {(z,y,2) e R*: (0,5,0)} = {(0,1,0))

Siendo w3 = (0,1,0) base de W+. Como @ € W, entonces @ = asws = «(0,1,0) y por tanto
(U adl3) = (T + V2;W3) = (U1; W3) + (V; W)

Como o € Wiz € Wt = (#;1w3) = 0 y tendremos
(U Wi3) = (U2; W3) = (au3lis; W) = g (Wig; Ws)

y por tanto

s — (v W3) _ ((2,-1,3);(0,1,0)) _ ;1 -1
° <u73;u_)'3> <(0?170);<07170)> 1 ’

Y por tanto vo = —1-(0,1,0) = (0, —1,0) y el valor de ¥ seria

U] = U — Uy = (2, —1,3) - (O,—l,O) = (2,0,3),
como antes.

Ejemplo 5.18 Consideremos el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar { ) p definido
como

((z1,91, 21); (72, Y2, 22)) p = 27122 + Y1Y2 + 32122

y sea el subespacio

W={(z,y,2) eER*: 2 —y—2=0}
Se pide:

1. Hallar una base ortogonal de W.
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2. Obtener la proyeccion ortogonal sobre W del vector v = (6,—6,—10) wutilizando el producto
escalar ( )p

Solucion:

1. De la definicién de W tendremos ¢ = y + z y tomando y = a y z = (3, obtenemos que los
puntos de W son de la forma (a«+ 3, a, 8) = «(1,1,0)+ £(1,0,1) y @ = (1,1,0) y @y = (1,0, 1)
serd una base de W. Ahora utilizaremos el método de Gram-Schmidt para encontrar una base
ortogonal B’ de W.

a) Tomamos @; = w; = (1,1,0) como el primer elemento de B'.
b) Definimos iy como
iy = W + a1l = (1, 0, 1) + 0421(1, 1, 0)

y elegimos a1 € R; de forma que @y L pz (el subindice indica que los vectores son perpen-
diculares respecto al producto escalar (; )p, en este caso
2-1-1+0-1+3-1-0 2

>P — <(1707 1);(1a1’0)>P - _ =
D p ((1,1,0); (1,1,0)) 2.1-1+1-1+3-0-0 3

g
=

N (Wa;

£l

1
De donde iy = (1,0,1) — % (1,1,0) = (%’ _%7 1)

¢) Por simplicidad tomaremos el vector 3 - iy = (1,—2,3), que también es ortogonal a los
anteriores respecto del producto escalar () p. La base ortogonal sera

B ={(1,1,0),(1,-2,3)}.

2. Para obtener la proyeccién ortogonal sobre W del vector ¢ = (6, —6, —10) utilizando el producto
escalar ( )p hay que tener en cuenta que ¥ = U7 + ¥, con ¥; € W, la proyeccién ortogonal
buscada y siendo B’ una base de W y @ € W * entonces

U1 = a1ty + ol

Mientras que

(Ty 1) p = (U1 + Vo3 t1) p = (@1t + otia + v Uy) p = vy (U3 U1) p

(U5 ta) p = (U1 + U2 U2) p = (11 + Qatiz + v2; Ug) p = a(Ua; Uz) p

Puesto que (U1; U2) p = (U1;U2) p = (U2;V2) p = 0. Los valores de a1 y g serdn

a1 = <17ﬂ _’1>P — <(6ﬂ —6, _10); (17 170)>P — 9 -9
<ﬁl;ﬁl>P <(17170);(17170)>P 3
o — <17a _’2>P _ <(6a *6’*10); (17 *2a3)>P _ —66 - _9
Ty ((L-23:(1-23)p 33

y la proyeccién buscada es

1
o =2-(1,1,0) - 25(1,-2,3) = (0,6, ~6)
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Otra forma de resolver el problema es encontrar una base del subespacio W+, el ortogonal a W
respecto a () p, cuyas ecuaciones se pueden obtener ficilmente a partir de la base de W:

(2,9,2);(1,1,0)p =0 =22 +y =0

<(x7y7z);(17071>p:O<:>233+3Z:O

Claramente y = —2x y z = —%x y por tanto los vectores de W= son de la forma (x, —2z, —%x) =
z(1, -2, —%) y {(17 -2, —%)} es una base o también, multiplicando por 3 una base serd ws = (3, —6, —2).

A partir de este vector se puede obtener la proyeccién ortogonal de 7 sobre W+ que debe ser de
la forma

172 = 043’(33 = Oé3(3, _67 _2)

y el valor de a3 se obtendrd como
<77; w3>P _ <(67 —6, _10); (37 —0, _2)>P _ @ —9
<“73; u_;3>P <(37 _Ga _2); (37 _67 _2)>P 66
y por tanto v = 2(3,—6,—2) = (6, —12, —4) y obtenemos v} = U — v = (6, —6, —10) — (6, —12, —4) =
(0,6,—6), como antes.

a3 =

Teorema 5.9 Sea (V;{ )) espacio vectorial euclideo y sea W <V, entonces (W+)+ =W.

Demostracién: Haremos la demostracién por doble inclusiéon. Por definicién de subespacio or-
togonal de un subespacio vectorial, tenemos

(Wit = {ﬁe V(@ 7)) =0; Vie WL}

Sea @ € W, entonces por definicién de W+ = (w; @) = 0; V& € Wy por tanto @ € (W)*, de esta
forma W C (W+)*.

Supongamos ahora que @ € (W+)+, entonces como @ € V, usando el teorema ??, 3, € W y
Iy € W tal que @ = W) + W, de donde Wy = W — W1, entonces

(W; Wa) = (Wa; W — W) = (Wo; W) — (wa; wh)
Como W € W y wy € W+, que es su ortogonal entonces (1; ;) = 0; por otra parte, como o € W+
y @ € (W)L, que es su ortogonal, entonces (i; @) = 0; asi que hemos probado que
(W; W) = (W; W) — (W; W) =0

Por las propiedades del producto escalar wo = 0, es decir, w = wy € W, lo que prueba que (WJ-)J‘ eWw.
Hemos probado que W C (W)L y que (WL)+ C W lo que implica que (W+)+ = W.

Definicién 5.12 Sea (V;( )) espacio vectorial euclideo y sea W < V. Dado v € V, sabemos que
30, € W, Uy € W tal que T = ¥ + Ua. Definimos ahora la simetria ortogonal de ' de base W al vector
8(’17) = ’171 — 172.

Ejemplo 5.19 Dado el subespacio vectorial W de R3 definido en el ejercicio 5.5.1, encuentra la

simetria ortogonal del vector ¥ = (6,—6,10) de base W.

Solucién: Hemos probado que el vector ¢ se puede expresar como ¥ = U1 + ¥ con v7 € W'y
Ty € Wt con #) = (E —16 Q) y Up = (%,—%,—%), la simetria ortogonal de v de base W que

37 33
buscamos seria
. . . 16 16 32 2 2 2 14 14 34
S(U):Ul_UQZ o o0 4o | T\ T TS T\ 5T 9
3 373 37 3 3 3 373
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