Capitulo 2

Numeros complejos

2.1. El conjunto de los complejos

Las diferentes clases de nimeros aparecen por la necesidad de resolver ciertos tipos de problemas.
Por ejemplo los nimeros naturales, N, aparecen de la necesidad de contar objetos. Para estos nimeros
se define la operacién suma (4), que es una ley de composicién interna ya que la suma de dos nimeros
naturales es otro nimero natural. Para esta operacién se plantean problemas como el de encontrar el
nimero natural que resuelva la ecuacién

m+x=n

siendo m y n dos nimeros naturales conocidos. Esta ecuacién tendrd como solucién otro nuevo niimero
natural siempre que n > m. Por el contrario, no existe solucién en el conjunto N para el caso m > n;
por ejemplo

24z =1.

Para esta ecuacién no encontraremos ningtin nimero natural z tal que al sumarlo con 2 nos de como
resultado 1. La solucién al problema se obtiene mediante la introduccién de los nimeros enteros, Z

24zrz=12=—-1.

De modo que el conjunto Z estard formado por las soluciones de la ecuaciéon m + x = n cuando
m,n € N.

La aparicién de los nimeros racionales (viene de razén o cociente) se puede justificar al tratar
de encontrar soluciones para otro tipo de ecuacione, en este caso se emplea otra ley de composicién
interna: el producto de nimeros enteros; y la ecuaciéon que se pretende resolver es de la forma

mx =n; m,n € Z.

Esta ecuacién tendrd solucién en Z cuando m divida a n, es decir, cuando n sea multiplo de m, sin
embargo no tendrd solucién entera en el resto de casos. Por ejemplo, no hay ningiin nimero entero
que resuelva la ecuacién

3x = 1.

Con el fin de solventar este tipo de problemas se define el conjunto de los nimeros racionales, Q, como
el conjunto de los nimeros que son soluciones de ecuaciones de la forma mx = n, cuando m,n € Z, es
decir, nimeros de la forma .
Si se aumenta el grado de complejidad de las ecuaciones empleadas, pasando de una ecuacién lineal
a una cuadritica como
2 —c=0
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14 Capitulo 2. Niumeros complejos

entonces podemos comprobar facilmente que para algunos valores de ¢ > 0 la ecuacién no tiene solucién
en Q, por ejemplo para ¢ = 2 no existe ningtin nimero racional p/q € Q, tal que (p/q)2 = 2. Hay que
construir otro conjunto de nimeros que permitan resolver este tipo problema: son los nimeros reales,
que representaremos por R. El conjunto R estard formado por las soluciones a las ecuaciones del tipo
anterior y de otras similares.

Sin embargo, para la ecuacién cuadrética del tipo

22+ =0,

con ¢ € Ry ¢ # 0, nos encontramos con que es imposible encontrar una solucién en R, ya que
independientemente del valor que le demos a la variable z, se cumplird 2 > 0 y como ¢? > 0 siempre
se cumplird

2?2+ 32> 0,

asi que cualquier posible solucién de esta ecuacién habré que buscarla fuera del conjunto de los nimeros
reales; se hace necesario construir una nueva familia de nimeros capaces de resolver este problema.
La unidad imaginaria

Definicién 2.1 Definimos la unidad imaginaria i (Euler, 1707-1783) como una de las soluciones
de la ecuacion

o bien

1=+v—1.
Suponiendo que para este nuevo nimero son validas las operaciones algebréicas usadas con los nimeros
reales, otra de las soluciones serd —i = —1 % i, puesto que

(=) = (-1-9)* = (-1)*@ = (1) - (-1) = - L.
Con este nuevo elemento podemos descomponer el polinomio como z? + 1 como
2241 = (z—1)(z+1i).

Por su definicién esta claro que i ¢ R.
Ahora es posible obtener las soluciones de todas las ecuaciones del tipo

22+ =0,
puesto que
P24+l =0=2t=-F=22=(-1) & =33,
de donde
r = c-1i
0
T = —c-1
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2.1. El conjunto de los complejos 15

Ejemplo 2.1 Para resolver la ecuacion
?+9=0&z==3

Con este nuevo elemento, podremos calcular la raiz cuadrada v/ de cualquier nimero real A € R
como
A>0=> A==V =+c
AeR=
A<0= A== VA=+a

Los niimeros complejos en forma binémica: parte real e imaginaria
Consideremos ahora la ecuacién general de segundo grado
az? +bx+c=0

con a, b, ¢ € R. Sabemos que las soluciones de esta ecuacién se obtienen mediante la conocida expresién

. —bx Vb —dac b L Vb% — dac

2a 2a 2a ’

pero ahora podemos calcular la rafz cuadrada independientemente de si el discriminante b? — 4ac es o
no positivo, asf tendremos:

Si 172—4ac>0:>:1c:—23:&7”’2_4“C
a 2a
)
Si 0?—dac< 0=z =L + Viacby

expresiones que nos sirven de base para la definicién de nimero complejo en forma binémica.

Definicién 2.2 Definimos un nimero complejo z en forma binémica o cartesiana a una combi-
nacion de la forma

z=x+1y
donde x,y € R, que son la parte real e imaginaria de z, respectivamente. Haces un resumen en la
siguiente tabla:

Definicion Representacion
relR Parte Real del nimero complejo z Re(z) ==z
yeR Parte Imaginaria del nimero complejo z Im(z) =y

Ejemplo 2.2 Ejemplos de nimeros complejos en forma bindémica son

z1 = 144,

z9 = 2— 3.
Para este caso tendremos

Re(z1) = 1, Im(z)=1
Re(z2) = 2, Im (z2) = —3.
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16 Capitulo 2. Niumeros complejos

Definicién 2.3 Dos nimeros complejos z1 y zo son igquales si y sélo si lo son su partes reales e
imaginarias, es decir
Re (z1) = Re(z2)
21 = 29 &=
Im (z1) = Im (22)

Estamos en condiciones de definir el conjunto de los nimeros complejos.

Definicién 2.4 El conjunto de los nimeros complejos C estd definido como

C={z=z+1wy| z,y e R}.

2.1.1. Relacién entre R y C

Estd claro que i ¢ R, puesto que i2 < 0, sin embargo i € C, ya que suponiendo que el producto
por 0 y por 1 funciona igual que con los nimeros reales, entonces

1=04+1-7€C,

y por tanto R # C. Por otra parte, si x € R, entonces podemos poner
z=x4+0-1€C,

es decir

Re(z) = =,

Im(z) = 0,
y podemos decir que R es un subconjunto propio de C

RSC.

Definicién 2.5 Los nimeros complejos z € C tales que Re(z) = 0 e Im(z) # 0 se denominan
imaginarios puros y el conjunto de estos nimeros se suele representar por iR

z es imaginario puro < Re(2) =0y z#0< z=1iy cony # 0.

2.2. Operaciones aritméticas en forma binémica

Vamos a definir dos operaciones internas sobre el conjunto de nimeros complejos, es decir, vamos
a definir dos operaciones que usadas sobre dos elementos de C, nos da como resultado otro elemento
de C. Para ello consideramos dos nimeros complejos z1 = x1 + Y1 ¥ 22 = 2 + ty2 y definimos suma
y producto como:

21+ 20 = (v1 + 22) + 7 (y1 + y2),
2120 = (z1 +iy1) - (22 + 1y2) = (2122 — Y1y2) + i (T1y2 + T2y1) -
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2.2. Operaciones aritméticas en forma bindémica 17

Es decir

Re (21 + z2) = Re (z1) + Re (22)
SUMA (+) ,
Im (21 + 2z2) = Im (21) + Im (22)
Re (21 - z2) = Re(z1) Re (22) — Im (21) Im (22)
PRODUCTO (-)
Im (z1 - z2) = Re(21) Im (22) 4+ Im (21) Re (22)

El resultado en ambas operaciones es obviamente un nuevo nimero complejo en forma binémica.

Para entender mejor estas operaciones, podemos considerar a ¢ como un pardmetro con la propiedad
de que i2 = —1 y después utilizar las propiedades asociativa y conmutativa de los nimeros reales, de
este modo para la suma se tendria

21+ 29 = (1 +iy1) + (22 + 1y2) ,

y sacando ¢ factor comun
21+ 29 = (w1 +22) + i (y1 +y2) -

Mientras que para el producto
2129 = (z1 +iy1) - (22 + iy2) = 2122 + Y1y + iT1y2 + 122,

2 = —1 y sacando factor comtn 1 :

y teniendo en cuenta que %
2122 = T1T2 — Y1Y2 + iT1y2 + iy172 = (L1702 — y1y2) + i (T1y2 + T2y1) -
Obteniéndose los mismos resultados que en la definicién.
Ejemplo 2.3 Dados z =141 y w = —3 + 4¢ entonces
z+w=1+1)+(-3+4i)=(1-3)+i(1+4) =—-2+ 5.
zow=14+1d)(-3+4i)={1-(-3)—1-4}+i{l-4+1-(-3)} =-T+1.

Definicién 2.6 El elemento neutro para la suma es el elemento cero 0+i-0 € C (que se escribird
de forma abreviada como 0):

Para cualquier nimero complejo z = x + ¢y se cumple
z+0=(x+iy)+(0+:-0)=(x+0)+i(y+0)=z+iy = z.

Definicién 2.7 Para cada complejo z € C, definimos su complejo opuesto, como aquel complejo
w € C tal que
z+w=0.

Estd claro que si z = = + iy entonces
w=—x—1y.
Y el complejo opuesto de z se representard como —z.
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18 Capitulo 2. Niumeros complejos

Ejemplo 2.4 Dados z =1+ 1 entonces su opuesto serd:
= —(14i)=—1—1i.

Definicién 2.8 El elemento neutro del producto es el elemento unidad 1+ i-0 € C (que se escribird
de forma abreviada como 1):

Para cualquier niimero complejo z = x + iy se cumple
z-l=(z+iy) (14+i-0)=(x-1—-y-0)+i(x-0+y-1)=x+iy =z

Definicién 2.9 Para cada complejo z € C — {0} definimos su inverso, como aquel complejo w € C
tal que
z-w=1.

El elemento 0 no tiene elemento inverso ya que
VzeC=2z-0=(z+iy)(0+i-0)=(x-0—y-0)+i(x-04+y-0)=0+4-0=0.

y por tanto no existe ningin nimero complejo que al multiplicarlo por 0 se obtenga el valor de 1.
Para obtener la expresién binémica del elemento inverso utilizamos su definicién y la del producto
de dos complejos. Consideremos z1 = x1 + ty1 y 22 = T2 + iy, entonces

T1T2 —Y1Y2 =1
z21-20=1& .
T1Y2 +x2y1 =0

Dado 21 = x1 + iy1 obtenemos un sistema lineal en las variables x2 e y2 que tiene una tnica solucién
si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de 0, es decir, cuando

1 —U

=ai +y; #0,
a8

y esto sélo ocurre si 1 = y; = 0, de ahi que si z # 0 el sistema tiene solucién. Usando la regla de
Cramer obtendremos los valores para x2 e o

1 -y
. 0 = T
e A
I 1
L !
S - R

y la expresién binémica para el inverso de z = x1 +iy; # 0 es

oW
w3 +yd a4t

z9 =

1

Siguiendo la notacién usual de los nimeros reales, representaremos por z~+ o % al complejo inverso de

zZ.
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Ejemplo 2.5 Vamos a calcular el inverso de z = 1 + i mediante la expresion anterior

.261:1 1 1
:>x%+y%:12—|—12:2:>z_1:§—§i.

y1 =1

Una vez definido el inverso podemos definir el cociente entre dos nimeros complejos.

. .. . . Z1
Definicién 2.10 Dados z1, 22 € C con z3 # 0, definimos su cociente — = z1/zo como
z2

21 . -1
I Zl . 22 s
22

L7 - . ., . -1
que estd bien definido puesto que como zg # 0, ewistird su inverso zy .

Ejemplo 2.6 Vamos a calcular el cociente entre z1 = 1+ 14 y 29 = 2+ 3i. Necesitamos en primer

—1
lugar calcular z,

2 3 . 2 3
pry — P = — — —
22432 22432 13 13

25t =(243i)7" i,

y el cociente serd

a1+ ‘ . (2 3, 2 3 3 2.
S —4+)-C+3) =14 (- Zi) = (2 2 )+ (-2 2 )=
»  2ga - HD@E3) T =40 <13 13" BtE)TUB )’

5 1
13 13"

Proposicién 2.1 Con las operaciones de suma y producto, el conjunto C de los nimeros complejos

tiene estructura de Cuerpo.

Que (C,+,-) sea un cuerpo quiere decir que se cumplen una serie de propiedades que indicamos a

continuacién:

1. (C, +) El conjunto de los nimeros complejos junto con la operacién suma es un grupo abeliano.

a) Conmutativa: ¥z, 29 € C
21+ 20 = 29 + 21.

b) Asociativa: ¥z, 29,23 € C
(Z1+Z2)—|—23:Z1+(22—|—Z3).

c¢) Elemento neutro: El elemento neutro para la suma es el 0.

d) Elemento opuesto: Para cada nimero complejo z = z + iy hemos definido su opuesto

—z=—T —1y.

2. (C, -) El conjunto de los niimeros complejos junto con la operacién producto es un grupo abeliano:

a) Conmutativa:Vzy,zy € C
Z1RQ =29 Z21.

b) Asociativa:Vzy, za, 23 € C
(Zl . 22) T 23 = 21 (22 . 23)

c) Elemento neutro: El elemento neutro para el producto es el elemento unidad 1.
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20 Capitulo 2. Niumeros complejos

d) Elemento inverso: Para cualquier nimero complejo z # 0 hemos definido su inverso z~!

Ccomo
-1 x )

- i
1:2_|_y2 $2+y2

3. (C, +,-) cumple la propiedad distributiva:

a) Distributiva del producto respecto a la suma: Dados tres nimeros complejos z1, z2 y 23 se
cumple
z1 - (ZQ—I—Zg) =2z1-29 + 21" %3.

2.3. Conjugado

Definicién 2.11 Dado un nimero complejo z € C, se define su complejo conjugado Z (o también
z*) al nimero complejo definido como

Re(Z) = Re(2)
Im (Z) = —Im (2)

O en forma binémica
2= 41y =Z=T— 1.

Ejemplo 2.7 Dado z1 = 1+1, 29 = —3 — i, entonces

zZ1 = 1—zq,

Zo = —3+1.
Proposiciéon 2.2 Dados z,w € C, se cumplen las siguientes propiedades

1. Numeros reales:
zeER<—=Im(z) =0<=2z=7=2.

2. Ntmeros imaginarios puros:

z€iR<=Re(2) =0« z=—Z.

3. Partes real e imaginaria:

Re(:) = “1°
zZ—Zz
Im(z2) = 5

4. Doble conjugacion:

5. Suma:
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2.4. El plano complejo 21

6. Producto:

7. Cociente:

8. Mdédulo:

9. Inverso:

Demostracién: Las demostraciones son sencillas utilizando la definicién de Z y se dejan como
ejercicio al lector.

La propiedad que se ha definido como Mddulo es muy interesante ya que permite reescribir el
inverso y el cociente de dos niimeros complejos en términos del conjugado.

Ejemplo 2.8 Vamos a calcular el cociente entre z =141 yw = 2 + 3¢ utilizando la propiedad 10 :

z  144i  (1+d)(2-3) (2+43)+i(-3+2) 5-i 5 1

— = = = =—— — 1

w o 2+3i  (2+3)(2-3i)) (4+9)+i(-6+6) 13 13 13

2.4. El plano complejo

El orden en C

En C no se puede establecer una relacién de orden compatible con el orden natural en R, es decir,
dados z1, 2o € C no podemos establecer entre ellos relaciones del tipo “z1 > 25” 0 “z1 < z9” que sean
compatibles con el orden que conocemos en R.

Supongamos por el contrario, que podemos establecer un orden en el conjunto de los nimeros
complejos compatible con el orden de R, es decir, dados cualquier par de elementos z; y ze podremos
decir si uno es mayor o igual que el otro. Tomaremos los nimeros complejos ¢ y 0, como obviamente
no son iguales, podremos decir o bien que ¢ > 0 o bien que ¢ <0 .

1. Supongamos que 7 > 0. Si el orden establecido fuera compatible con el orden natural de R, la
desigualdad anterior no cambiarfa de sentido si multipliciramos cada uno de sus miembros por
cualquier nimero positivo, por example el propio ¢, entonces deberia cumplirse

ii>0-1,

pero esta operacién conduce a
2
>0,

que es falsa puesto que i> = —1 que es < 0 para el orden en R.
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22 Capitulo 2. Niumeros complejos

Figura 2.1: Representaciéon de un niimero complejo en el plano.

2. Llegamos a la misma contradiccién si suponemos que ¢ < 0. Ya que al multiplicar la desigualdad
por cualquier nimero negativo se invierte el sentido de la misma, y eligiendo ese ntimero como
1, entonces
t-1>0-13,

que de nuevo nos conduce a que —1 < 0, que es incompatible con el orden establecido en R.

Representacién cartesiana. Relacién entre C y R?

En el apartado anterior se ha comprobado que R es un subconjunto propio de C. En esta seccién
veremos que existe una relacién directa entre el conjunto C y el plano real R2. Con el fin de encontrar

esa relacién tomaremos un nimero complejo cualquiera z = x 4 4y y definimos la siguiente aplicacién

T entre C y R?

C I, R2

z=x4iy ~  (z,y)

7 es una biyeccién, a cada complejo le hace corresponder un y sélo un punto en el plano y viceversa.
Esta biyeccién permite definir un nimero complejo como un punto del plano, obteniéndose asi una
representacion gréfica del complejo z (ver figura 2.1). El par (z,y) es el afijo del complejo z. En esta
representacion al eje de abcisa (eje x) se le llama eje real, mientras que el eje de ordenadas (eje y) es
el eje tmaginario.

A partir de esta representacién de tipo puntual podemos construir otra de tipo vectorial, si asig-
namos a cada complejo = + ¢y un vector con origen el origen de coordenadas y como extremo su afijo
correspondiente. Con esta representacion es normal referirse al conjunto de los nimeros complejos C
como plano complejo o plano z. El complejo 0 no tiene esta representacién vectorial, puesto que
no existe, por razones obvias, el vector correspondiente.

Médulo de un nimero complejo

Definicién 2.12 Dado un nimero complejo z € C, definimos el modulo de z que representamos
como |z| al nimero real positivo definido como

12| = Vz -z = Va2 + 32

Notar que |z| es precisamente la longitud del vector que hemos asociado a z en el apartado anterior
(ver figura 2.2).
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2.4. El plano complejo 23

Figura 2.2: Médulo de un nimero complejo.

Podemos comprobar que en el caso de que z sea un niimero real entonces el médulo coincide con
su valor absoluto
z=x+4+i-0€R =zl =Va2+ 02 = Va2 = |z]

Proposiciéon 2.3 Sean z,w € C, el mddulo tiene las siguientes propiedades:

1. Positividad del médulo

ademas
2. Equivalencia de médulos
3. Producto

4. Producto de un nimero real por un complejo

a€R zeC=laz| =lallz.

5. Inverso
_1 1
=
|2
6. Cociente
‘3‘ _ 2l
wl |w|’
7. Desigualdad 1
[Re(2)] < [z,
Im (2)] < |z]
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8. Desigualdad 2 (Triangular)

|2+ w| < [2] + [l

9. Desigualdad 3 (Triangular Inversa)

2 —w| = ||z] = Jwl].

Demostracion:

1. Por definicién

|z| >0

2| =0 Va2 +y2=0s 2 +y° =0,

identidad que se cumple solamente cuando x =y = 0 y en ese caso z = 0.

y el médulo serd nulo

. Utilizando la defincién y las propiedades del conjugado

el =) 2 = V=2 (B = Va2 = |al,

=@ @ =viz=vaz=li.

Con estas dos propiedades la tdltima se cumple de forma trivial.

. Dado z y w € C. Por la definicién de médulo

lz-wf=Gw- -Gw)=>cw- - FZw=(w-Z ).

y utilizando la propiedad conmutativa del producto de nimeros complejos

2wl = (5o w) () = (2 2) - (wew) = [ ful?.

si ahora se toma la raiz cuadrada en ambos miembros se obtiene la igualdad buscada.

. Seaa € Ry z € C, entonces

laz] = /(a2) (@2) = v/{az) - @z,

como « es real, entonces a = «

V(az)-az = V/(az) - (az) = Va2Vz -z = |a] |2].

. Teniendo en cuenta la definicién de inverso de un nmimero complejo z # 0

_ z _ Z 1|, 1 1
= s e = | T | = || = e = e e =
] 2] ] ’\z| ‘ 2]
. Dados z,w € C, con w # 0. Por la definicién de cociente
z _ _ - 1 ||
‘f‘:‘z-w 1 :]sz 1‘:]2“11; 1‘:‘47:7_
w lw|  |w]

K
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2.4. El plano complejo 25

7. Por la definicién de médulo
2| = Va2 + 2,

como x e y son ndmeros reales se cumple

2 > 0,

¥y > 0,

y como |z| >0

2| = Va2 + 32 > Va? + 0= Va? = 2] = [Re(2)],
o = VT > VO3 = i = Iyl = [m (=)

8. Por la definicién de mdédulo

ot ul = et w) Gt w) e ot uf = (e +w)- =T w),
y utilizando las propiedades del conjugado
lz4+w? = (z4+w) - (Z+T) = 22+ 20 + wz + ww = |2|* + 20 + wz + |w|?.
Ahora bien como z = z se tiene
2W + wZ = 2w + 2w = 2Re (2W0),
y teniendo en cuenta la desigualdad demostrada en el apartado anterior
2Re (zw) < |2Re (zw)| < 2|zw0|.
También se ha demostrado que el médulo del producto es el producto de mdédulos luego
2|1] = 22| @] = 2|l w],
y sustituyendo
|2+ wl? = [2° + 20 + wz + [w]” < [2* + 22| [w] + [w]* = (2] + [w])?.
Finalmente tomando raices cuadradas en los dos miembros se obtiene la desigualdad.
9. Dados z,w € C
2 = (2 —w) + w] < |(z = w)| + [w] = || — ] < |(z = w)|

jw| = [—w| = |(z —w) + 2| < |(z —w)[ + [2] = [w] = [2] <|(z —w)| = —[w] +[2] = = [(z — w)]

Si utilizamos las dos desigualdades se obtiene
—[(z —w)| < [z| = |w| < [(z — w)]
de donde por definicién de valor absoluto

2] = fwl] < |(z = w)]
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26 Capitulo 2. Niumeros complejos

z=X +1Yy

-z=X-iy = X-iy

Figura 2.3: Relaciones geométricas entre z, —z, Z y —2.

Las relaciones geométricas entre z, —z, Z y —z = —Z son muy sencillas de visualizar graficamente
(ver figura 2.3). Dado z = x + iy, entonces los afijos de los complejos indicados anteriormente son

z = x4yie (r,y)
—z = —r-yie (-r,-y)
Z = z-yis (z,-y)

—z = —z+yie (—z,y)

y gréaficamente

Representacién polar y exponencial

En el apartado anterior se ha representado un nimero complejo z = x + 7y mediante un vector que
va desde el origen de coordenadas hasta el par (z,y). Por otra parte, cada vector no nulo del plano de
centro el origen de coordenadas se puede representar en coordenadas polares mediante su longitud y el
dngulo que forma con el semieje OX positivo; es posible extender esta representacién a los complejos
(ver figura 2.4).

Sea z =z +1iy € C— {0} y sea 6§ € R el angulo que forma el vector asociado a z con el semieje OX
positivo. Teniendo en cuenta que |z| es la longitud de ese vector entonces por trigonometria se obtiene

x = |z|cosf |Z!2=$2+y2
y = |z|senf ¢ = arctan ¥
Definicién 2.13 Se define la forma polar o mdédulo-argumental del complejo z como
z=|z|p 0z=z|.

Como z = x + 1y, se obtiene también la llamada forma trigonométrica

z=|z|cosf +i|z|senf = r (cosf + isend).
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2.4. El plano complejo 27

&

Figura 2.4: Representacién polar de un nimero complejo.

Y si se utiliza la formula de Euler (que se demostrard posteriormente)
¢ = cosf + isend,
se obtiene la representacion exponencial del nimero complejo z

z=|z|e?

Observacién 2.1 La férmula de FEuler se puede demostrar recurriendo a las conocidas series de
Taylor de las funcion e®, cosx y senx. Consideremos el desarrollo de Taylor de la funcion e®

[e.9] n

T
e’ = E —_,
n!

n=0
que es valido para cualquier x € R. Vamos a definr €, utilizando el desarrollo anterior

“-R SRS

n=0 ’ n=0

Para calcular las potencias i" vamos a distinguir el caso en que n es par (n = 2m) y el caso en que
es impar (n=2m +1):

npar = n=2m = "=i"= (z2)m =(-1)",
nimpar = n=2m+1 = "= =(2)"i=(-1)"4,
Esta separacion la podemos utilizar en la serie para poner

= =Y S T oF

n=0 n par n impar

2n102n 12n+1Z92n+1

= X G T @mr

m=0 =0
o0 ( ) 92n oo 192n+1
- z:: ot z::O 2m 1)
0 2n e ¢ 2n+1
e g
N E:o 2n i E:O 2m + 1)
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28 Capitulo 2. Niumeros complejos

y las dos series resultantes corresponden a las series de Taylor de cos@ y sen respectivamente, luego
¢ = cosf + isend.

Debido a la periodicidad de la funcién tan (0), la representacién polar no es tnica, ya que el angulo
0 4 2km, con k € Z, también es vilido para representar a z y como consecuencia el angulo 6 no estd
unfvocamente determinado.

Definicién 2.14 Dado un nimero complejo z € C— {0} definimos su argumento, arg(z), al con-
junto definido como
arg (z) ={0 €R| z=|z|(cosf+isenb)},

que por la periodicidad de las funciones trigonométricas se puede expresar como
arg (z) = {0 + 2kw| siendo 0, z = |z| (cos0 + isen )} .

Los argumentos se consideran positivos cuando se miden en sentido contrario a las manecillas del
reloj y negativos en el otro caso.

Proposicién 2.4 Dado un nimero complejo z € C—{0} = Euxiste un tnico argumento en cada
intervalo de longitud 2w, es decir el conjunto

arg (2) N (o, a + 27) = {0}
tiene un dnico elemento.

Definicién 2.15 Dado un nimero complejo z € C— {0} definimos su argumento principal Arg (z)
como el Unico nimero que cumple

Arg (z) = arg (z) N (=, 7]
Ejemplo 2.9 Dado z =1+ i, entonces
1
0= arctanI = arctan 1 = arg (z) = {% + 2k:7r‘ ke Z}

en este caso

Arg (1+1) = arg (1 +4) N (=7, 7] = %
Observacion 2.2 Sea z € C, entonces
Siz € R" = Arg(2)=0
Siz € RT = Arg(z)=mr
Siz € iRt = Arg(z) = g
Siz € iR = Arg(z) = —g
Ejemplo 2.10 Algunos complejos en forma polar o exponencial son
1 = lp=¢"
-1 = l,=¢"
i = g = e/
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2.5. Operaciones con niimeros complejos en forma polar

Conjugado en forma polar

Dado el complejo no nulo z € C— {0}, que por tanto tendra representaciéon exponencial z = |z| e
con 0 € arg (z), buscamos la forma exponencial de su conjugado z. Como z # 0 también ocurrird zZ # 0
y por tanto tendrd expresién en forma exponencial. Supongamos por tanto que su forma exponencial
es

zZ = |z| e,
donde ¢ € arg (z). Por las propiedades del médulo tendremos
2] = Iz,

por tanto

Z = |z] € = |z| cos @ + i |z| sen g,

si expresamos z en forma trigonométrica
z = |z|cosO + i |z|senb.

Por la definicién de conjugado se debe cumplir

Re(zZ) = Re(z) < |z|cosp = |z|cosb,
Im(Z) = —Im(2)< |z|senyp = —|z|send,
y simplificando
cosp = cosb,
senp = —senb,

teniendo en cuenta la paridad de las funciones cos y sen

cosp = cos(—0),

sengp = sen(—0),
y para que las dos ecuaciones se cumplan de forma simultdnea trigonométricas debe ocurrir
p =—0+2nk,
de forma que —6 es uno de los argumentos de Z y la forma exponencial del conjugado serd
72'0.

zZ=|z|e
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30 Capitulo 2. Niumeros complejos

Producto y cociente en forma polar
Sea z,w € C— {0} y sean z = |z| € y w = |w| € sus respectivas expresiones en forma exponencial.
Si realizamos el producto de ambos, usando ademds las propiedades elementales de las potencias de
la misma base

2w = (2167 (ul ) = [2] ] %' = |z - 0] 0+),
de donde
0+ ¢ € arg(z-w)

En definitiva el producto de dos complejos en forma polar es otro complejo cuyo médulo es el producto
de médulos y cuyo argumento es la suma de argumentos.

Ejemplo 2.11 ;Qué significa multiplicar por i?
Solucién: Sea z # 0 y sea z = |z| €. Si queremos saber el significado de la multiplicacién por i

pondremos también este nimero en forma exponencial

i=1-¢"/?

por tanto:
iz = |i2|9+7r/2 = |Z|9+7r/2

y la operacién consistird en girar § radianes (90° grados) el vector que representa al niimero complejo
z.

Inverso y cociente en forma polar

Sea z € C— {0} y sea |z|e? su forma exponencial; se quiere encontrar la forma exponencial para
271, el inverso de z.

Como z # 0, entonces su inverso existe y serd distinto de 0. Por definicién de inverso y usando las
propiedades de las potencias, se obtiene

ST I T e T

arg (i) — _arg(2).

Con este resultado, es facil calcular el cociente de nimeros complejos en forma exponencial

2 _ 2wl = <|z| ew) . <le—i<p> — ‘ﬂei(e—w)'
w |wl |wl

En forma polar el cociente de dos nimeros complejos es otro nimero complejo cuyo médulo se obtiene
como el cociente de los médulos y cuyo argumento se obtiene como la diferencia entre el argumento
del numerador y el del denominador.

de donde se deduce que
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Potencias enteras: Teorema de Moivre

Definicién 2.16 Sea z € C— {0} yn € N definimos la potencia n—ésima de z, tal y como se define

para el caso real como

Z”:z.....z

Ezxpresando z en forma polar y empleando el producto de complejo en forma exponencial se obtiene

oM = (’Z‘ ei@) . <|Z| eiG) — ’Z‘neine

luego la potencia n—ésima de un complejo es otro complejo cuyo mddulo es la potencia n—ésima del
mddulo de la base y cuyo argumento es n veces el argumento de la base.

Ejemplo 2.12 Calcula (1 + i)4 en forma polar:
Solucién: Ponemos (1 + %) en forma polar
(1414) = 2/
y después amplicamos la definicién de potencia n—ésima para n = 4
(1+4)* = (\@emm)‘l _ (\/5)4ei4.7r/4 _ 94/2,im _ 92T _ _y
Teorema 2.5 (Teorema de Moivre) Sea 6§ € R, n € N entonces se cumple
(cosf + isen )" = cosnf + isennb (Férmula de Moivre)

Demostracion: Sea § € R y n € N, entonces tomando |z| = 1 y utilizando la expresién para la
potencia n—ésima de un nimero complejo se cumple

(16)n = 120 = Lno
que expresamos en forma trigonométrica para obtener el resultado buscado
(cosf + isen )™ = cosnf + isennb

Este teorema se puede utilizar, entre otras cosas, para establecer relaciones entre cosnf y sennf
y cosf y senf. Por example si n = 2, entonces

(cos20 +isen20) = (cos+isenh)? = cos? 6 + 2 (cosB) (isend) + (isenf)?

= (COS2 6 — sen? 0) + i (2senf cos)

e igualando entre partes reales e imaginarias se obtienen las conocidas ecuaciones de las razones
trigonométricas de los dngulos dobles en términos de los dngulos sencillos.

cos20 = cos’f —sen’0

sen20 = 2senfcosb

Ejemplo 2.13 FEzpresa cos (30) y sen (30) en términos del angulo sencillo 6.
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32 Capitulo 2. Niumeros complejos

Solucién: Tomando n = 3 en la férmula de Moivre, entonces

(cos30 +isen3) = (cos®+ isend)® = cos®6 + 3 (cos?0) (isen®) + 3 (cos0) (isen 0)? + (isen)?

= ((:os3 6 — 3sen? 6 cos 9) +1 (3 cos? fsen § — sen® 9)
de donde por la igualdad entre nimeros complejos

cos30 = cos®0 — 3sen?0cosb

sen30 = 3cos?fsenf — sen>H

Definicién 2.17 Del mismo modo teniendo en cuenta la definicion de inverso, definimos paran € N

o)

Raices n-ésimas de un nimero complejo

Definicién 2.18 Sea z € C—{0} y n € N definimos la raiz n—ésima de z a cualquier complejo
w € C—{0} que cumpla
w" =z

Si expresamos w y z en forma polar obtenemos

w = |w| e

z=|z|e?
La potencia n—ésima de w serfa
w” = ‘w’n P
y como w" es la raiz n—ésima del complejo z, por definicién
w" = z = |w|" ™ = |2| e

Por una parte los médulos deben ser iguales

w|" = |2| = |w| = /2|
y por tltimo el argumento del primero ny y del segundo 6, deben estar en el mismo conjunto, es decir,
ny € arg (z) = {0 + 2kn|k € Z} = ny = 0 + 2k7 para algin k € Z
de donde 0+ %%
p=—"

n

Habré n raices distintas, para k = 0,1, .. 1, puesto que para k =n

Ln—

0+2nr 6 2nm 0

=+ T =—4or
n n n n

que proporciona el mismo complejo que para k = 0.
Gréficamente (ver grafica 2.5) las raices n—ésimas de z estdn situadas en los vértices de un poligono
regular de n lados incrito en una circunferencia de radio {/|z|
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Figura 2.5: Raices n—ésimas de un niimero complejo.

Ejemplo 2.14 Resuelve la ecuacion
2+1=0

Solucién: Buscamos las raices quintas de —1
Prl=0or=-1oz=1v-1

Poniendo —1 en forma polar

-1=1;
de donde
ol = /1= 1= 1
2
w:% k=0, .. .4

y las raices son
wk:1ﬁ+2k7r k:(),,4
5

Ejemplo 2.15 Resuelve la ecuacion
2 +8=0

Solucion: Buscamos las raices cibicas de —8
24+8=0o222=-8s2z=-8

Poniendo —8 en forma polar

—8 =8,
de donde
|z = ¥/]-8] = V8 =2
. @ k=012

y las rafces son
Wi :271'+2k7r k:0,1,2
3
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34 Capitulo 2. Niumeros complejos

que podemos poner en forma bindémica

1
wy = 2% :2<cosg+isenz> :2<+\/§i> =1++3i

3 2 2
w, = 2p=—2
wy = 25% =2 <cos5§r+isen5§r> =2 <;—\2§z> =1-+3i
Ejemplo 2.16 Calcula
144
Solucién: Ponemos el complejo en forma polar
141¢= \1+i|7r/4
y a continuacién calculamos las dos raices cuadradas
wy = |1—|—i|ﬂT/4 = (\@)ﬂ/g

w1 - |]- + i’ﬂ/4+2ﬂ' — (\/§>
2

\V1+iV3

Solucién: Ponemos el complejo en forma polar

1+iV3 =23

97 /8

Ejemplo 2.17 Calcula

y a continuacién calculamos las dos raices cuadradas

wo = V2 =\/§ﬂ/6=\/§(cos%+isen%) :\f2<\/§+i1> zﬁ—i-ii
2

7 7 3 1 3 1
wy = \/iw/3+2r = \/577r/6 = \ﬁ <COS67T + i sen g) = \/5 (—f - Z) = —\/; - —=1
2

Observacion 2.3 Raices n—ésimas para casos especiales
» SizeRT yn es par, entonces hay 2 raices n—ésimas reales

ze€RT = 2 =|z], = w" =2 & w;, = |w|

Pk
con
0+2kr  042km  2km
(pk = = =
n n n
como n es par, entonces n = 2m
ok Ik Sik=0=¢y=0 Raiz real positiva
m m

Sik=m (<n)= ¢, =7  Raiz real negativa
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s Siz€RT yn esimpar, entonces hay sélo 1 raiz n—ésima real

zERY = 2 =|z2]p = w" =2 & wg = |w|

Pk
con
0+2kr  O0+2kr 2km
(pk: = = =
n n n
como n es impar, entonces n = 2m + 1
2k
=g _7; T = { Sik=0=¢y=0 Raiz real positiva

Como en la fraccion %, el numerador es par y el denominador es impar, el cociente (salvo el
caso k = 0) no serd un nimero entero y por tanto ¢, no serd un mailtiplo entero de w y el resto
de raices serdn complejas.

= S5tz € R™ yn es par entonces no hay raices reales

ZER” = 2=z, =w" =26 w, = |w|,

con
0+42kr w+4+2kr  (2k+1)7
(pk = = =
n n n
como n es par, entonces n = 2m
(2k+1)
=——7
Pk om

como el numerador de la fraccion es impar y el denominador es par, el cociente no serd nunca
un numero entero y ; no serd nunca un multiplo entero de m, y por tanto el complejo wy no
serd nunca un numero real.

= Stz €R™ yn es impar, entonces hay 1 raiz n—ésima real negativa
zERY = 2=|2| = w" =26 w = wly,

con
_O0+4+2kr  m+2kn  (2k+1)mw

Pr = n - n o n

como n es impar, entonces n = 2m + 1

2k +1
O, = (2m++)17r = { Sik=m (<n)= ¢, =7 Raiz real negativa

Potencias racionales

Si z € C—{0} y 7 con m,n € Z, definimos la potencia fraccionaria 2™/™ como

2 = Y pm
es decir 2™/™ son las raices n—ésimas de 2™.

Ejemplo 2.18 Calcula
(1414)**
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36 Capitulo 2. Niumeros complejos

Solucién: Empleando la definicién

1+ = (1 +0)?
Utilizamos la forma exponencial del complejo
1414 =+/2e/4

que elevamos a 4
. 4 .
(1+i) = (ﬂe”/‘l) = 4e™ = —4

y ahora calculamos las raices ciibicas de este complejo

s/(1+i)4:\3ﬁ:m:wk k=0,1,2

que son para @, = # con k=0,1,2

wy = \?’/Zei“/g’—%(;—i-i\gg)

w = V4e'm = -4

2 2

wy = \3/161'57#3 — \3/41 <1 _ ’L\/§>
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