Grado en Ingenieria en Tecnologias Industriales
Ampliacién de Matematicas
Tema 4 - Ecuaciones en Derivadas Parciales

industriales

etsii UPC

1. Encuentre las soluciones de los siguientes problemas de contorno:

a) Y+ =0, y(0)=0, ¢ (L)=0.

b) y'+iy=0, y(0)=0, y(L)=0

c) y'+ry=0, y(0)=0, y(L)=0.

d)  y'+Ay=0, y(0)=0, y(m)—y(r)=0.

e) yY'+Ay=0, y(0)—y(0)=0, y(1)=0.

f Yy +xy=0 y(0)—-y(0)=0, y(r)—y(m)=0

. Encuentre para qué valores de A\ tienen soluciones no triviales los siguientes problemas de contorno:

a) Y -2/+(1+Ny=0 y(0)=0 y(1)=0.
b) Yy +Ay=0, y(0)=y@2r), y(0)=y (27).

. Clasifique las siguientes EDP:

a)  3Bug, +4uy, —u=0.

b)  Augy + uyy + 4uy, +u=0.

C)  Ugy + Uy + 3uy — duy, + 25u = 0.
d)  Upy — 3Uyy + 2uy, —uy +u=0.
e)  Upe — 2Ugy + Uyy + 3u = 0.

. Los extremos de una barra de aluminio (o® = 0,86) de longitud 10 metros se mantienen a temperatura
de 0°C'. Encuentre la expresién de la temperatura de la barra para las siguientes condiciones iniciales:

a)u(0,z) =70, 0<z<10. b) u (0,z) = 70cosz, 0 <z <10.
10z z € [0,5) 0 z€]0,3)
c)u(0,x)= d) u(0,z) =
10(10 — z) « € [5,10] 65 =€ [3,10]

. Los extremos de una barra de cobre (a? = 1,14) de longitud 2 metros se mantienen a temperatura de
0°C'. Encuentre la expresion de la temperatura de la barra para las siguientes condiciones iniciales:

a) u(0,x) =65co8? (rz), 0<x<2  b)u(0,r)="T0senz, 0<z<2.

60z  x€(0,1) 0 zel0,1)

c)u(0,x) = {
75 xe|l,2]

60(2—xz) z€[l,2 d)um’x):{



6. Un estado de equilibrio para la ecuacion del calor u; = a*u,, es aquella solucién que no varia con el
tiempo. Resuelva cada uno de los siguientes apartados:

a) Demuestre que todos los equilibrios de la ecuacién del calor son de la forma u (z) = Az + B.

b) Encuentre los estados de equilibrio de la ecuacién del calor que cumplen las siguientes condiciones
de contorno: u (¢,0) =11y u(t,L) =Ts.

¢) Resuelva el problema
(U = Uy, t>0,2€(0,1)

u(0,2) =75 0<z<l1
u(t,0) = 20 t>0

L w(t,1) =60 t>0

Ayuda: Calcdle u (¢, x) como u (t,z) = v (z)4w (t,x), donde v () es el estado de equilibrio asociado
a las condiciones de contorno u (¢,0) = 20, u (¢, L) = 60 y u (¢, x) es la solucién del problema con
condiciones de contorno nulas.

7. (*) Los extremos de una barra de cobre (a? = 1,14) de longitud 10 centimetros se mantienen a temper-

atura de 0°C', mientras que el centro de la barra es mantenido a 100°C’ mediante una fuente de calor
externa. Encuentra la variacién de temperatura de la barra con el tiempo para la condicién inicial

50 x€0,5)
u(O,x):{
100 € [5,10]

Ayuda: Descomponga el problema en dos problemas con uno de los extremos en la mitad de la barra.
8. Resuelva el siguiente problema:

(U = Ugp +u, t>0,2€(0,1)

u(0,z) = cosx 0<zr<l1

u(t,0)=0 t>0
([ u(t,L)=0 t>0
9. Resuelva los siguientes problemas:
( Uy = CPUgy, t>0,z € (0,2r)

u(0,2) =cosz — 1 0<z<2rm

a) u (0,2) =0 0<x<2m
u(t,0)=0 t>0
\ u(t,?w):() t>0

( Uy = Uy, t>0,2€(0,1)
u(0,2) =0 0<z<l1
b) ¢ u(0,2)=1 0<zx<l1
w(t,0) =0 t>0

L u(t,2m) =0 t>0



(U = Cge, t>0,2€(0,3)
u(0,2) = f(x) 0<x<3 r x€]l0,1)
c) us (0,2) =0 0<z<3 donde f (z) = 1 ze€ll,2)
u(t,0)=0 t>0 2—ax z€[23.
L u(t,2m) =0 t>0

10. Una cuerda de 10 metros fijada en sus extremos se levanta por el medio hasta la distancia de un metro y
se suelta. Describa su movimiento con el tiempo suponiendo que ¢? = 1.

11. (*) Resuelva cada uno de los apartados:

a) Demuestre que el cambio de coordenadas

a=x+ct
b=x—ct
transforma la ecuacién de ondas uy = c*u,, en la ecuacién uqp = 0. Concluir que la solucién general
de la ecuacién serd de la forma
u(t,r) =F(x—ct)+ G (z+ ct)

para funciones apropiadas F'y G.

b) Con la informacién del apartado anterior demuestre que la solucién del problema
(U = gy, t>0,2€(0,L)

u(0,z) = f(x) O<z<L

u (0,2) = g (x) O<z<lL

u(t,0)=0 t>0
{ u(t,L)=0 t>0
es de la forma
1 1 x+ct
u(t,a:):§(f(m—ct)+f(x+ct))+%/ g (s)ds.
x—ct

12. Resuelva el problema
( Uy = gy +u, t>0,2€(0,L)

u(0,z) = f(x) O<z<L
u (0,2) =0 O<z<lL
u(t,0)=0 t>0




13. Resuelva

los siguientes problemas de Laplace con condiciones de tipo Dirichlet:

( Uy + Uy, =0, (2,9) € (0,a) x (0,b) ( Ugy + Uy, =0, (z,9) € (0,a) x (0,b)
u(z,0)=0 0<z<a u(z,0)=0 0<z<a
a) ¢ u(x,b)=f(x) 0<z<a b) u(x,b) =0 0<z<a
u(0,y) =0 0<y<b u(0,9) =g (y) O<y<b
( u(a,y)=0 0<y<b { u(a,y)=0 O<y<b
( Usw +tyy =0, (z,9) € (0,a) x (0,b)
u(x,0) = f(x) 0<z<a
c) u(x,b) =0 0<z<a
u(0,y) =g (y) 0<y<b
( u(a,y)=0 0<y<b

14. Resuelva los siguientes problemas de Laplace con condiciones de tipo Neumann

( Upp +uyy, =0, (2,y) €(0,a) x (0,b) ( Upp + Uy, =0, (z,y) € (0,a) x (0,b)
uz (0,9) = g (y) 0<y<b uz (0,y) =0 0<y<b
a) ¢ uz(a,y)=0 0<y<b b) ug (a,y) =0 0<y<b
uy (,0) =0 0<z<a uy (2,0) = f(x) 0<z<a
L Uy (2,0) =0 0<z<a ( uy(z,0) =0 0<z<b
( Upe + Uy =0, (x,9) € (0,a) x (0,b)
u, (0,y) =1 O<y<b
c) uy (a,y) =0 0<y<b
uy (2,0) =1 0<z<a
( uy (2,0) =0 0<z<a

15. Resuelva el problema

( Ugy + Uy =u, (z,y) € (0,1) x (0,1)
u(x,0)=0 0<z<l1
u(z,1)=0 0<z<l1

u(0,y) =g (y) 0<y<1

( u(l,y)=0 O<y<1

(*) Ejercicios con dificultad especial.
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